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Stochasticka sémantika modelu

UvaZujme model M = (S, R, reanet, ), map). Oznalme n = |S|.

e SVal = N ... mnozstvi (pocet molekul)

e RVal = (0,1) ... pravdépodobnost provedeni reakce v ¢asovém
intervalu (0,t), t € Rt

Vektor [S]aq € SVal™ reprezentuje stav modelu (ohodnoceni
proménnych) v daném okamzZiku.

Ohodnoceni vektoru proménnych s Ize samplovat prostfednictvim
vektorové ndhodné proménné Xy, Xy = (X1, ..., X,), kde

X; : SVal" — N charakterizuje pocet molekul substance s; € S v daném
okamziku.

Stochastickou (pravdépodobnostni) sémantiku modelu M definujeme
jako stochasticky proces [M] = {Xu(t)|t € R§ }.



Pravdépodobnostni funkce oznackovani
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Pr{Xym =(2,0)} = Pr{Xp = (1,1)} = Pr{Xar = (0,2)} = Pr{Xm = (0,1)} = %
Pr{X; =1} =Pr{X; =2} =Pr{X; =0} =Pr{Xp =2} = 1
Pr{X; =0} =Pr{X; =1} =2=1
pravdépodobnostni funkce:
p((x1,x2)) =Pr{Xpm = (x1,x)} =Pr{X1 =x1 N Xo = x0} =
=Pr{Xi = x1} - Pr{X2 = x2| X1 = x1}



Diskrétni Markoviuv retézec a Markoviv proces

e sledujeme ¢asovou progresi nahodné proménné X (t)
e Cas uvazujeme jako spocetnou veliinu
e vyvoj X v Case lze popsat grafem MC = (V, E, p):
e stavy V reprezentuji prvky jevového pole
e prechody E jsou ohodnoceny pravdépodobnosti p : E — (0,1)
tzVve V.Y cyp((v,v)) =1



Diskrétni Markoviuv retézec a Markoviv proces

e sledujeme ¢asovou progresi nahodné proménné X (t)
e Cas uvazujeme jako spocetnou veli¢inu
e vyvoj Xy v Case lze popsat grafem MC = (V, E, p):
e stavy V reprezentuji prvky jevového pole
e prechody E jsou ohodnoceny pravdépodobnosti p : E — (0,1)

tz.VveV.) cyp(v,v)) =1
o ekvivalentné |ze reprezentovat prechodovou matici:
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p— Pj = Pr{Xpm(t+1) = jIXu(t) = i}
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Diskrétni Markoviuv retézec a Markoviv proces
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Pravdépodobnostni rozloZzeni ndhodné proménné ve stavu i v Case t
budeme znaéit p;(t) = Pr{Xu(t) = i}. Pro okamZik t mdme vektorové

rozlogent p(t) = {p1(t), pa(t), p3(t), pa(1)).
IniciaIng predpoklddejme p1(0) = p2(0) = p3(0) = ps(0) = 3.

@

Vyvoj pravdépodobnostniho rozlozeni proménné X, v Case:

p(1) = p(0)P
p(2) = p(1)P



Diskrétni Markoviuv retézec a Markoviv proces
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Stochasticky proces {X(t)|t € N} rozvijeny dle Markovova
fetézce z predchoziho slidu se nazyva Markoviv proces.

@

Klicovou vlastnosti Markovova procesu je nezavislost na historii
(tzv. “memoryless”):

Pravdépodobnostni rozloZzeni proménné X(t + 1) zdvisi pouze na
bezprostredné (v ase) pfedchozim rozloZeni X (t).

i (t+1) ZP,Jp,



Diskrétni Markoviuv retézec a Markoviv proces

Priklad
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p(0) i i i i

p(1): 0.0500 0.2500 0.3250 0.3750
p(2): 0.0100 0.1900 0.4000 0.4000
p(3): 0.0020 0.1360 0.4570 0.4050
p(4): 0.0004 0.0958 0.4978 0.4060
p(5): 0.0001 0.0672 0.5265 0.4062
p(6): 0.0000 0.0470 0.5467 0.4062
p(7): 0.0000 0.0329 0.5608 0.4062
p(8): 0.0000 0.0231 0.5707 0.4062

p(26) : 0.0000 0.0000 0.5937 0.4062
p(27) :  0.0000 0.0000 0.5937 0.4062



Diskrétni Markoviuv retézec a Markoviv proces
Prdklad

Sémantikou Markovova procesu je (nekoneénd) mnoZina vSech trajektorii samplujicich
stavovy prostor v (diskrétnim) €ase. Kazda trajektorie poskytuje moznou dynamiku

systému (s ohledem na pravdépodobnostni rozloZeni).

0.1
02) |- . ; [ B ) ®-®
@y | o 0 0 0

(20) -0 @




Markoviv proces a stabilita

Mé&jme markoviv proces charakterizovany prechodovou matici P.
Rozlozeni p je stabilni, pokud plati

p=pP.

Stabilni rozloZeni je pevnym bodem linedrniho zobrazeni uréeného
matici P. Lze ziskat feSenim homogeni linearni soustavy:

p=pP<p—pP=0
< p(E-P)=0

kde E je jednotkova matice prislusného rozméru.



Markoviv proces a biologické modely

e interpretace modelu

e vychizime z daného stavu (oznackovéni)

e v diskrétnim Casové kroku se projevi pravé jedna (uschopnénd)
reakce r; (s danou pravdépodobnosti) nebo stav ziistane
nezménén

e kazdy prechod je vaZen pravdépodobnostnim rozlozenim
zavislym na konstantnich pravdépodobnostech — pfi jeho
respektovani Ize provadét Monte Carlo simulaci

e analyzacni techniky
e transientni analyza

e vypodet distribuce p(t) pro libovolné t
* p(t) = p(0)P*
e stacionarni analyza

e analyza distribuce ve stabilnim stavu



Stochasticka sémantika modelu

e nedostatky Markovova procesu pro biologicky model
e pravdépodobnosti provedeni reakci zcela nezavislé na
ohodnoceni reaktant(
o diskrétni samplovani ¢asu neumoziuje dostatecné presné
vyjadFit rychlost reakce (&etnost projevu reakce v Case)

e co chceme modelovat?

e dynamika biologického systému pfi nizkych koncentracich
e projev nahodnych vlivli ovliviiujicich provedeni reakce
o respektovat Caso-prostorové jevy uvnitf bunky



Poissoniv proces

Uvazujme experiment predstavujici ¢etnost vyskytu diskrétnich udélosti v
Casovém intervalu t. Pro zachyceni tohoto méreni zavedeme nahodnou
proménnou X.

Pak plati:
X ~ Po(At)

Jinymi slovy, pravdépodobnostni funkce uréujici pravdépodobnost jevu, ze
za dobu t nastane pravé k udalosti, ma nasledujici tvar:
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kde X je odpovidajici parametr Poissonova rozlozeni.

Pr{X = k} =
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Poissoniv proces

Nyni uvaZzujme ndhodnou proménnou X z predchoziho slidu v zavislosti
na case, tzv. stochasticky proces uréeny mnoZzinou nahodnych
proménnych {X(t)|t € R }. UvaZujme &asové intervaly délky 7.

Predpokladejme nasledujici podminky:

e vyskyty uddlosti ve dvou libovolnych vzajemné disjunktnich
Casovych intervalech jsou nezavislé jevy

e pravdépodobnostni rozlozeni Cetnosti vyskytu udalosti v daném
Casovém intervalu zavisi pouze na délce intervalu

e 73dné dvé udilosti nemohou nastat souéasné (,interleaving")

Pak pro libovolny interval (t,t + 7) plati:

X(t+7) — X(t) ~ Po(Ar)



Exponencialni rozloZent

Problem
Uvazujme experiment, v némz budeme méfit dobu mezi
bezprostredné nasledujicimi udalostmi Poissonova procesu. Méreni
zachytime ndhodnou proménnou X. Jaké rozlozeni ma X?

e doménou X je nyni R

e X je spojitd ndhodnd proménna

e nutno uvazovat hustotu pravdépodobnosti:

Prix < X < x+ x
fxl(x) = (S|XIT0 : Ox }

Fx(x) =Pr{X < x} = /_X fx(z)dz



Exponencialni rozloZent

X ~ Exp(\)
pokud:
e M x>0,
fx(x) = { )
0, Jinak.
Pro distribuéni funkci dostavame:
0 x <0
Fx(x) =<’ ’
x(x) {l—eAX, x> 0.
Stredni hodnota:
1
EX)==
(X) =1



Exponencialni rozloZent
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Exponencialni rozloZent
Vlastnosti minima exponencidlnich distribuct

Uvazme Xi, ..., X, nezavislé ndahodné proménné t.z.
Vi. X; ~ Exp()\;). Pro minimalni exponenciélni rozlozeni
min{ Xy, ..., Xy} plati:

Pr{min{X1, ... Xp} > x} =Pr{X1 > xNXo > xN..NX, > x}

= ﬁ Pr{X; > x} = ﬁ e M =¥ 27:1)\,-
i=1 i=1

Pro parametr minimalniho rozlozeni plati:

Pr{Xx = min{Xy,.... Xp}} = /\14_)\I<_1_)\



Exponencialni rozloZent

Uvazujme Poissoniv proces {X(t)|t > 0} t.z. X ~ Po(\).
Zavedeme nahodnou proménnou T zachycujici dobu do prvni
nejblizsi udélosti (od polate¢niho okamziku).

Pro t > 0 uvaZujme nahodnou proménnou N; zachycujici pocet udalosti
v intervalu (0, t). Z definice plati Ny ~ Po(\t).

Fr(t) =Pr{T <t}

=1—-Pr{T >t}
= 1 — Pr{Nt = O}
— 1 (eO0n°

ol
=1—e N

Tedy plati:
T ~ Exp(X)



Motivace pro spojity Markoviv retézec

e uvaZujme spojity ¢as pobytu ve stavu, t € RT

Ize zachytit rozlozenim W samplujicim ,,éekaci” dobu mezi
zménami stavi

pozadujeme markovskou vlastnost nezavislosti na historii:

Pr{U>t+7|U>7}=Pr{U >t}

tuto vlastnost ma exponencialné distribuovanad proménna



Motivace pro spojity Markoviv retézec
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uvaZzujme spojity ¢as pobytu ve stavu, t € RT
Ize zachytit rozlozenim W samplujicim ,,éekaci” dobu mezi
zménami stavi

pozadujeme markovskou vlastnost nezavislosti na historii:
Pr{U>t+7|U>7}=Pr{U >t}

tuto vlastnost ma exponencialné distribuovanad proménna



Spojity Markoviv Tetézec

Spojity Markoviiv fetézec lze definovat jako prechodovy graf
MC = (V,E, p):
e stavy V reprezentuji prvky jevového pole
e prechody E jsou ohodnoceny pravdépodobnosti p : E — (0, 1)
tz.Vve V.Y cyp({v,V)) =1
e VWweV.(v,v)#E
e pro kazdy stav v € V je pfifazen parametr ¢ekaci doby
a, € RT



Spojity Markoviv Tetézec
Priklad

primérna Cekaci doba ve stavu Surf je 3 minuty, coz je

3 1

g0 = 3p hod
= as =20
OéW:7.5

OéE:].S



Sitmulace spojitého Markovova Tetézce

// inicializace po&atelni distribuce X(0)
t :=0

u := X(0)
while ( true )
wait_time := Exp(ay)
for each s, t<s<t+wait_time do
Xs =1
t := t+wait_time
select v in V with probability Q.
Xt = v

u =v



Spojity Markoviv Tetézec
Tradicni zdpis




Spojity Markoviv Tetézec
Prevod na tradicni zdpis

Explag)

Exp{ag)

e rozhodovaci procedura pfi opusténi stavu Surf
e v okamziku vstupu do stavu Surf se spusti stopky:
Aw méfici ¢asovy Usek s distribuci Exp()\,,, )
Ag méfici Casovy Gsek s distribuci Exp()\,,)
e jakmile nékteré dobéhnou, presun do prislusného stavu

. Aa
L4 Pr{mln{AW,AE} = AW} = ﬁ

. Aa
o Pr{min{Aw,Ac} = Ag} = m



Spojity Markoviv Tetézec

Prevod na tradicni zdpis — priklad

Exp{ag)

e Ap ~ Exp(15), Aw ~ Exp(5 )
L Pr{mln{AW,AE} AE}
° Pr{mln{AW,AE} = Aw}

=.75
=.25

15+5

15+5



Spojity Markoviv Tetézec
Analjza

CTMC definuje stochasticky proces {X(t)|t € Rt}
pravdépodobnost stavu i v ¢ase t znaena p;(t)

pro koneéné stavovy CTMC vektorova pravdépodobnost v
&ase £ p(t) = (pu(t), s Pa())
prechodova matice nahrazena generujici matici Q:

k
Qi=plij)i#i Qi=- Y @

J=1j#i
p(t) = p(0)e®
pokud je prechodovy graf CTMC konecny a silné souvisly, pak

existuje jednoznacné stabilni rozloZeni, které je resenim
n
pPR=0a}ip =1



Stochasticka sémantika modelu

Uvazme reakci X + Y — XY.

K (spéSnému provedeni je nutné, aby doslo ke kolizi molekul X a Y pri
Brownové pohybu. Molekuly se musi nachazet v dostatecné blizkosti.

Uvazujeme-li konstantni teplotni podminky a dobfe promichané médium
konstantniho objemu (zejména konstantni uniformni rozlozeni molekul v
prostoru nezdvislé na ¢ase), lze povazovat pravdépodobnost kolize (tzv.
hazard) za konstantni. Pfi téchto podminkdch lIze udalost “pfibliZeni
molekul do reakéni vzdalenosti” povaZovat za nezdvislou na case.



Stochasticka sémantika modelu

Uvazme model M = (S, R, reanet, §, map, rates) splfiujici Vr € R.|{s € S|(s,r)}| <1
rozsiteny o ohodnoceni reakci rates : R — R stochastickymi reakénimi konstantami.

Ke kazdé reakci r; € R ptivadime hazardni funkci h; : SValk — R k = |{s € S|(s, r;)}|
dle nasledujicich pravidel (pro lib. r; € R):
® i —
hi(x) = rates(r;)

® ri:s—x*xs€eS
hi(x) = rates(r;) - [s]m

® Syt Sq— %Sp,5g €S,5p # sq
hi(x) = rates(r;) - [sp] 1 - [sqlm

® r:25s > xs€ES
sl (sl — 1)

hi(x) = rates(r;) >



Stochasticka Petriho sit — syntax

Necht H = (J,cr{he|h: : Nl*tl — R*} je mnozina hazardnich funkci.
Stochasticka Petriho sit je definovdna jako pétice
SPN = <P7 T? f7 v, m0>-

e P je kone¢nd neprdzdnd mnoZina mist (places),

o T je konelnd neprazdnd mnozina pfechod (transitions),

f:((Px T)U(T x P)) — N je mnozina orientovanych hran
vazenych celymi Cisly,

v : T — H je pfifazeni hazardni funkce h; kazdému prechodu t € T

e mg : P — N je inicidlni oznackovdni (marking).



Stochastickd Petriho sit — sémantika

Hazardni funkce h; definuje parametr A;(m) exponenciédlniho rozlozeni
pravdépodobnosti provedeni prechodu t v Case. Toto rozlozeni je zavislé
na aktivnim oznackovani m.

Hustota pravdépodobnosti provedeni pfechodu t v ¢ase 7 > 0:

th(T) — )\t(m) . e(*/\t(m)'r)

Hazardni funkce pro biologické modely je definovana v souladu s
predchozim slidem:

he = rates(t) - [ [ (ff&ﬁf’%)

pEet



Stochastickd Petriho sit — sémantika

e ohodnotime graf dosazitelnosti SPN P t.z. kazda hrana je
ohodnocena evaluaci pfislusné hazardni funkce
e vysledny CTMC reprezentuje sémantiku P
e CTMC je izomorfni grafu dosazitelnosti
e je-li sit ohrani¢ena a reversibilni, existuje (jednozna¢né dany)
stabilni stav nezavisly na myg



