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Spojity vs. diskrétni model

UvaZujme modely tvaru M = (S, R, reanet, (), map, rates) (tzv. reakéni
sité), rozsifené o komponentu rates : R — R (ohodnoceni reakci

konstantami).
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Spoyjitd interpretace mist a diskrétni aprorimace

e tokeny Ize interpretovat v Ra“ jako molarni koncentrace [M]
e pro pravdépodobnostni model checking nutno aproximovat:

o predpokladejme molarni koncentraci vSech latek omezenou
(interval (0, max) C R)
e rovnomérné rozdéleni do N interval(:
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Kalibrace aproximace

e spojity pribéh koncentrace pro p € P mlzeme porovnat se
stochastickym (diskrétnim) modelem:

N
[Slcon(t) = 0 - (i - Pr{[s]asc(t) = i})
=1
kde:

e o € R" uréuje jemnost rozdéleni (délku intervalu) [M]

e N je pocet Grovni

o [s]lasc(t) (resp. [s]con(t)) uréuje aktudlni diskrétni (resp.
spojitou) drovefi v ase t



Kalibrace aproximace
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e stochasticky model Ize prevést na deterministicky (spojity)

e pro ordinarni sité dostavame pro hazardni funkci reakce t € T:

kde k: je deterministickd kinetickd konstanta



Konverze/rozklad latky v case

A B

e predpoklddejme [A] nddoba obsahujici na molekul
e kolik molekul se rozpadne/zkonvertuje v &ase t7

e hodnota pfimo imérna hodnoté ny v daném okamzZiku

B dnA(t)
dt

e koeficient imé&rnosti je konstanta k [s71]
tzv. reakéni konstanta (koeficient)
- determinuje rychlost reakce

= k- nA(t)



Ezxponencidlni rozklad/konverze

k
A— B
— 940 — k- na(t) © na(t) = na(0) - ek
dt A A A €

linedrni dif. rce 1. fadu
jednoznacné reseni
numericky aproximovatelné
jednotka k [s7!]
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Diferencidlni rovnice reakci 1. radu — konverze

A— B

dA] _
=== kA
9Bl _ i

dt



Diferencialni rovnice reakci 1. radu — inflow

k. B
ds) _,

dt



Diferencidlni rovnice reakci 1. vadu — rozklad

A—

dA] _
=== kA



Diferencialni rovnice reakci 2. radu — syntéza

A+ B -5 AB

dlA]

T —k[A][B]
dB]

et —k[A][B]
d[AB]

g k[A][B]

e zakon o aktivnim pisobeni hmoty (Law of Mass Action)
e A i B musi mit Fadové srovnatelné koncentrace
e jednotka k [M~1.s71]



Diferencidalni rovnice reakci 2. rddu — homeosyntéza

A+ A5, AA

Al _

dat kAP
dIBl e
o A

d[AB] 5
—ar A

e zdkon o aktivnim pisobeni hmoty (Law of Mass Action)
e jednotka k [M~1.s71]



Diferencidlni rovnice reakci 2. vadu — rozklad

k
AB — A+ B
d[A]
i = kIAB]
d[B]
& = kIAB]
dlAB] _ —k[AB]

dt



Stochasticky vs. deterministicky model

e moldrni koncentrace [M]:

C:V

kde n je mnozstvi latky [mol], V je objem roztoku [/]

e vyjadfuje se pomoci Avogadrovy konstanty (pocet &astic v 1

molu):
N

TNy V

kde Na Avogadrova konstanta [mo/~!], V objem roztoku [/] a
N je pocet molekul.

C

e prevodni faktor v = Ny - V:

N=c-v



Stochasticky vs. deterministicky model

Mé&jme stochasticky model M = (S, R, reanet, (), map, rates). Vytvofime
deterministicky model M’ = (S, R, reanet, {), map, rates’):

Pro reakci r € R definujeme pfevodni vztah mezi rates(r) a det.
kinetickou konstantou rates’(r):

typ reakce r € R M- M
A— B rates’(r) = rates(r)
A+ B — AB | rates'(r) = rates(r) -y
A+A— AA rates’(r) = %




Formalni sémantika modelu
Klasicky spojity deterministicky model

UvaZujme modely tvaru M = (S, R, reanet, (), map, rates) (tzv.
reakéni sitd), rozsifené o komponentu rates : R — R™ (ohodnoceni
reakci konstantami).

e SVal = R* ... koncentrace substance v médiu [M]
e RVal = R* ... reakéni tok [M - s71]

[rifm(t) = rates(r;) - H ([[sj]]M(t))\map((sj,r,.m

s;€In(r;)

e mass action kinetics:
o rates(r;) je tzv. kinetickd (reakéni) konstanta pro reakci r;



Formalni sémantika modelu
Klasicky spojity deterministicky model

e vypocet efektu reakce na reagujici substance:

e oznalme flux;(t) = rates(r;) - Hsjeln(n)([[sj]]M(t))'map((sf’”))'
o effekt pro proménné:

d[[si]m(t) >

il - map((7,1)) - flux;(2)

(i,j)Ereanet



Spojité Petriho sité

Mg&jme Petriho sit N' = (P, T, f, mg). Sit nazveme spojitou Petriho siti,
pokud:

e P je kone¢nd neprdzdnd mnozina mist (places),
e T je kone¢nd neprazdna mnozina prechodi (transitions),

o f:((Px T)U(T x P)) — RJ je mnoZina orientovanych hran
vazenych celymi Cisly,

e v: T — H je prifazeni kinetické funkce h; kazdému prechodu t € T
H:= U{ht|ht ‘RI* S RY
teT
e mg: P — R{ je inicidlni oznackovani (marking).
Kinetiku proménnych definujeme:

=Y f(t,p)v(t) = > _ fp t)v

tcep tcpe






Stoichiometricka matice

Uvazme model (reakeni sit) M = (S, R, reanet, (), map, rates).
Definujeme stoichiometrickou matici M modelu M po prvcich:

map((sj, rj)), je-li definovéno,

VS,‘ES,I}'GR.MU:{O Shak
, jinak.



Model jako sit reakénich komplexi

UvaZzme model (reakéni sit) M = (S, R, reanet, (), map, rates).

Zavedeme alternativni definici komponenty reanet tak, aby zachycovala

relaci mezi reakcemi a prislusnymi reakénimi komplexy. Relaci budeme
N S S . .
znadit recnet, recnet C Hl-:ll Np x Hl’:ll No, a definujeme:

® pro kazdé r € R definujeme vstupni a vystupni komplex (po slozkach

ie{1,...,]S]}):

—K, reanet((s;,r)) A K = map((s;,r)) <0
(i =N0,  jinak

K, reanet({(s;,r)) A K = map((s;,r)) >0
)i =0, jinak

® recnet = {(cjn(r), cout(r))|r € R A cin(r) + cout(r) # 0}

Mnozinu vech komplexit modelu M znalime complexes(M):

complexes(M) = {cin(r)|r € R} U{coue(r)|r € R}



Tridy souvislosts

Mnozinu L C complexes(M) nazyvame tfidou souvislosti pokud
splnuje nasledujici podminky:

1. c € L= (Vc' € complexes(M). (c,c’) € recnet = ¢’ € L)
2. c€ L= (Y € complexes(M).(c’, c) € recnet = ¢’ € L)

Pocet tfid souvislosti modelu M znadime A .

M. Feinberg: Lectures on Chemical Reaction Networks

http://www.che.eng.ohio-state.edu/ FEINBERG/LecturesOnReactionNetworks/


http://www.che.eng.ohio-state.edu/~FEINBERG/LecturesOnReactionNetworks/

Tridy souvislosti — priklad

.."1.-1 —+ ."1._-‘:, ra— .."1.1;

24 . Ax+ A

W

-]

complexes(M) = L1 U Ly :
Ly = {A1 + A2, A3, Ay + As, Ag}
L> = {2A1, A2 + A7, Ag}

:>)\M:2



Tridy souvislosti — priklad MAPK

Raf-P - MK MEK-PR 4 ERX ERK-PF + PP MEK-PR+ P2
[l { | /
| L \ | [
\ ’ ol Raf-p + PPL ', !
- 5 + Ral
MEKRaf-F o P 7 ERK-PRPRL MEK-PPPFZ
: | i | |
| [ |
| | kY i
E Raf-PPP1
MEKLR + Rafp MEK-PP & ERE-P = PP3 + ERK-P MEK-P + P2
I i1 | | I
i | (
Ll \ | . | \
l\ . ,_.,Cm_,,, Ras o Rat-p PRI+ Ral A K
MEK-FRaf-F ERK-PPPI MIEK=PFP2
| |
' |
Raf-# + MEX-PP MEK-PP + ERK-FP PR3 + ERK .

A =6



Komplexnost modelu

Necht M = (S, R, recnet, (), map, rates) model (sit reakénich
komplexti). Uvazujme jeho stoichiometrickou matici M.

Definujeme komplexnost modelu M jako nezaporné Cislo k € Np
definované vztahem:

k = |complexes(M)| — A — h(M)

kde h(M) je hodnost stoichiometrické matice



Komplexnost modelu

Necht M = (S, R, recnet, (), map, rates) model (sit reakénich
komplexti). Uvazujme jeho stoichiometrickou matici M.

Definujeme komplexnost modelu M jako nezaporné Cislo k € Np
definované vztahem:

k = |complexes(M)| — A — h(M)
kde h(M) je hodnost stoichiometrické matice

Interpretace: Cim vétsi je r, tim méné stoichiometrickd matice
vystihuje dynamiku modelu (= tim slozZitéjsi je model).



Komplexnost modelu — priklad

+Ady—= A4 R P el 1

E.."h - -:1_’ + 1'17'

%

|complexes(M)| =7
A = 2
h(M) =5

=>Kk=7—-2-5=0



Tridy souvislosti — priklad MAPK

. MEK-PP + P2
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; {/
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| |
! |
PR3+ ERK - .

Raf-F + MEX-PP MEK-PP + ERK-PF

|complexes(M)| = 26
A =6
h(M) =15
=>Kk=20—6—-15=5



Hodnost stoichiometrické matice

e dimenze stoichiometrického prostoru je dana h(M)
e uvazme nasledujici znadent:
o Ny € ZMMXIRI matice linedrné nezavislych fadka M
o Np € ZUSI=hM)XIRI matice linearné zavislych fadka M

v=[a



Hodnost stoichiometrické matice

e dimenze stoichiometrického prostoru je dana h(M)
e uvazme nasledujici znadent:
o Ny € ZMMXIRI matice linedrné nezavislych fadka M
o Np € ZUSI=hM)XIRI matice linearné zavislych fadka M

_ | N
M= {’VD}
Definujeme spojovaci (link) matici L € ZhM)x(1SI=h(M)) jako

matici spliujici vztah:
Np =L-Ny



Vyznam hodnosti stoichiometrické matice

konzervace mas/energii — moiety conservation

definovano jako v ¢ase konstantni soucet koncentraci
substratd

e napf. ATP + ADP
zachyceno linedrni zavislosti radka v M

kazdy substrat v Np je konzervovan linedrni kombinaci
substrati v Ny

spojovaci matice zachycuje pravé tuto zavislost



Podprostory stoichiometrické matice

Definujeme nulovy podprostor M, zna¢ime np(M), jako prostor
generovany vektory spliujicimi

M-v=0

o dim(np(M)) = |S| — h(M)

e nulovy prostor zachycuje stabilni distribuci reakéniho toku
(flux)

e baze tohoto prostoru uréuje tzv. elementarni mddy, které
vymezuji podsité modelu se specifickou dynamikou



Podprostory stoichiometrické matice

Definujeme levy nulovy podprostor M, znadime Inp(M), jako
prostor generovany vektory spliiujicimi

MT.v=0

o dim(Inp(M)) = |R| — h(M)
e levy nulovy prostor zachycuje konzervacni a ¢asové invarianty

e vSechny reakce zahrnuté v tomto prostoru manipuluji s
konzervovanou masou/energii



Zakladni vlastnosti ODEs

e uvazujme nejprve skalarni rovnici

dx(t)
dt

= f(x(t), 1)

e pokud f nezavisi na ¢ase hovofime o autonomnim systému:

dx(t)
= f(x(t
= (1)
zjednodusené lze psat:
dx
Z_Ff
7 = ()

e nullcline: {x|f(x) =0}



Zakladni vlastnosti ODEs

Funkce f : D — R, D C R, je nazyvana Lipschitz-spojita pravé
kdyz existuje k > 0 t.z. pro vSechna x,y € D plati:

[f(x) = f(¥)| < Klx -yl

Picard-Lindelévova véta
Necht f : D — R je Lipschitz-spojita a necht xo € D. Potom

existuje € > 0 t.z. inicidlni problém

dx
pri f(x), x(0) =xo

ma pravé jedno Feseni x(t) pro viechna 0 < t < e.



Zakladni vlastnosti ODEs

e libovolna dvé reseni pro libovolné dva riizné inicidlni problémy
maji prazdny pranik

e vysledek Ize pfimo zobecnit na systémy rovnic

e zejména kazda funkce, ktera je spojitd a v kazdém bodé
existuje jeji derivace, je Lipschitz-spojita



Systémy (soustavy) obecnych diferencialnich rovnic

dimenze systému n, uvaZujeme stavovy prostor X = Rl
stav je vektor X(t) = (x1(t),xa(t), ..., xn(t))T € X
F(X(t)) = (A(X(1)), R(X(t)), .. ((X(t))T

predpokladdme Vi. f;(X(t)) spojita a diferencovatelnd na X’

soustava ODEs:

X1 (X1, ey Xn)

Xn fa(X1y ooy Xn)



Stabilni stavy

Mé&jme systém Z—f = f(X(t)).
Stav X € X je stabilnim stavem (ekvilibriem) systému, pravé kdyz
plati f(x) = 0.



Stabilni stavy

Mé&jme systém Z—f = f(X(t)).
Stav X € X je stabilnim stavem (ekvilibriem) systému, pravé kdyz
plati f(x) = 0.

Typy stabilnich stavi:

1. X je stabilni ekvilibrium pokud pro kazdé ¢ > 0 existuje § > 0
t.2. Fedeni pro Xp = (x?,x3), [(x0,x9) — (x1, )| < §, splAuji
[(x1(t),x2(t)) — (X1, %2)| < € pro libovolné t > 0.



Stabilni stavy
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Stav X € X je stabilnim stavem (ekvilibriem) systému, pravé kdyz
plati f(x) = 0.
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1. X je stabilni ekvilibrium pokud pro kazdé ¢ > 0 existuje § > 0
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[(x1(t),x2(t)) — (X1, %2)| < € pro libovolné t > 0.

2. X je nestabilni ekvilibrium pokud neni stabilni.



Stabilni stavy

Mé&jme systém Z—f = f(X(t)).
Stav X € X je stabilnim stavem (ekvilibriem) systému, pravé kdyz
plati f(x) = 0.

Typy stabilnich stavi:

1. X je stabilni ekvilibrium pokud pro kazdé ¢ > 0 existuje § > 0
t.2. Fedeni pro Xp = (x?,x3), [(x0,x9) — (x1, )| < §, splAuji
[(x1(t),x2(t)) — (X1, %2)| < € pro libovolné t > 0.

2. X je nestabilni ekvilibrium pokud neni stabilni.

3. X je asymptoticky stabilni ekvilibrium pokud X je stabilni a
existuje 0 > 0 t.z. v8echna fedeni pro Xp = (x?, x9),
[(xP, x9) — (X1, %2)| < 4, spliiuji
/imt_,oo|<X1(t),X2(t)> — <)?1,)?2>| =0.



Charakterizace stability v roviné

Uvazujme nasledujici soustavu dimenze 2:

x; = kixq
Xé = k2X2

Tuto soustavu Ize zapsat matici (zn. M):
dx . kl 0 X1
dt  \0 ko X2
Reeni této soustavy pro inicidlni problém X = X(0) je nasledujici:

Xl(t) = X1(O)ek1t
Xz(t) = X2(0)€k2t



Charakterizace stability v roviné

Y (ki O
Oznaéme M = <0 k2>'
Pro stabilni stav x plati f(x) = 0, zde mdme x = (0,0).

Stabilni stav Ize blize charakterizovat vlastnimi ¢isly M.



Charakterizace stability v roviné
. (k0
Oznaéme M = <0 k2>'
Pro stabilni stav x plati f(x) = 0, zde mdme x = (0,0).

Stabilni stav Ize blize charakterizovat vlastnimi ¢isly M.
Vypocet vlastnich &isel A = (A1, \2):

det(M — \E) = 0



Charakterizace stability v roviné
. (k0
Oznaéme M = <0 k2>'
Pro stabilni stav x plati f(x) = 0, zde mdme x = (0,0).

Stabilni stav Ize blize charakterizovat vlastnimi ¢isly M.
Vypocet vlastnich &isel A = (A1, \2):

det(l\/l—)\E) =0= A1 =k, 2=k



Charakterizace stability v roviné

Oznaéme M = <k1 0).

0 ko

Pro stabilni stav x plati f(x) = 0, zde mdme x = (0,0).

Stabilni stav Ize blize charakterizovat vlastnimi ¢isly M.

Vypocet vlastnich &isel A = (A1, \2):

(a)

source

det(l\/l—)\E) =0= A1 =k, 2=k

X

(c) X,

NN,

3 B

X

"

?L]l?hz>0 7L|>O, h2<0 K]_?l:<(]



Charakterizace stability v roviné
Nyni uvaZme soustavu:
dX (o B\ (x
d  \—B a) \x

Matice této soustavy ma komplexné sdruzena vlastni Cisla:

)\1:Oé+ﬁl'
)\2205—/31.

RéSeni této soustavy maji nasledujici tvar (pro a, ¢ parametry):

Sy o at [ Cos(Bt+ )
X(t) = ae (—sin(ﬁt—i—(b))






Obecné linedarni systémy

()=o)

a oznaéme M = (a b).

Uvazujme systém:

c d

Existuje invertibilni matice prechodu P t.z.:

()2

Oznacime-li B = P~ MP, miizeme psit:

0)-<()
dt \y2 y2



Obecné linedarni systémy

e transformace dand matici prechodu P zachovava vlastni Cisla

e pokud M ma dvé rizna vlastni Cisla A1 # \p, pak Ize zvolit

A 0
B =
<0 )\2>
e pokud M m3 dvé komplexné sdruZena vlastni Cisla
A1 = A2 = a £ Bi, pak lze zvolit

5= (" )



Klasifikace ekvilibrii linedrniho systému

Uvazujme systém:

AT

a ozna¢me M = <a b).
c d

Definujeme stopu matice M, znacime tr(M), vztahem
tr(M) =a+d.

Plati:
o tr(M) = X1+ X2
o det(M) = A\

A2 =



Klasifikace ekvilibrii linedrniho systému

e tr(M) < 0 ... nutnd podminka pro asymptotickou stabilitu

e (0,0) asymptoticky stabilni < vSechna vlastni ¢&isla maji
zaporné realné slozky.

e (0,0) asymptoticky stabilni < det(M) > 0 a tr(M) < 0.

det 4 Unstable spiral

(trA)-4detA =0

Unstable node

Saddle
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