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Nelinedarni systéem v rovine

o F(X(1)) = (A(X(1)), R(%(1))) T
e predpokldddme Vi. f;(X(t)) obecnd funkce spojitd a
diferencovatelnd na X

i ()= o)

e soustava ODEs:



Linearizace

Mé&jme systém:
d
;tl - ﬂ(X17X2)

% = hx. %)

Uvazujme funkce zi(t), z2(t) s obory hodnot v malém okoli 0 t.z.

xi(t) = X1 + z1(t)
x2(t) = X2 + z2(t)



Linearizace

Oznaéme Z(t) = (z1(t), zo(t)) .
Uvazujme Taylorav rozvoj funkce f blizkém okoli x = (X1, X2):

f(x +Z(t)) =f(x) + Jr(x) - Z(t)
Kde J¢(X) je Jacobiho matice funkce f vyhodnocena v bodé

(X1, X2).
on  ofy
_ oxi 0
Je(X1, %) = (a_); a_ij)

ox1  Oxp

(x1,%2)=(%1,%2)



Linearizace

Plati:

dq _ d(xitzi(t) _ dz

dt dt T dt
dx __ d()_(z-‘rZz(t)) _ dz
dt dt T dt

Pfipomenime f(x) = 0, z ¢ehoz dostavame:
F(Z(t)) = Je(x) - Z(t)

i (2) =0 ()

Mame tedy linedrni systém charakterizujici dynamiku v malém
okoli stabilniho bodu x.



Linearizace

Rekneme, Ze bod (X1, X2) je hyperbolické ekvilibrium pokud
f(x1,x2) = 0 a navic v8echna vlastni &isla Jr (X1, X2) maji
nenulovou realnou slozku.

Hartman-Grobmanova véta:

Necht (x1,X2) hyperbolické ekvilibrium. Pak v blizkém okoli
(X1,X2) je vektorové pole funkce X(t) topologicky ekvivalentni
vektorovému poli funkce Z(t).



Analyza stability obecnych spojitych modeli

Uvazujme soustavu:

kde:

® X = (X1, ..., Xn)
o (%)= (A(X),.... fa(X)) T
o n>2



Analyza stability obecnych spojitych modeli

Pro dany stabilni bod x (f(x) = 0) charakterizujeme typ stability
nasledujicim postupem:

1. urc¢ime vSechna vlastni ¢isla matice J¢(X) = A1, ..., Ap
2. definujeme nasledujici mnoziny:
(] £+:{>\i|)\i>0}
(] E,:{/\,‘|)\,'<O}
Lo={Ni|Ai=0}
Lo+ = {)\, ‘ 3)\J A= )lj N RG(A,) > 0}
L. = {)\, | ED\J Ai :_Aj AN RE(A,) < 0}
Lo = {)\, ‘ 3)\1 i = )\j AN Re(/\,) = 0}
3. analyzujeme vlastni podprostory Jakobiho matice:

e vl. &isla £ U L+ urcuji tzv. nestabilni manifold

o vl. &isla L_ U L.- uréuji tzv. stabilni manifold

e podprostor charakterizovany Lo U Lo uréuji tzv. centradlni
manifold, chovani v ném nelze linearizaci analyzovat






Bayramoviiv model — reakénd sit
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Bayramoviv model — simulace
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Bayramouvuv model — stoichiometrickd analjza

Formalné uvazujeme model
M={X,Y,Z},{n, r,r3,m,rs}, recnet, ), map, rates), kde:

10
map: M=|1 -1 -1 0 1

0 0

Vi e {1,...,n}.rates(r;) = k;
recnet = {(Y + Z,2Y), (Y + X, X), (0, X), (0, ¥), (¥,0)}
e konzervacni vztahy mezi koncentracemi substratli neexistuji:
h(M) =3

e tfida komplexnosti systému x: complexes(M) = 6, Ay = 2

k=6—-—2-3=1



Bayramoviv model — stoichiometrickd analyza

e elementarni médy:

M-v=0: v=¢(1,1,0,1,0)Vvv=¢0,0,1,0,0,1)

r4 r3

2
r2 ri r2 ri




Bayramoviuv model — kinetika

% = kg — koyx
9Y = ks — ksy — koyx + kyyz

Z—f = koyx — kiyz



Bayramoviuv model — kinetika

‘Z}—)t( = kg — koyx
9Y = ks — ksy — koyx + kyyz

Z—f = koyx — kiyz

ki = 300

ko = 250

k3 =0.1
ks = 0.0005

ks = 0.0001



Bayramoviuv model — analyza stability

stabilni stav x=(0.002,0.001, 0.00167)
urceni typu stability:

~025 05 0
Jrm=|-025 —0.1 03
025 0 03

vlastni cisla:
A1=0.0048 — 0.11/

A>=0.0048 + 0.11/

A3=—0.66
nestabilni manifold: spirdlova rostouci oscilace (A1, A2)
stabilni manifold: A3 (exponenciélni rozpad)

X je nestabilni ekvilibrium



Bayramoviv model — fazovy diagram (simulace)
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Bayramouviv model — fazovy diagram v okoli ekvilibria

Phasespace XZ Phasespace XZ
Kl ] >
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Model requlacni sité

y signaly zpetne vazby

nutrienty enzymy

zpetne vazby

proteiny



Model regulacni site
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Model regulacni sité
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Model regulacni site

uvazujeme modely tvaru

M = (S, R, reanet, regnet, map, rates), kde regnet = ()

regnet C S x R x {inh,act}

kazdou regulaci lze vyjadfit reakcni siti

divod pro zavadéni regulaci je abstrakce

= snizeni dimenzionality

= zjednoduseni modelu

regulace lze kvantizovat parametry
e omezujici podminky specifikujici aktivni konfiguraci regulatoru
e napf. prahova koncentrace regulatoru

prikladem je regulace proteosyntézy (transkripéni regulace)



Distribuce casovych skdl v burnice

Experimentdlné zjiStény parametr E.Coli

Vazba moIekuJy signévlu na transkripcni faktor ~ 1msec
vedouci ke zméné aktivity faktoru

Vazby aktivniho faktoru na operon DNA ~ 1sec

Transkripce + translace jednoho genu ~ bmin

Zivotnost mRNA ~ 2 —5min

50% zména koncentrace stabilniho proteinu ~ 1h




Transkripce v prokaryoticke burnce

Sigma protein recognizes promoter

Core RNA polymerase DNA complementary strand

Promoter

CT_\TTAATCATCGAACTAG“GTACGCI

-35 box -10 box mRNA start



Transkripce v eukaryotickée burce

Activators

I

Enhancer

Repressors

Coding
region
/ -~ Ny AN . > S —
/ <Ak W/ N/ AW/ &/
Coactivators [TATADOX o romoter ) ‘

Basal Factors



Jak modelovat dynamiku transkripéni requlace?

e chceme modelovat zmény koncentrace protein(i se zamérenim
na jejich syntézu a rozpad v bunce
e Casova Skdla zivotnosti proteinl
e napf. v E. coli ~ desitky minut - hodiny
e vs. doba jednoho bunééného cyklu (u E. coli min. 30 minut)

e doba odezvy syntézy jedné molekuly proteinu ~ jednotky
minut

= dynamika proteinil zajimava v Casové Skdle desitek minut



Transkripcni kinetika dle mass action

e uvazujme dynamiku (syntéza,rozpad) proteinu Y

syntéza:

—Y

rozpad:
Y —

e obé reakce zahrnuji mnoho dil¢ich jev(

r1 tvorba mRNA, &innost transkripénich faktort, tvorba tRNA,
¢innost RNA polymerdzy, . ..
r2 rozpad proteinu v burice, snizeni koncentrace vlivem ristu, ...



Transkripcni kinetika dle mass action

e uvazujme dynamiku (syntéza,rozpad) proteinu Y

syntéza:
p
—
3 ... produkéni koeficient [M~1 . s71]
rozpad:
~
—

7 ... degradaéni koeficient [s71]



Transkripcni kinetika dle mass action

e uvazujme dynamiku (syntéza,rozpad) proteinu Y

syntéza:
p
—
/3 ... produkéni koeficient [M~1 - sec™!]
rozpad:

y .,

7 ... degradaéni koeficient [sec™!]

e dle mass action kinetics dostavame:

dY
E—ﬂ—’yy



Transkripcni kinetika dle mass action

e dle mass action kinetics mame:
dY

. —B_~Y
dtﬁv

e B~pp
(' ... rychlost transkripce (inflow mRNA) [#mRNA - sec!]

p ... mnozstvi molekul Y vyrobenych translaci z jedné mRNA

e v ... rychlost rozpadu proteinu + roztahovani bunky



Negativni requlace (represe) transkripce

o transkrip¢ni faktor X degraduje transkripci proteinu Y

e fizeno snizenim fidiciho signalu S (uvolnéni X z vazby X : S)




Negativni requlace (represe) transkripce

o transkrip¢ni faktor X degraduje transkripci proteinu Y

e fizeno snizenim fidiciho signalu S (uvolnéni X z vazby X : S)

® VA
A AU UL WA



Negativni requlace (represe) transkripce

o transkrip¢ni faktor X degraduje transkripci proteinu Y

e fizeno snizenim fidiciho signalu S (uvolnéni X z vazby X : S)

signal Sx
® & ) Ol

A A WVAUAWA
e I N
X | genY

dY
o =Py



Negativni requlace (represe) transkripce

o transkrip¢ni faktor X degraduje transkripci proteinu Y

e fizeno snizenim fidiciho signalu S (uvolnéni X z vazby X : S)

signal Sx

@&@f

N P

/x genY
dy
)~y @ =



Vazba represoru na promotor

o DNA

genyY

e reakéni sit:
X+P—=XP

e totdlni koncentrace promotoru (P7) konzervovana mezi volné
promotory (volné molekuly substratu P) a vdzané promotory
(komplexy [XP])

Pr =[XP]+ P



Dynamika vazby represoru na promotor

e dynamika komplexu XP (mass action):

d[XP]

e konXP — kofr[XP]

e kin. konstanta mass action (zde ko) je obecné limitovana
fyzikalnimi moznostmi kolize proteinovych molekul:

kon ~ 108 — 10°MLsec™?

e uvazujeme-li kolize molekuly proteinu X s DNA, je limit vyssi
(fyzikalni tendence “1-dimenzionalniho pohybu” po DNA):

ko ~ 1010 — 101 M~ Lsec!

o kog [sec™!] determinovano vlastnostmi chemické vazby X : P



Dynamika vazby represoru na promotor

o reakéni toky v siti X + P—= XP se ustili:

d[f | 0 kopXP — ko [XP] = 0
koff XP
=4 = —
Kon [XP]

o Ky= %‘: [M] nazyvame disociacnim prahem

e Cim vétsi je Ky tim slabsi je vazba X : P



Dynamika vazby represoru na promotor

pfipomenime Pt = [XP] + P
v bunce je mnoho kopii DNA, tedy mnoho promotort

pro procento viech volnych (aktivnich) promotord plati:

P 1

Pr 1+ &

vétdina vazeb represor-promotor spliiuje kogr > lsec™!

o Casova Skala [XP] ~ [sec] (vs. transkripce ~ [min])
o primér pres mnoho udalosti syntézy a rozpadu [XP] v Case

= P—PT ~ pravdépodobnost jevu, Zze P je v daném okamziku volny
P
—=1&X=0
Pr
P 1
— == X=Ky



Aktivita promotoru

v nepfitomnosti represoru (P volny) se vaze RNA-polymeraza

tato situace uréuje maximalni transkripcni koeficient Bmax
Brmax ~ 107* — 10° [#mRNA - sec™!]

Bmax je dana mnoha biofyzikalnimi aspekty
e napf. pozice vazebného mista [DNA]:[RNApolymersza]

aktivita promotoru P regulovaného represorem X:

_ Bmax
ap(X) =
P( ) 1+ %

tzv. Hillova funkce



Aktivita promotoru v zavislosti na requlujicim represoru

Hill Funecton

(gmax
! 1tc

0.8

06

04 L




Ezxprese genu v zdvislosti na requlujicim represoru

reakéni sit:

model kinetiky:



Ezxprese genu v zdvislosti na requlujicim represoru

reakéni sit:
rn:— Y; X (K) rn:Y—
model kinetiky:
dYy 1
. T MPmax x — Y
dt Bma 14 X Y

K



Aktivni vs. pasivni forma represoru

e represor X je uéinny pouze ve volné (aktivni) formé (X*)
e vazba se signdlni molekulou S

e neaktivni forma represoru je zcela v komplexu [XS]

Signal S




Aktivni vs. pasivni forma represoru

Signal S

reakéni sit:

r3,rg: X+ S — [XS] rn:— Y; X (Ky) n:Y—



Aktivni vs. pasivni forma represoru

Signal S

reakdni sit:
r3,rg: X+ S — [XS] rn:— Y; X (Ky) n:Y—

rates(r ), rates(r2) << rates(rs),rates(rs)



Aktivace represoru

e reakéni sit:
X+S—=XS

e totdlni koncentrace represoru v buiice (X7) konzervovana
mezi X (volné vyskyty) a [XS] (vazané vyskyty)

Xt =[XS]+ X
e dynamika komplexu [XS] (mass action):

d[XS]
dt

= konXS — kofr[XS]



Aktivace represoru

e ve stabilnim stavu plati:

’l‘:” [XS] = XS

o K, = %Zf [M] je tzv. disociacni konstanta

XT$S
S+ K

[XS] =

e koncentrace aktivniho represoru:
X = X1 —[XS]

X X1




Represni vstupni funkce promotoru

predpoklddame promotor P a represor X aktivovany signdlem S
dana aktivitou P regulovanou aktivnim represorem X:
(X)) = a=(X) = Bmax
S () =ap(X) = 1%
T K
d
zavislost na vstupnim signalu (konst. koncentrace X7):

/BmaX
14+ X

RS
Ka+5E

fp () =

zavislost na vstupnim signalu a koncentraci aktivniho represoru:

/8ITIQX

X+[XS]
14 48]
Kyt KKdSS

fo (X, 5) =




Model regulace represoru

Signal S

reakéni sit:
r3,rp: X+ S« [XS] rn:— Y; X (Kqg) rn:Y —

model dynamiky:
day



Model regulace represoru

Signal S

reakéni sit:
rn:—Y; X (Kg) rn:Y —

zjednoduseny model dynamiky (pro S konstantni):

dY _
E—f (X) =Y



Pozitivni requlace (aktivace) transkripce

o transkripcni faktor X aktivuje transkripci proteinu Y

e Fizeno zvySenim fidiciho signdlu S (X vézénov X : S)

0

__;

genyY



Pozitivni requlace (aktivace) transkripce

e transkripcni faktor X aktivuje transkripci proteinu Y

e Fizeno zvySenim fidiciho signdlu S (X vézédnov X : S)

signal Sx
®LJ ®
genyY
dY



Pozitivni requlace (aktivace) transkripce

e transkripéni faktor X aktivuje transkripci proteinu Y

e fizeno zvySenim fidiciho signdlu S (X vazanov X : 5)

signal Sx
@& ) Ve 1'

A YAV ULAWEN probiha
NS S\ transkripee

RNAP : ’ ? t

genyY

dYy

. —3_~Y
dtﬂv



Aktivacni vstupni funkce promotoru

e predpokladdame promotor P a aktivator X aktivovany
signdlem S

e aktivita promotoru P regulovaného aktivatorem X:

ﬁmaXX

e dana aktivitou P regulovanou aktivnim aktivatorem X:

_ ﬁmax)<>|<



Aktivita promotoru v zavislosti na requlujicim aktivatoru

Hill Functon
max
08t — — . lstDerivative
08 t+ - — - - 2nd Derfvative
04t
02t
ap(X)




Aktivace aktivacni vstupni funkce

e aktivator X je (¢inny pouze ve vazané (aktivni) formé (X*)
e vazba se signalnim komplexem S

e aktivni forma represoru je zcela v komplexu [XS]

Signal S




Aktivace aktivacni vstupni funkce

e aktivator X je a¢inny pouze ve vazané (aktivni) formé (X*)
e vazba se signalnim komplexem S

e aktivni forma represoru je zcela v komplexu [XS]

_ ﬁmaxX*
- Kd + X*
XS
K.+ S

F1(S)

X* =[XS] =
Aproximace pro konstantni S:

~ ﬁmaXX
Kg+ X

fp (X)



Priklad modelu requlace

Signal S




Priklad modelu requlace

Signal S

|

[P1] [P2] rl crgp

e reakdni sit:

S+ Crp — [Crp: S] — Crp; Fis, Crp Crp —



Priklad modelu regulace

Signal S

|

[P1] [P2] F\ Csp

e reakdni sit:
S+ Crp — [Crp: S] — Crp; Fis, Crp Crp —

e model:
d[Crp]
dt

BEEF (Fis) + BE2°F(Fis)f*(Crp + ) — 7{Crp]



Priklad modelu regulace

Signal S

|

[P1] [P2] F\ cr%p

o reakéni sit:
— Crp; Fis, Crp Crp —
e zjednoduseny model (S konstantni):

d[C
[dtrp] = PR~ (Fis) + Bpf~ (Fis)f ¥ (Crp) — v[Crp]




Vicerozmérné vstupni funkce (AND,OR)

IPTG(uM)

0.01 0.1 1 10
cAMP (mM)

IPTG(uM)

0.01 01 1 10
CAMP (mM)




Vicerozmeérné vstupni funkce

IPTG(uM)

0.01

01 1
cAMP (mM)
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Aprozimace vstupnich funkci

e vzhledem k S-charakteru vstupni funkce lze uplatnit jeji
aproximaci pomoci schodové funkce



Aprozimace vstupnich funkci

e vzhledem k S-charakteru vstupni funkce lze uplatnit jeji
aproximaci pomoci schodové funkce

FH(X) ~ BsT(X,K)



Aprozimace vstupnich funkci

e vzhledem k S-charakteru vstupni funkce lze uplatnit jeji
aproximaci pomoci schodové funkce

FH(X) ~ BsT(X,K)

f=(X) ~ Bs™ (X, K)



Aprozimace vstupnich funkci

e vzhledem k S-charakteru vstupni funkce lze uplatnit jeji
aproximaci pomoci schodové funkce

FH(X) ~ BsT(X, K)
F7(X) ~ Bs™ (X, K)

S+(X7K)_{ 1,if X > K,

1 0,if X <K,



Aprozimace vstupnich funkci

e vzhledem k S-charakteru vstupni funkce lze uplatnit jeji
aproximaci pomoci schodové funkce

FH(X) ~ BsT(X,K)

f=(X) ~ Bs™ (X, K)

sT(X,K

)—{ LfX> K (X, K) = 1— sH(X, K)

1 0,if X <K,



Aprozimace vstupnich funkci

e vzhledem k S-charakteru vstupni funkce lze uplatnit jeji
aproximaci pomoci schodové funkce

FH(X) ~ BsT(X,K)

f=(X) ~ Bs™ (X, K)

sT(X,K

)—{ LfX> K (X, K) = 1— sH(X, K)

1 0,if X <K,

e aproximace odpovida zavedeni tzv. “kinetické logiky"”
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Diskretizace vstupni funkce (aktivdtor)

Hill Functon

— — - 1st Derivative

- — - - 2nd Derivative

Step Function

10




Diskretni aproximace in silico modeli — prehled

differential equations
continuous logic

kinetic logic

boolean networks
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