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Energeticky proces chemickych reakct

rizné energetické stavy molekuly
e napf. komplex AB méné stabilni nez individudlni vyskyt
molekul A, B
e prfi prechodu mezi energ. stavy dochazi k vyméné energie
® energie pozadovana pro aktivaci procesu (aktivaéni energie)
e energie uvolnéna bé&hem procesu (volnd energie)

pro biologicky systém je zdrojem vétSiny energie metabolismus

absolutni teplota ovliviiuje kinetickou energii molekul

pro reakci (GspéSnou kolizi) musi byt splnéno:
e spravna prostorovd konfigurace (orientace) molekul
e dostatek kinetické energie



MODELOVANf DYNAMIKY TRANSKRIPONf REGULACE VARIANTY GILLESPIHO ALGORITMU APROXIMATIVNI METODY DETERMINIST

Model dynamiky chemickych reakct

o fixujeme-li konstantni teplotu, objem a tlak, orientace a
kineticka energie molekul je stochastickym jevem
e uvazujeme dobre promichané médium
o |ze definovat priimérnou pravdépodobnost kolize molekul v
¢asovém okamziku
e urceno fyzikalnimi vlastnostmi reagujicich molekul

e mame-li N; molekul latky S; a N> molekul latky S, pak
nahodnou proménnou x charakterizujici pravdépodobnost
kolize daného poctu molekul S; a Sy v ¢asovém okamziku dt
Ize modelovat:

x = (c-dt) - Ny- N

e predpoklddame S; a S rhizné latky

e c je stochastickd konstanta charakterizujici primérnou
frekvenci Gspé&snych kolizi molekul S; a S, za jednotku ¢asu

e dt uvazovano limitné
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Model dynamiky chemickych reakct

e zavislost frekvence kolizi ¢ na absolutni teploté T (Arhenitv
zikon):
C X eRT

e E, ... aktivacni energie reakce
e R ... plynova konstanta

e rovnovazny pomér frekvence dopredné a zpétné reakce u

reversibilnich reakci: e

Keq:e RT

e AG ... volna energie vyménéna pri reakci

e napf. komplex kooperujicich TF ma vyssi stabilitu
Polach K. J., Widom J., A Model for the Cooperative Binding of Eukaryotic Regulatory Proteins to
Nucleosomal Target Sites, Journal of Molecular Biology, Volume 258, Issue 5, 24 May 1996, Pages
800-812, ISSN 0022-2836, DOI: 10.1006/jmbi.1996.0288.
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Stochasticky model reakcni dynamaiky

e uvazujme systém n substanci S = {51, ..., Sp} provdzanych m
reakcemi R = {Ry,..., Rm}

e uvaZujeme pouze reakce 1. a 2. radu

e systém zapisujeme pomoci stoichiometrické matice M
rozméru n X m:

M — —K,je-li K - S5; reaktantem R;
J K,je-li K - S; produktem R;

e zavislé reakce:

dep(R,-, RJ) & dk. My; - Mkj <0
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Stochasticky model reakcni dynamaiky

e pocet molekul substance S; v ¢ase t budeme znadit N;(t)

e nahodnou proménnou rozlozeni poctli molekul substanci v
Case t charakterizujeme vektorem:

X(t) = (No(t), ..., No(t))

e vyvoj tohoto rozlozeni X(t) v ¢ase charakterizujeme jako
stochasticky proces:

{X(1)|t e RT}
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Motivace pro spojity Markoviv retézec

stochasticky proces {X(t)|t € Rt}

e spojity ¢as pobytu ve stavu

Ize zachytit rozlozenim W samplujicim ,,¢ekaci” dobu mezi
zménami stavl

pozadujeme markovskou vlastnost nezavislosti na historii:

Pr{U>t+7|U>71}=Pr{U>t}

tuto vlastnost ma exponencidlné distribuovand proménna
o W ~ Exp()\)
o 1 ... primérn &ekaci doba
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Exponencialni rozloZent

X ~ Exp(\)
pokud:

fx(X) =

e M x>0,
0, Jinak.

Pro distribuéni funkci dostavame:
0 x <0
Fx(x) =<’ ’
x(x) { x > 0.

Stredni hodnota:
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Stochasticky model reakcni dynamaiky

e interleaving: pfi pfechodu X(t) — X(t + dt) je updatovdna pravé
jedna slozka X

e provedeni pravé jedné reakce z R
e provedeni reakce uvazovano jako okamzity jev (trva nulovy Cas)

e ve stavu X(t) = (Ny, ..., N,,) je doba do provedeni lib. reakce
R; € R charakterizovéna rozlozenim Exp(x;(X, ¢;))

Ri 0 — = Xi(X;Ci>:C,"dt

Ri S — * Xi(X,ci) = (¢ -dt) - N;

Ri | Sp+ 5S¢ — x| xi(X,ci) = (ci-dt)- Np- Ny
R; 25 — * Xi(X,¢i) = (ci - dt) - W

e doba do nejblizsi reakce m3 rozloZeni Exp(x(X, c)), kde
x(X,c) :Zx;(X,ci), c={Ct, ., Cm)
i=1

e pravdépodobnost provedeni reakce R;: P(R;) = %
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Stochasticky model reakcni dynamaiky

Ry 51 N X1 = (Cl . dt) - Ny
R S, N X2 = (C2 . dt) - N>
R3 51+52i> X3:(C3~dt)-N1-N2
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Monte Carlo simulace
Gillespiho primd metoda

1. inicializace X(0)

2. vypolet x;(X,¢) Vi € {1,...,m} v aktudlnim stavu X

3. vypotet x(X, c) = 3, xi(X, )

4. simulace doby 7 do nésledujici udélosti — sampluj 7 € Exp(x(X, ¢))
S, ti=t+T

6. vybér reakce R; s pravdépodobnosti %

7. X(t) = XT + M(j)

8. pokud t < Tpax, iteruj (2)
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Nastroj Dizzy

nastroj pro simulaci dynamiky siti chemickych reakci
obsahuje stochastické i deterministické solvery

mimo pfimy Gillespiho algoritmus zahrnuje dalsi varianty stochastické simulace

podpora zobrazeni modelt v Cytoscapu

http://magnet.systemsbiology.net/software/Dizzy/
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Interakce pri expresi gent — prokaryota

Sigma protein recognizes promoter

Core RNA polymerase DNA complementary strand

_Promoter

CT-\TTAATCATCGAACTAGMGTACGCI

-35 box -10 box mRNA start



MODELOVANT DYNAMIKY TRANSKRIPON{ REGULACE VARIANTY GILLESPIHO ALGORITMU APROXIMATIVNI METODY DETERMINIST

Interakce pri expresi gent — eukaryota

Activators

I\“ . Enhancer

Repressors

g
&
Ve >
Coding
region
sy \ 4 7, i
¢ M TN, NS st
Coactivators [TATADOX (oo romoter "\ ‘

Basal Fécmm
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Interakce pri expresi geni

vytvoreni slabé vazby TF-DNA (nespecifické regiony DNA)
linearni pohyb TF po DNA (1D difiize)
disociace vazby TF-DNA

o v =

prostorovy pohyb — “skok” (3D difiize)

(1-4) iterovdno dokud nenalezena regulagni sekvence DNA

afinita TFBS a kooperativni interakce transkripéniho komplexu
snizuji vliv diftize a stabilizuji funkéni vazbu TF-DNA
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Interakce pri expresi geni

e interference pfi paralelnim “skenovani” DNA
o velké mnozstvi molekul téhoz TF
e molekuly riznych TF

e u eukaryot navic komplikovana lokalni prostorova struktura
DNA

e na dGrovni buriky nutno uvazovat stochasticitu (husté prostredi
v okoli DNA)



MODELOVANf DYNAMIKY TRANSKRIPCNf REGULACE VARIANTY GILLESPIHO ALGORITMU APROXIMATIVN{ METODY DETERMINIS’

Interakce pri expresi geni

modelovdni na Grovni bunky

1D diflize uvazovana v diskrétnich krocich
= 1 krok ~ 1 nukleotid za jednotku casu

stupné volnosti:
e pohyb ve sméru 5’ — 3/
e pohyb ve sméru 3’ — 5’
e zachovani pozice
proteiny TF v bunce maji specifickou distribuci volné energie
vuci vazbé s DNA
o energie individudlni molekuly fluktuuje vzhledem k ndhodnym
kolizim s ostatnimi molekulami
o fluktuace zpisobuje dynamické zmény afinity proteini k DNA
e 1D pohyb po DNA je stochasticky proces
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Interakce pri expresi geni

e pravdépodobnost 1D pohybu lze charakterizovat exponenciadlnim

rozloZzenim vzhledem k rozdilu volnych energii pivodni a cilové
pozice:

>
Q)

x|
3

P(m) x e”

e AG=G'— Gy ... rozdil volné Gibsovy energie inicialni (Gp)
cilové pozice (G’)

e T ... absolutni teplota [K]

e R ... molarni plynova konstanta [J- K1 - mol~1]

5/ 3/
5’ ‘ATGTL/ 3/ e‘i:#
_ e _
P(m3/) - AGS AG?’,/ P(m5/) - AGS AG?’,/
1+e” “RT +e RT 1+e” “RT +e RT
_ 1
P(mzach) - NG Acd

DETERMINIS'
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Modelovdani formace transkripcniho komplexu

e uvazujeme dva TF A a B kooperativné aktivujici transkripci
genu
e zavedeme ndsledujici stavy regulatorniho regionu DNA:

e DNA ... volny regulatorni region DNA
e DNA, ... navazan A, nikoliv B

e DNAg ... navazan B, nikoliv A

e DNAsg ... navazan Ai B
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Modelovdani formace transkripcniho komplexu

e definujeme prechody mezi stavy:

DNA + A X%, DNA,
DNA, X2 DNA + A
DNA + B X, DNAg
DNAg % DNA + B
DNAg + A “22° DNAAg
DNA g “E24% DNAg
DNA4 + B “248 DNA g
DNA A5 "¢ DNA, + B

e pfi koopera¢nim faktoru K, lze uvazovat:
keaoag - kia = kegoas - ke = Kq - kea - ke
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Modelovdani formace transkripcniho komplexu

e transkripce (tvorba mRNA) je proces o nékoli fadi pomalejsi
vzhledem k formaci transkripéniho komplexu
e |ze jej uvaZzovat jako nekonecné rychly (tj. stabilni)

e okupaci promotoru pak charakterizujeme pomérem frekvence
vyskytu stavu DNAag vzhledem k sumé frekvenci vsech
moznych stavi:

DNA - Kg - Kgoag - B - A
o=
DNA + DNA - Ka - A+ DNA - Kg - B+ DNA - Kg - Kgoag - B - A

k, k, k
kde Kn = B K, = km K _ kipoas
B kpg 2 A kpa ' ' B2AB kbB2AB

e ekvivalentné Ize psat:

DNA - Ky - Kasag - A- B
o =
DNA + DNA-Ka - A+ DNA-Kg - B+ DNA - Ky - Kaoag - A- B

DETERMINIS
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Modelovani prubehu transkripce

e uvazujeme cinnost komplexu RNA polymerazy
e predpokladame, ze vSechny faktory dilezité pro transkripéni
komplex jsou k dispozici v libovolné mire

BTA K BTA-DNAg RNA
RNAg -2+ RNAy, steps : M
RNA; 5 RNA,mp + BTA

RNA P LN mRNA, steps : N

trR
mRNA L CmRNA

KdegmRNA
CmRNA ——

ks - -rib
rib " RN A,
AAg 225 Ap,  steps : P

AAL 2250 i 4 rib

AA
clr 22 prot, steps : Q

k, degprot
prot —
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Spojity Markoviv Tetézec

Spojity Markoviv fetézec Ize definovat jako prechodovy graf
MC = (V,E,p):

e stavy V reprezentuji prvky jevového pole

e prechody E jsou ohodnoceny pravdépodobnosti p : E — (0, 1)
ti VV S V ZV’EV p(<V7 V/>) =1

e pro kazdy stav v € V je pfifazen parametr ¢ekaci doby
a, € RT

e indexujeme-li prvky V, pak prechodovy graf |ze zapsat matici:

Qi = p({vi, vj))
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Spojity Markoviv Tetézec
Priklad

Explag)

e primérna Cekaci doba ve stavu Surf je 3 minuty, coz je

3 _ 1

g0 = 3p hod

= as =20
o ay =175

e a =15
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Simulace spojitého Markovova Tetézce

// inicializace po&atelni distribuce X(0)
t =0
u := X(0)
while ( true )
wait_time := Exp(ay)
for each s, t<s<t+wait_time do
Xs =1
t := t+wait_time
select v in V with probability Q.
Xt = v

u =v
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Spojity Markoviv Tetézec
Tradiéni zdpis
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Exponencialni rozloZent
Vlastnosti minima exponencidlnich distribuct

Uvazme Xi, ..., X, nezavislé nahodné proménné t.z.
Vi. X; ~ Exp()\;). Pro minimalni exponenciélni rozlozeni
min{ Xy, ..., Xp} plati:

Pr{min{X1, ... Xp} > x} =Pr{X1 > xNXo > xN..NX, > x}

= ﬁ Pr{X; > x} = ﬁ e M =¥ 27:1)\,-
i=1 i=1

Pro parametr minimalniho rozlozeni plati:

Pr{Xx = min{Xy,.... Xp}} = /\14_)\I<_1_)\
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Spojity Markoviv Tetézec
Prevod na tradicni zdpis

Explag)

Exp{ag)

e rozhodovaci procedura pfi opusténi stavu Surf
e v okamziku vstupu do stavu Surf se spusti stopky:
Aw méici Casovy Usek s distribuci Exp(A,,)
AEg méfici Casovy Gsek s distribuci Exp()\,,)
e jakmile nékteré dobéhnou, presun do prislusného stavu

. Aa
L4 Pr{mln{AW,AE} = AW} = ﬁ

. Aa
o Pr{min{Aw,Ac} = Ag} = m

DETERMINIS'
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Spojity Markoviv Tetézec

Prevod na tradicni zdpis — priklad

Exp{ag)

e Ap ~ Exp(15), Aw ~ Exp(5 )
° Pr{mln{AW,AE} AE}
° Pr{mln{AW,AE} = Aw}

=.75
=.25

15+5

15+5
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Gillespiho primd metoda (direct)

1. inicializace X(0)

2. vypolet xi(X,c;) Vi € {1,..., m} v aktudlnim stavu X

3. vypolet x(X,c) = 3" xi(X, i)

4. simulace doby 7 do nésledujici udalosti — sampluj 7 € Exp(x (X, ¢))
S, ti=t+T

6. vybér reakce R; s pravdépodobnosti ﬁgz))

7. X(t) = X" + M(j)

8. pokud t < Tpax, iteruj (2)
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Varianta Gillespi: Metoda nejbliZsi reakce

1. inicializace t := 0, X(t), ¢ = (¢c1, .-, Cm)
2. inicializace succs_times = ()
3. Vie{l,..,m}:

e vypolet xi(X,c;) v aktudlnim stavu X(t)
e pro reakci R; sampluj t; € Exp(x;(X, ¢i))
e succs_times := succs_times U {t;}

vypolet j, tj = min(succs_times)
t:=t+1¢

X(t) = XT + M(j)

pokud t < Ty, iteruj (2)

NS S
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Prima vs. metoda nejbliZsi reakce

e obé metody exaktné simuluji CTMC
e prima: v kazdém kroku simulace dvou ndhodnych Cisel

e mnr: v lib. stavu i simulace m(i) ndhodnych ¢&isel, kde m(i) je
pocet naslednikd i v CTMC

e pfima metoda efektivné;jsi

e mnr vSak poskytuje filosoficky odlisny pfistup, ktery Ize dale
akcelerovat
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Inverzni rozlozent

UvaZujme proménnou U s rovnomérnym (uniformnim) rozloZenim

U ~ U(0,1) a necht F(-) libovolnd invertibilni kumulativni distribu¢ni
funkce. Pak rozlozeni X = F~1(U) je charakterizovano kumulativni
distribu¢ni funkci F(+).

Realizaci libovolného rozlozeni X charakterizovaného invertibilni
kumulativni distribuéni funkci F(x) lze simulovat pomoci uniformniho

rozlozeni U.
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Souvislost uniformniho a exponencidlniho rozloZeni

Uvazujme proménnou U s rovnomérnym (uniformnim) rozloZenim
U~ U(0,1). Pro lib. A > 0 m4 promé&nnad X = —} In(U) rozlozeni
X ~ Exp(\).

Rozepiseme-li distribu¢ni a kumulativni funkci f(x), F(x):

f(x) = e ™ F(x)=1—e ™
F(x) je invertibilni:

_ 1
F~Y(u) = Y In(1—u)

TrividIné plati (1 — U) ~ U(0,1) a tedy Ize poloZit x = —% In(u).
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Skdlovdni exponencidlniho rozlozent

Uvazujme proménnou X o rozlozeni X ~ Exp(\). Proménnd
Y = aX ma rozlozeni Y ~ Exp(2).
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11.

Algoritmus Gibson-Bruck

. inicializace t := 0, X(t), ¢ = (¢1, ..., Cm)

pro kazdé i € {1, ..., m}:
e vypocet x;(X, ¢;) ve stavu X(0)
e pro reakci R; sampluj t; € Exp(x;(X, c))
inicializace succs_times = ()
pro kazdé i € {1,..., m}:
e succs_times := succs_times U {t;}
vypocet j, tj = min(succs_times)
t:= tj
X(t) := XT + M(j)
update x;(X, ¢j) v novém stavu X(t)
sampluj t; := t + Exp(x;(X, ¢j))
pro kazdé i € {1,..., m} spliujici dep(R;, R}):
e uloz Xt .= xi(X, ¢;)
e update x;(X, ¢)
o =ty XKD (g )
pokud t < Tmax, iteruj (3)

DETERMINIS'
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Algoritmus Gibson-Bruck

e relativni ¢as (do nejblizsi udalosti) nahrazen ¢asem absolutnim
(Cas nejblizsi udalosti)
e neni nutno generovat nové Casy pro vsechny reakce
e ale pouze pro reakce zavislé na provedené reakci
e umoznéno diky markovovské vlastnosti
e nové Casy zavislych reakci se nesampluji, ale vypocitavaji z
predchozich
e predchozi Casy zavislych reakci jsou pouzity pro vypocet
novych casl
o Skalovani podminéné pozadavkem t; >t
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Gibson-Bruck vs. Primd metoda

G-B: pouze jedna simulace ¢asu v kazdém kroku

klicovou vlastnosti G-B je selektivni update x;(X, ¢;) — pouze
u relevantnich (zavislych) reakci

selektivni pfimy vypocet x;(X, ¢;) a x(X, ¢) mize zrychlit i
pfimou metodu

rychlost obou metod vyrazné zavisi na implementaci
e v G-B je obecné vice operaci
e implementaci vypoctu minimalniho reakéniho Casu lze
realizovat pomoci indexované prioritni fronty
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Poissoniv proces

Uvazujme experiment predstavujici ¢etnost vyskytu diskrétnich udélosti v
Casovém intervalu t. Pro zachyceni tohoto méreni zavedeme nahodnou
proménnou X.

Pak plati:
X ~ Po(\t)

Jinymi slovy, pravdépodobnostni funkce uréujici pravdépodobnost jevu, ze
za dobu t nastane pravé k udalosti, ma nasledujici tvar:

e—)\t()\t>k
k!

kde X je odpovidajici parametr Poissonova rozlozeni.

Pr{X = k} =
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Poissonovo rozloZeni
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Poissoniv proces

Nyni uvaZzujme ndhodnou proménnou X z predchoziho slidu v zavislosti
na case, tzv. stochasticky proces uréeny mnozinou nahodnych
proménnych {X(t)|t € R }. UvaZujme &asové intervaly délky 7.

Predpokladejme nasledujici podminky:

e vyskyty uddlosti ve dvou libovolnych vzajemné disjunktnich
Casovych intervalech jsou nezavislé jevy

e pravdépodobnostni rozlozeni Cetnosti vyskytu udalosti v daném
Casovém intervalu zavisi pouze na délce intervalu

e 73dné dvé udilosti nemohou nastat soucasné (,interleaving")

Pak pro libovolny interval (t,t + 7) plati:

X(t+7) — X(t) ~ Po(Ar)



MODELOVANf DYNAMIKY TRANSKRIPCNI REGULACE VARIANTY GILLESPIHO ALGORITMU APROXIMATIVN{ METODY DETERMINIS’

Souwvislost Poissonova a exponencidlniho rozloZeni

Uvazujme Poissoniv proces {X(t)|t > 0} t.z. X ~ Po(\).
Zavedeme nahodnou proménnou T zachycujici dobu do prvni
nejblizsi udélosti (od polate¢niho okamziku).

Pro t > 0 uvaZujme nahodnou proménnou N; zachycujici pocet udalosti
v intervalu (0, t). Z definice plati Ny ~ Po(\t).

Fr(t) =Pr{T <t}

=1—-Pr{T >t}
= 1 — Pr{Nt = 0}
N Clap[eN)

1]
=1—e N

Tedy plati:
T ~ Exp(X)
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Motivace pro aproximativni algoritmy

e exaktni metody simuluji spojity markoviv fetézec

e |ze aproximovat diskretizaci ¢asu

e rozdéleni ¢asové osy na diskrétni intervaly

e pocet udélosti v lib. ¢asovém intervalu charakterizovan Po(\)

o |ze tedy samplovat pocet provedeni reakci daného typu v
daném cdasovém intervalu At
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Obecné schema aprorimativniho algoritmu

1. inicializace t := 0, X(t), ¢ = (c1, ..., Cm)
2. pro kazdé i € {1,..., m}:

e vypolet x;(X, ¢;) v aktudlnim stavu X(t)
e simulace poctu reakci R; v intervalu At:
o #R; € Po(xi(X,ci)At)

3. update X := X + M - (#Ry, #Ro, ..., #Rn) "
4. update t :=t + At
5. pokud t < Tnax iteruj (2)
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Problemy aproximativniho algoritmu

e volba velikosti At

e chceme rychly, ale pritom dostatec¢né presny vypocet

e pro jednu simulaci nemusi byt konstantni At vyhovujici
e predpokldddame konstantni frekvence reakci po celé At

e moznost definovat variabilni At v zavislosti na aktudlnim
stavu X(t) a Skale jednotlivych reakénich konstant ¢
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Gillespiho T-leap metoda

e aproximativni algortimus s variabilni At (7)
e T uvzZovano co nejvétsi pri garanci poZzadované presnosti

e presnost ur¢ena mirou tolerance uvazovani konstantni
frekvence reakci v ramci intervalu 7

e charakterizovdno magnitudou zmény frekvenci reakci v
prabéhu 7

e 7 voleno tak, aby mira zmény vSech reakénich frekvenci byla
minimalizovana
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Gillespiho T-leap metoda

e post-leap (pfechod od X(t) k X' = X(t + 7)):
e Vi < m ovéreni velikosti
Ixi(X', ¢i) = xi(X, &)
e pokud velikosti nejsou dostate¢né malé, prepoditej s mensim 7

e problém: sméfuje k malym zménam stavil
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Gillespiho T-leap metoda

e pre-leap (odhad pfechodu X(t) k X' = X(t + 7)):

e vypocet olekdvaného nového stavu E(X') (v t' :=t+ 1)
EX')=X+E(r)M
kde E(r) je vektor olekavanych frekvenci reakci:
E(r); = xi(X,¢)T
e parametr presnosti €:
Vie{l,..m}b [xi(X',c) — xi(X, )| <e-x(X,c)

o |ze kombinovat s exaktni metodou (v kroku kde napf.

° nepresnost vznika pri nelinedrni dynamice reakénich frekvenci
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Determainisticky model reakcni dynamaiky

e uvazujme systém n substanci S = {53, ..., S,} provazanych m
reakcemi R = {Ry, ..., Rm}

e uvazujeme pouze reakce 1. a 2. radu

e systém zapisujeme pomoci stoichiometrické matice M
rozméru n X m:

—K,je-li K - 5; reaktantem R;

Mij = T
K,je-li K- S; produktem R;
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Determainisticky model reakcni dynamaiky

e uvazovany vysoké molarni koncentrace latek v bunce

koncentraci substance S; v ¢ase t budeme znadit [S;](t)

e systém v Case t charakterizujeme vektorem:

X(t) = <[51](t)7 HAS) [Sn](t)>
e vyvoj X v Case:
ox _
dt
e priimérné chovani lze charakterizovat exponencialni funkci

F(X)



MODELOVANf DYNAMIKY TRANSKRIPCNI REGULACE VARIANTY GILLESPIHO ALGORITMU APROXIMATIVN{ METODY DETERMINIS]

Prevod poctu molekul na molarni koncentraci

e molarni koncentrace [M]:

n
m= —

%4

kde n je mnozstvi latky [mol], V je objem roztoku [/]

e vyjadfuje se pomoci Avogadrovy konstanty (pocet &astic v 1

molu):
N

Y

kde N Avogadrova konstanta [mol~1], V objem roztoku [/] a
N je pocet molekul.

m

e prevodni faktor v = Ny - V:

N=m-~
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Determainisticky model reakcni dynamaiky

k
—

e predpoklddejme nddobu jednotkového objemu obsahujici v
Case t latku A v moldrnim mnozstvi [A] [mol]
e kolik mnozstvi latky A ,,odtece" za jednotku Casu?

e hodnota pfimo (imérnd hodnoté [A] v daném okamziku
_dlA(®)
dt

e koeficient imé&rnosti je konstanta k [s7!]
tzv. reakéni konstanta (koeficient)
- determinuje rychlost reakce rozpadu (“odtoku")

— k- A1)
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Determainisticky model reakcni dynamaiky

[A](t)
PR k- [A](t)

e jakd funkce ma stejny tvar jako jeji derivace?

o f(t)=1+t+t2/20+63/30 +t4/4l + ...

f(t)=¢€

o plati
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Determainisticky model reakcni dynamaiky
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Determainisticky model reakcni dynamaiky

d|A _
— A0 — k- [Al(H) [Al(E) = [A)(0) - e X
e linedrni dif. rce 1. Fadu

e jednoznacné feseni

e numericky aproximovatelné
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Determainisticky model reakcni dynamaiky

e spojité chovani: pfi pfechodu X(t) — X(t + dt) jsou updatovany
viechny slozky X (soubé&Zny spojity tok reakci)

e Casova informace o béhu reakce R; promitnuta do okamzitého
reakéniho toku gg, ()

0 — * or (t) = ki - dt

Sj— % or;(t) = (ki - dt) - [Sj](t)
Sp+ 5S¢ — * | or(t) = (ki - dt) - [Sp](t) - [Sql(t)

25 — x or(t) = (ki - dt) - [S;]°

D|D| 1| D
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Stochasticky vs. deterministicky model

Pro reakci R; € R definujeme prevodni vztah mezi stoch. frekvenci
¢; a det. kinetickou konstantou k;:

typ reakce R; ¢ — ki
Sj — % ki = cj

Sp+Sqg—* | ki=ci vy
2Sj — % ki = c,-2~'y
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Fulerova metoda

A As Ay
Az

Ao




MODELOVANf DYNAMIKY TRANSKRIPCNI REGULACE VARIANTY GILLESPIHO ALGORITMU APROXIMATIVN{ METODY DETERMINIS]

Fulerova metoda

e aproximativni feseni y(t) (Euler):
y'(t) = f(t,y (1))
y(0) = yo

e presné feseni ¢(t):

e pro lib. n >0, t, = nAt:

Yn = @(tn)
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Fulerova metoda

Pro exaktni feSeni o(t) plati:

Ptar1) =o(tn) + [ ¢
= p(ta) + [, f( ,so(t))dt

Schema numerické aproximace:

Ynt1=YntoO

kde
tn+1
o~ / f(t,o(t))dt
tn
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FEulerova metoda 1

Fltne(te) — t ot it @(tn)) — £, o(t
f(trﬁ.:yn)‘d—)’/ £ 4t) f(tmyn)“""/ Ft,0(t)
e twid S
d
X =ty

Ynt1 = Yn + At - f(tn, yn)

1. init ty, yo, At, n;

2. for j from 1 to n do
2.1 m:= f(to, yo);
2.2 y1:=yo + Atm;
2.3 t =ty + At;
24 to :=t1;
2.5 Yo i= Y1

3. end
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FEulerova metoda 11

Fltnsns (b)) — _ Fltnrn, o(tar)) — _

St ot)) — flta,pltn)) —

tn 174.+] tn tn.+]

® aproximace o (obsah pod kfivkou) lichobé&znikem o obsahu:

Bt (t0) + Pl p(t012))]

® pro p(tp+1) nutno predpoditat aproximaci (zname jiz y, &~ ¢(tn)):
P(tnt1) = @(tn) + ¢’ (tn) At & yn + f(tn, yn) At

® aproximace o ~ %[f(tn,yn) + F(tnt1,yn + F(tn, yn)At)]At
® celkem dostavame:

1
Y(tat1) = Yot1 = yn + E[f(tmyn) + f(tnt1, yn + F(tn, yn) At)|AtL



MODELOVANf DYNAMIKY TRANSKRIPCNI REGULACE VARIANTY GILLESPIHO ALGORITMU APROXIMATIVN{ METODY DETERMINIS]

Runge-Kutta

e o upresnéno Simpsonovym pravidlem pro aproximaci obsahu
pod parabolou:

= ft):,n+1 ~

BL[F(tn, p(tn)) + 4F (tn + 5L, 0(tn + §E)) + F(tn + AL, @(tn + At))]

e nutno aproximovat ¢(t, + &%) a ¢(t, + At)
e kroky algoritmu:

(tn, ¥n)

(tn + %7}/” + gkn,l)

(tn + %7}% + gkn,2)

(tn + At,y, + hkn,3)

Ynt1 = Yo+ Bkt + 2kn2 + 2kn 3 + kn.a]

f‘
f'
f'
f

X X X

n,1
n,2
n,3
n,4



APROXIMATIVNf METODY DETERMINIST

VARIANTY GILLESPIHO ALGORITMI

I'RANSKRIPCNI REGULACE

MODELOV \\[ DYNAMIKY
Porovnani metod

e diferencidlni rovnice:

y(0) =
e exaktni feSent:
y(t)=2+2t+¢
e srovnani simulaci:
Euler Improved Euler Runge-Kutta
steps error #evals error Fevals error F#evals
5 2.3 x 1071 5 1.6 x 1072 10 3.1 %1075 20
50 2.7 x 1072 50 1.8 x 10~* 100 3.6 x 10~° 200
500 | 2.7 %102 500 1.8x10-% | 1000 | 3.6 x10-1* | 2000
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Presnost numericke simulace

Uvazujme systém:

y/(t) = f(t7y)ay(0) =Y

Oznaéme exaktni feseni ¢(t):

¢'(t) = £(t, o(1))

Uvazujme Eulerovu metodu | s krokem At = h:

Ynt1 =Yn + hf(tna)/n)

(Lokalni) chyba numerické simulace:

pnr1 = O(tns1) — Ynt1
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Presnost numericke simulace

Predpoklddame-li y, = ¢(t), plati yni1 = &(tn) + hf (tn, ¢(t,)) a tedy z
exaktnosti feseni ¢(t) pro ¢'(t,) = f(tn, ¢(tn)) dostdvame:

Ynt1 = ¢(tn) + he' (tn)
UvaZujme TaylorQv rozvoj pro ¢(tp+1) = ¢(t, + h):

Bltn-+h) = 9(t2) + &/ (t)h -+ 6" (6) 2 + 36" (1) +

Prt1 = H(tnt1) — Ynt1
= [o(tn) + ¢'(tn)h + 2¢”h2 + g ] = [6(tn) + he (t)]
= 3 () + 5 +
Chyba aproximovéna (pro konstantu K a délku kroku h):

pni1 =~ Kh* 4+ O(h®)
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Adaptivni metody

e chceme, aby chyba v kazdém kroku nebyla vétsi nez e
e feSeni pomoci prediktoru chyby
e pfi n-tém kroku (vypoclet yni1 Z ya):

1. pouziti dvou riznych algoritmi

(dva vysledky pro yp,+1 — A1 a Ay)

2. aproximace lokalni chyby p,y1 & |A; — Ap|

3. pokud 22 < €, pak yp41 = As

4. jinak iteruj (1) pro A < h
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Adaptioni FEulerova metoda

Uvazujme systém:

Y'(t) = f(t,y),y(0) = yo
Oznaéme ¢(t) exaktni FeSeni y' = f(t,y) t.2. ¢(tn) = yn-

Pro A; uvaZzujme Eulerovu metodu I:

Al =Yn+ hf(tnayn)

A1 = ¢(tn + h) + Kh? + O(h?)
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Adaptioni FEulerova metoda

Pro Ay uvazujme Eulerovu metodu 2-step (provedeni dvou kroki,
kazdy s At = 1):

h h h h
= Yn —f ns Yn —f n A2 Yn —f tn, Yn
A2 = Yo + Sf(tn yn) + S F(tn+ 5oy + S F(tn, yn))

Oznatme ymig = yn + 3 (tn, Yn) a A2 = Ymia + 5 (ta + 5, ymia).

h h
Pmid = K(§)2 +O0(h%) P2nd = K(§)2 +0(h°)
Konstanta K shodna v obou pripadech (neplati pro ¢len O(h?)).

Lze tedy psat (dle Taylorovy véty):

Ao = 0ty + h) + KR + O(K)
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Adaptioni FEulerova metoda

AL — Ay = @(tn + h) + Kh?> + O(h®) — ¢(t, + h) — 3Kh? — O(h®)
= 1Kh? + O(h®)

Lze tedy aproximovat %Kh2 ~ A; — Az a oznadit
p ="t Lp,

Pokud p > ¢, postup opakujeme pro b’ t.z. %\K\h’ ~Ph <e
Napr.

H=09%h
p

Pokud p < €, nastavime y,11 = 2A> — A;.
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Dalsi adaptivni metody

e Fehlbergova metoda
e v kazdém kroku 3 odhady:

flzf(tmyn)
f2 = f(tn+ ha}/n+ hfl)
= f(tn+gaYn+£[ﬂ+f-2])

Ay =y + 2[fi + £
A =yn+ gl + £+ 4f]

>N

e aproximace p = M ~ Kh?
e update faktor ' = .9\/%h

e Kutta-Merson, LSODE, ...
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Kombinace deterministické a stochasticke simulace

Predpokladame model s kombinaci spojitych a diskrétnich
proménnych.

~

. inicializuj systém, t :=0
vypolti x;(X,c;) v Case t
na zakladé vysledku nastav At det. simulace
vypocti trajektorie spojitych proménnych v intervalu [t, t + At]
na zakladé vysledku vypoéti x;(X, ¢;) a rozhodni provedeni
pripadné diskrétni udalosti (reakce)
6. pokud zadnd diskrétni udalost, nastav t := t + At a updatuj
pro tento bod spojité proménné
7. pokud diskrétni udalost
najdi (nejblizsi) reakci R; a Cas t; jejiho provedeni
e t:=1
e updatuj spojité proménné k ¢asovému bodu t;
o updatuj diskrétni proménné relevantni reakci R;
8. pokud t < Tpax, iteruj (2)

Crds o e



MODELOVANf DYNAMIKY TRANSKRIPCNI REGULACE VARIANTY GILLESPIHO ALGORITMU APROXIMATIVN{ METODY DETERMINIS’

Multi-step metody stochastické simulace

Metoda Puchalka and Kierzek (2004) (STOCKS2). Predpoklada
rozliseni “rychlych” a “pomalych” reakci.
1. inicializuj systém, t := 0
2. vypocet x;(X, ¢;) rychlych reakci a nastav 7 pro 7-leaping
3. pro pomalé reakce predpokladej konst. x;(X, ¢;), rozhodni
provedeni pomalé reakce v intervalu [t, t + At]
4. pokud zadna pomala reakce k provedeni, vypocti 7-leap
update na rychlych reakci na t :=t+ 1
pokud pomala reakce k provedeni

I3

e identifikuj tuto reakci R; a ¢as t; pro jeji provedeni

e update t :=t;

o proved 7-leap update rychlych reakci na t;

e proved update pomalych reakci vzhledem k provedeni R;

6. pokud t < Tpax, iteruj (2)
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