5.1. Naleznéte hromadné, izolované, hrani¢ni a vnit¥ni body mno in
N, Q X={zreR0<z<l1}
v R.
Reseni. Mno ina N. Pro libovolné n € N oéividné plati

Or(n)NN=(n—-1,n+1)NN={n}.

Existuje tedy okoli bodu n € N v R, které obsahuje pouze jeden prvek mno
iny N (pochopitelné pravé uva ované n), tj. ka dy bod n € N je izolovany.
Mno ina vnitfnich bodi je proto prazdné (je-li bod izolovany, nemi e byt
vnitini). Bod a € R je pak hromadnym bodem A prévé tehdy, kdy ka dé
jeho okoli obsahuje nekoneéné mnoho bodi A. Ov em mno ina

O1(a)NN=(a—1,a+1)NN, pficem a € R,

je konecné, z ¢eho plyne, e N hromadné body nemé. To, e tato mno ina je
konec¢na, dale implikuje
0p:=inf |b—n|= inf |b—n|>0 probeR~N.
neN ne01(b)NN

Odsud mame Oy, (b)) NN = 0, tj. 4dné b € R \ N neni hrani¢nim bodem N.
Soucasné vime, e ka dy bod dané mno iny, ktery neni vnitinim bodem, je
nutné jejim hrani¢nim bodem. Mno ina hrani¢nich bodt tak obsahuje N.
Shrneme-li to, mno ina hrani¢nich bodd N je N.

Mno ina Q. Racionélni ¢isla tvoii tzv. hustou podmno inu mno iny v
ech realnych c¢isel. To znamena, e ke ka dému realnému ¢islu konverguje po-
sloupnost racionalnich ¢isel (predstavme si napi. nekoneény desetinny rozvoj
realného ¢isla a jemu odpovidajici posloupnost, kdy v nasledujicim ¢lenu pfi-
davame dal i cifru rozvoje). O této posloupnosti lze navic predpokladat, e
v echny jeji €leny jsou navzdjem ruzné (na posledni pozici kone¢ného de-
setinného rozvoje se mi eme zamérné dopou tét chyby nebo kupft. ¢islu 1
prifadime desetinny rozvoj 0,999... apod.). Mno ina hromadnych bodd Q
v R je proto celé R a ka dy bod x € R\ Q je hrani¢ni. Zvla té dostavame, e
libovolné §-okoli

Q;(p) - (p—é,p+5>, kde p,q € Z, ¢ # 0,
q q q

racionalniho ¢isla p/q musi obsahovat nekoneéné mnoho racionalnich ¢isel,
co dava neexistenci izolovanych bodt. Cislo v/2/10" neni racionalni pro
adné n € N. Predpokladem opaku (opét p,q € Z, g # 0)

Q _P 5 _ 10™p

w00 ¢ g’
toti okam ité obdr ime spor — o &slu v/2 vime, e neni racionalni. Libovolné
okoli raciondlniho éisla p/q tak zarovern obsahuje nekoneéné mnoho realnych
gisel p/q 4+ v/2/10™ (n € N), ktera nejsou racionalni (mno ina Q jako t&leso
je uzaviend vzhledem k odecitani). V echny body p/q € Q jsou tudi rovné
hrani¢ni a vnitini body mno ina Q nema.
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Mno ina X = [0,1). Nech a € [0,1) je zvoleno libovolné. Posloupnosti se
¢leny (pro dostateéné velkd n € N)

1 1
a+—,1——Cl0,1)
n n

zjevné konverguji po fadé k hodnotam a, 1. Snadno jsme tak ukézali, e mno
ina hromadnych bodt obsahuje interval [0, 1]. Jiné hromadné body neexistuji:
pro jakékoli b ¢ [0,1] existuje & > 0 takové, e O5 (b)) N [0,1] =0 (pro b < 0
postacuje polo it § = —b a pro b > 1 potom 6 = b — 1). Proto e ka dy bod
intervalu [0, 1) je hromadnym bodem, mno ina izolovanych bodi je prazdna.
Pro a € (0,1) ozna¢me men i z kladnych ¢isel a, 1 — a jako d,. Uva ime-li
Os, (a) = (a —dq, a+9,) € (0,1), a€(0,1),

vidime, e libovolny bod intervalu (0,1) je vnitinim bodem intervalu [0, 1).
Pro ka dé ¢ € (0,1) je

tj. ka dé J-okoli bodu 0 obsahuje jisté body intervalu [0,1) a hodnoty z in-
tervalu (—4,0) a ka dé d-okoli bodu 1 ma neprazdny prunik s intervaly [0, 1),
[1,1+9). Body 0 a 1 jsou tedy hrani¢nimi body. Celkem jsme zjistili, e mno
ina v ech vnitinich bodi odpovida intervalu (0, 1) a mno ina hrani¢nich bodu
je {0,1}. Staci si uvédomit, e bod nemt e byt souc¢asné vnitini a hraniéni a e
hrani¢ni bod musi byt izolovany, nebo hromadny. O

5.2. Stanovte

lim {/n.

n—oo
ResSeni. Zejmé je {/n > 1, n € N. Mt eme tedy polo it
Yn=1+a, projistacéisla a, >0, ncN.

U itim binomické véty ziskavame

n:(1+an)":1+<7;>an+(Z)ai—k--'—kaz, n>2(neN).

Odsud plyne odhad (v echna ¢isla a,, jsou nezaporna)

-1
n > (Z)aizn(nz)a%, n>2(n eN),

tj. po Upravé mame
0<a, <

Podle Véty o tiech limitach je

0= lim 0 < lim a, < lim
n— o0 n—oo n—oo n—1



Obdr eli jsme tak vysledek
lim {/n= lim (14+a,)=1+0=1.

n—oo n—oo

Poznamenejme, e dal 1 u iti Véty o tiech limitach mj. dava
1=1lim 1< lim /c< lim Yn=1

n—oo n—oo n—oo
pro libovolné realné ¢islo ¢ > 1. O
5.3. Spoditejte

(a)

lim sinzx;

z—7/3

(b)

2?24+ —6

lim ———;

r—2 12 — 3 + 2
lim | arccos ;

T—+00 x4+ 1

lim arctgz®,  lim arctg (sinz).
r——00 T——00

(c)

(d)

i 1
lim arctg —,
T——00 €T
Reseni. Piipad (a). Pfipomeiime, e funkce je spojitd v jistém bodé, kdy
je v tomto bodé jeji limita rovna funk¢éni hodnoté. O funkci y = sinz v ak
vime, e je spojita na R. Dostavame tak
L . T V3
lim sinx =sin—- = —.
z—7/3 3 2
Pfipad (b). Pfimé dosazeni x = 2 dava nulovy ¢itatel i jmenovatel. Pfesto
je priklad velmi snadno fe itelny. Jednoduché kraceni
. 2?+xz—-6 . (z—-2)(x+3) . z+3 2+3
lim ———— =lim ————— = lim =" =
z—2 12 — 3z + 2 xHZ(ZL‘—Z)(:E—l) z—2x — 1 2—-1
toti vedlo ke spravnému vysledku (diky spojitosti obdr ené funkce v bo-
dé zp = 2). Uvédomme si zde, e limitu mu eme pocitat pouze z funkénich
hodnot v libovolné malém okoli daného bodu zg a e pfitom limita nezavisi na
hodnoté pfimo v tomto bodé. Pii pocitani limit tedy mi eme vyu ivat kraceni
a roz ifovani vyrazi, které neméni hodnoty uva ované funkce v libovolné
zvoleném ryzim okoli bodu xg.
Piipad (c). Dvojnésobnd zaména poradi limity a vnéj i funkce prevadi

puvodni limitu na
1 3
<arccos ( lim >> .
z—+oo T + 1

. 1
lim =
z—4oo  + 1

5

Lehce urcime, e
0.
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Nebo je funkce y = arccos x spojita v bodé 0, ve kterém nabyva hodnoty /2,
a funkce y = 23 je spojita v bodé 7 /2, plati

1 \? 1 5 m\3
lim [ arccos = | arccos lim = (—) .
T——+00 r+1 rz—+oo x + 1 2

Pfipad (d). Funkce y = arctg x mé vlastnosti ,,u ite¢né pii poc¢itani limit “
— je spojita a prosté (rostouci) na celé redlné ose. Tyto vlastnosti v dy (bez dal
ich podminek ¢i omezeni) umo nuji vnotit vy etfovanou limitu do argumentu
takové realné funkce. Proto uva ujme

1
arctg ( lim > , arctg < lim :z:4> , arctg < lim sin 1:) .
Tr——00 I r——00 r——00

Ziejmé je

1 .
lim — =0, lim z*
r——00 I Tr——00

a limita lim,_. . sin x neexistuje, co ji implikuje

1
lim arctg — = arctg0 =0, lim arctgz? = lim arctgy = T
T——00 €T T——00 y——+00 2

a neexistenci posledni limity. O

5.4. Vyd¢islete limitu

i (V2293 %)

n—oo
Reseni. Ke stanoveni limity postacuje jeji ¢leny vyjadfit ve tvaru
93 .91 .28 ... — 25 TiTEt o,
Dostavame tak

lim (V2. V2- 92 W) = lim 2btirkeeta

n—oo n—oo
oo
: 1,11 1 1

Ze znamého vzorce pro soucet geometrické rady
o0 n [e.9] o0 n 0
1 ) 1 1 1
Z<2> — Zznzz<2) - <2> o -1,
n=0 n=1 n=0

plyne vysledek

lim (ﬁ-%-%---2%>:21:2.

n—oo



5.5. Urcete
(a)
lim r+2
r—2 (a; — 2)67
(b)
I T+ 2 _
ml—% (:1: — 2)5’
(c)
1

. 1\~
lim <2+> ;
Tr——+00 xX

lim =~ *.
r——400

(d)

Reseni. V tomto piikladu se budeme vénovat tzv. neurcitym vyraztim. Ptes-
n&ji feceno, budeme se zabyvat situacemi, kdy se o né nejedna. Ctenaii do-
porucujeme, aby neurcité vyrazy vnimal jako pojem pomocny, ktery mu méa
pouze usnadnit orientovani se pfi prvnim pocitani limit, nebo obdr eny ne-
uréity vyraz pouze znamena, e jsme ,nic nezjistili“. Vime, e limita souctu
je soucet limit, limita soucinu je soucin limit a e limita podilu je podil li-
mit, pokud jednotlivé limity existuji a neziskdme-li néktery z vyraz oo — oo,
0 - 00, 0/0, co/o0, o kterych pravé hovoiime jako o neuréitych. Pro tplnost
dodejme, e tato pravidla mi eme kombinovat (pro limity v ech slo ek ur-
¢ené soucasné) a e za neurcity vyraz pak pova ujeme také ten, jen obsahuje
alespon jeden neurcity vyraz. Napi. tedy vyrazy
—00 00 0

— = — = —— 7:0 — -1
poteo=00m00, s 0o’ (—00)3 + o0 (00 = 00)

oznacujeme jako neurcité a o vyrazech
0 0
3+00"  (—o0)3 —o0

—00 — 00,

mu eme fici, e jsou ,uréité“ (pro né jsme schopni ihned pfislu nou limitu
stanovit — vyrazy odpovidaji po fadé hodnotdm —o0, 0, 0).

V ptipadé (a) podil limit ¢itatele a jmenovatele dava vyraz 4/0. Zapis, ve
kterém délime nulou, je sdm o sobé pfinejmen im ne adouci (pozdéji bychom
se mu méli byt schopni vyvarovat). Pfesto ndm umo ni stanovit vysledek:
nejednd se o neurcity vyraz. V imnéme si, e jmenovatel se bli i k nule zprava
(pro x # 2 je (x — 2)% > 0). To zapisujeme jako 4/ + 0. Citatel a jmenovatel
tak maji stejné znaménko v jistém ryzim okoli bodu zg = 2 a lze Tici, e
jmenovatel je v limité ,nekoneénékrat men i“ ne citatel, tj.

I T+ 2 B
P )

co odpovida polo eni 4/ + 0 = +o0o (podobné se klade 4/ — 0 = —00).



P1i uréovani druhé limity lze postupovat analogicky. Proto e ¢isla a € R

a a® maji stejna znaménka, dostavame

r+2 _ g T+ 2
e AR AR 2 o
tj. oboustranné limita neexistuje. Tomu odpovida zépis 4/+0 (nebo obecnéj i
a/£0,a # 0, a € R*), ktery je ,ur¢itym vyrazem“. Pfi disledném oddélovani
symbolt +0 a —0 od £0 v dy a/ + 0 pro a # 0 znamend, e limita neexistuje.
Pripady (c), (d). Je-li f(z) > 0 pro v echna uva ovana = € R, plati

F(2)9@) = n(F@@) _ o) In f(a)

Vyu ijeme-li toho, e exponencialni funkce je spojita a prosta na redlné primce,
mi eme nahradit limitu

lim f(z)?®

T—x0
za
lim (g(x)In f(z))
ev "0 .
Pripomerime, e jedna z téchto limit existuje pravé tehdy, kdy existuje druhé;
a doplime

lim (g(z) - Inf(z))=aecR = lim f(z)’® = ¢,

T—=To T—x0
lim (g(z) Inf(z)) =400 = lim f(2)?® = +oo,
T—T0 T
lim (g(z) -Inf(z) = -0 = lim f(z)9@ =0.
T—=T0 T—T0

M1t eme tudi psat

. lim g(z)- lim In f(x)
11111 f(m)g(l‘) — ez—»zo T—x() ,
T—x0
jestli e obé limity vpravo existuji a neobdr ime-li neurcity vyraz 0 - co. Neni
obti né si uvédomit, e tento neurcity vyraz lze ziskat pouze ve tfech pripadech
odpovidajicich zbylym neuréitym vyrazim 0°; cc?; 1°°, kdy postupné je

lim f(z)=0 a lim g(z) = 0;
T—T0 T—x0
lim f(z) =400 a lim g(x) = 0;
T—T0 T—x0

lim f(z)=1 a lim g(z) = f+o0.

Tr—xQ Tr—x0

V ostatnich pfipadech ndm tedy znalost (a pochopitelné existence) limit
lim f(x), lim g(z)
T—x0

T—T0

umo nuje uvést vysledek (pfi dodefinovani nékterych zapisi)

lim 9()
lim f(z)9® = (lim f(:n))z ¢
T—T( T—x(



Proto e
. 1 . 1 .
lim (2+—) =2, lim — =0, lim = +o0,
r——+00 x r—-+oo I r——+00
je
lim <2+>z — 90— 1,
r——+00 x
1 xT
lim z7% = lim () =0
r——+00 r—-+oo \ T
nebo
lim z7% = lim (2%) ' =0.
T——+00 Tr——400

Posledni vysledek pak bychom mohli vyjadiit zdpisem 0° = 0 ¢i 0co™ = oo,
00~ = 0 (zdfiraznéme, e se nejednd o neurcité vyrazy).

Presto e jsme kladli diiraz na to, aby ¢tenar radéji uprednostnioval avahy
o limitnim chovani funkci pred katulkovanim vyraz na urcité a neurcité
(a tyto pojmy vnimal jen jako pomocné), je snad dobfe patrny duvod, proé¢
se budeme nadale zabyvat predev im neurcitymi vyrazy. O

5.6. Vypocitejte

sinz + a2

lim ;
z—+oo 2cosx — 1 — 22’
R S — T
lim ————;
z——+oo 3T + 2T + x2
. 4% — 820 — 27 — 167
lim ;
z—+00 3T — 451 — /1177112
-3
- t
lim V& —sin® z + v arctg x
z—+00 V1+ 2z + 2?2
Reseni. Vydélime-li v p¥ipadé prvni z limit &itatele i jmenovatele polyno-
mem 22, obdr ime

] sinx + w2 i Tt
lim 5= lim 5=
z—4o02cosz —1—x z—oo SE2F= — 1

Ohrani¢enost vyrazi

|sinz| <1, |2cosx—1|<3 pro z€R

a 2 — +o00 pro x — 400 pak davaji vysledek

oSmein gyg
lim 3 T = = —T.
T—too 2L T2 ] 0—-1

X

V prede 1é tivaze jsme vlastné pou ili Vétu o tfech limitach a zapis ¢/oo = 0
platny pro ¢ € R (nebo pfimo ohr./co = 0, kde ,ohr.“ znaé¢i ohranic¢enou
funkei).



Tento postup lze zobecnit. Pro limitu tvaru

i 1@+ fo(@) + -+ fn(2)
T—T0 gl({L') + gg(l’) +---+ gn(IL‘)

i

pricem
fi(z) :
=0, 21€1{2,...,m},
z—ao f1(x) t J
lim 9:(z) =0, i€{2,...,n},
e—z0 g1 ()
plati

. f@)+ )+ fal@) L fi(@)
lim = lim ,
v=ao g1(2) + g2(x) + -+ gn(x)  a=w0 g1(2)
pokud limita na pravé strané existuje. Je pfitom vyhodné si uvédomit (t¥eti
z limit lze urcit napt. pomoci I’Hospitalova pravidla, se kterym se seznamime
pozdéji), e

c ¢ 2P a
lim — =0, lim — =0, lim — =0, lim — =0
r—+o00 % z—+oo 0 z—+oo ¥ r—+o0 b
pro
ceR, O<a<pf, 1<a<hb.

Odtud ihned plyne

. 3+l 4 b 4y . 3.3%
lim ———— = lim =3;
x50 3T 4+ 2% 4 g2 z—4o00 37
4% — 86 — 27 — 167 4%

o 30 5 TTre 2 et AT e
Uvédomime-li si, e je

= —0OQ.

lim arctgx =
r——+00

> 1,

(CN

stejné snadno dostaneme

103
— sin arct arct
lim Vo —sinTz fwar 8L _ lim AT _ oy arctgx:g.

T—+00 V14 2x + 22 T—+00 /g2 r—+00

O

5.7. Vycislete limity

li VI SO S
lm PEEErY —_— M
nmoo\1-2 ' 2.3 3.4 (n—1)-n)’

1 1 1
lim + +ot ) :
"*m<¢ﬂ+ﬂ, Vn2 42 VnZ+n
Reseni. Nebo pro ka dé piirozené éislo k > 2 je (provadime tzv. rozklad na
parcialni zlomky — budeme jej probirat u integrovani racionalnich lomenyjch
funkci)

1 1 1

(k—1)k k-1 Kk’



plati
I PR S I
1m ==
noeo\1-2 2.3 3.4 n—1)-n
1 1 1 1 1 1 11 1
nin§o<1 SRR R R S n> nlféo< n>

Poznamenejme, e stanoveni této limity je dile ité: urcéuje soucet jedné z tzv.
teleskopickych fad (se kterou pracoval ji Johann I. Bernoulli).
Ke stanoveni druhé limity vyu ijeme Vétu o tfech limitach. Odhady

1 1 1 1 n
R S > TR = ,
n2+1 Vvn2+n  Vn2+n vni4+n  Vn?4+n
1 1 1 1 n

n2+1 Vn24+n T Vn2+1 vn2+1 Vn?2+1

pro n € N davaji

n 1 1 n
lim ——— < lim +--~+> < lim ——.
n—»oo,/nZ_i_n n—>oo<,/n2_|_1 ,/n2+n n—00 n2_|_1
Proto e
il Sy A Sy s Sl R
je rovné

1 1 1
lim + +~~-+):1.
n—00 (\/n2—|—1 Vn2 +2 vn?+n

5.8. Spoctéte

V14 —V1—2
lim ;
z—0 T

cosx — sinzx

;anrl/zl cos (2z) '

()

lim <v3x4 (€/x2+2x—|—3— %/:C2—|—2x—|—2)> :
Tr——+00

ReSeni. V echny uvedené limity vypoéitdme pomoci vhodného roz ifeni

zadaného vyrazu. V pfipadé prvni limity vynasobime citatele i jmenovatele

vyrazem

Vi+zrz+V1—z
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a vyu ijeme znamého vztahu (a — b) (a + b) = a® — b%. Takto obdr ime

. VI+z—V1-2 (1+2)—(1—2x)
lim = lim
z—0 X x—>0x(\/l—|—$+\/1—l’)

2 2
a=0/1+ax+vV1-2z V1+y1

Podobné vypocitame

cosz —sinz . (cosz+sinz) (cosz — sinz)
im ——— = lim -
a—m/4  cos (27) e—n/4  (cosx +sinx) cos (2z)
2 L2

COS™ X — S~ x

lim -
z—m/4 (cosx + sinz) cos (2x)
. 1 1 V2
lim - —_
z—m/4 COST + sinx f + i 2

U provedeného kraceni pripomenme identitu
cos (2x) = cos’x —sin®z, 2z €R.
Abychom mohli pfi uréovani posledni limity pou it

(a—1b) (a*+ab+b?*) =a® - b°,

k roz ifeni potiebujeme vyraz

V(@2 420432+ Va2 + 2043 Va2 + 22+ 2+ {/ (22 + 22+ 2)%,

ktery odpovida a? + ab + b?, resp. volime

a= a2+ 2z+3, b= va2+ 2z +2.

Timto roz ifenim pfevedeme limitu ze zadéni na

lim W((az2+2x+3)—(x2+2x+2))

pee (@2 +2043) 4+ Va2 + 20+ 3- Va2 + 25 + 2+ {/ (22 + 2z + 2)*

tj.

3
. x4
lim

T (a2 4 2w+ 3) + VAt + 22+ 8- VaZ + 2z 4 2+ /(a2 + 22 + 2)°

Posledni limitu umime snadno vy¢islit. Vime toti , e je ur¢ena pouze jednim
¢lenem v citateli a jednim ve jmenovateli, a to axP pro nejvét i p (v tomto
pripadé je uva ovany ¢len ve jmenovateli rozdélen na nékolik séitanci). Plati
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tudi
3/ 4
lim ¢
Tee (a2 +20+3) + Va2 ¥ 20+ 3- V22 + 22 + 2+ {/ (22 + 22 + 2)*
3/ 4 3/ 4
= lim v = lim z é

r—-+00 3/(332)2 + 3/;2' 3/;2_+_ 3 (x2)2 x—>+oo33/x4 =
Celkem tak je

lim (5’/?4(%/3:2+2x+3— {’/x2+2x+2)) :%.

T——+00

5.9. Pro libovolné n € N urcete limitu
lim (14 2nx)" — (1+ nx)zn‘

x—0 $2

Reseni. Podle binomické véty je

(14 2n2)" =1+ (711) 2nx + <Z> (2nz)* + P (z) 2%, z€eR,

(1+ne)? =1+ (21”> nz + (22”> (nz)?+Q(z)23, zeR

pro jisté polynomy P, (). Radéji vyzdvihnéme, e piedchozi vyjadieni sku-
tecné plati pro v echna n € N. Pro n = 1 si sta¢i uvédomit, e klademe (;) =0
a e polynomy P, () mohou byt identicky rovny nule. Dostavame tedy

(1+2nz)" =142n2z+2n3(n—1) 2>+ P(z)2®, z€R,
(14nz)* =14+2n%2+n°2n—-1)22+Q(2) 2%, zeR.

Pouhé dosazeni a jednoduché upravy ji davaji

lim (1 + 2n2)" — (1 + nx)*" B

z—0 x2 N

lim (2n (n—1) —n® (2n — 1)) 2 + (P(z) — Q(z)) «* _
z—0 x2

iii% (—n® + (P(z) — Q(z)) z) = —n® + 0 = —n?®.

5.10. Spocitejte
lim (tgz)® ).

z—7/4

ReSeni. Limity typu 17 (jako je v zadani) lze poéitat podle vzorce

lim 2)—1Da(z
lim f(2)7®) = eroim 7).
T—T0
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jestli e limita na pravé strané existuje a f(z) # 1 pro x z jistého ryziho okoli
bodu zg € R. Uréeme proto

lim ((tgz — 1)tg (22)) = lim ((Smx - 1) sin (2‘”))

z—m/4 z—m/4 \ \ COS T cos (2z)
. sinx — cosx 2sinx cosx
= lim . —
z—7/4 cos T cos?2x —sin®x
. 2sinz 2§
= lim — . = — = —1.
e/ cosx +sinx V2 4 V2
2 2
Odtud mame
lim (tgz)®®) ==
:1:—>7r/4( & )

Dopliime, e pou ity vzorec plati obecnéji pro ,typ 1951« tj. bez kladeni
jakychkoli podminek tykajicich se limity lim, ., g(x), ktera tak ani nemusi
existovat. O

5.11. Uka te, e je
sinx

lim =1.

z—0 X

Reseni. Uva ujme jednotkovou étvrtkru nici v prvnim kvadrantu a jeji bod
[cosz,sinz], z € (0,7/2). Délka kruhového oblouku mezi body [cos z, sin ]
a [1,0] je rovna x. Zfejmé tedy je

. T
simnr <z, x€ (0,§>.

Hodnotu tgx potom vyjadiuje délka tsecky s krajnimi body [1,sinxz/ cos x]
a [1,0]. Vidime, e je (p¥ip. si nakreslete obrazek)

r<tgzx, x¢€ (O,g).
Tato nerovnost rovné vyplyvéa z toho, e trojahelnik s vrcholy [0,0], [1,0],
[1,tgx] mé ocividné vét i obsah ne uva ovand kruhovad vyse¢. Dohromady

jsme ziskali
sinzx T
’ T e <07 7) 9
CcosS T 2

T 1 T
1< —< , TE (0, *) )
sin x CoS T 2

sin x T
1> > cos T, xe(O,i).

sinz <z <

tj.

x
7 Veéty o tfech limitach nyni plynou nerovnosti

sin x

1= lim 1> lim > lim cosx =cos0 =1.

z—0+ z—0+ X x—0+

Dokazali jsme tak, e

. sin x
lim =1.
z—0+ X
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Funkce y = (sinz)/z definovand pro z # 0 je ov em sud4, a tudi je

. sinx . sinx
lim = lim
r—0— X z—0+ X

=1.

Proto e obé jednostranné limity existuji a jsou si rovny, existuje oboustranna
limita a plati pro ni
sin x . sin x

lim = lim
z—0 X rz—0+

=1

Poznamenejme je té, e uvedenou limitu lo velmi snadno vy¢islit za pomoci
I’Hospitalova pravidla. (|

5.12. Stanovte limity

2

n " 1\" 1\"
lim ( ) , lim <1 + > , lim <1 — ) ;
n—oo \ N + 1 n—oo n2 n—oo n

. sin?z . T . arcsinzx
lim , lim ——, lim ——;
z—0 X z—0 sIn“ ¢ z—0 T
. 3tg’x . sin(3z) . tg (3z)

lim 5 lim ——=, lim ———=;
z—0 b z—0 sin (5x) z—0 sin (5x)
) e5a: _ 6293 ] e5z —e 2
lim , lim ———.
z—0 xT z—0 SIn (2513)

Reseni. Pii uréovani téchto limit vyu ijeme znalosti limit (a € R)

n 1 r 1
lim (1 n 9) —e¢  m T g fm =1
n

n—oo z—0 T z—0 T

Vime tedy, e je

—1 . 1 " . n—1 n
e = lim (1—-— = lim .
n—00 n n—00 n

Substituce m = n — 1 déva

n—1\" m \" m \" m
lim = lim [ —— = lim | —— - lim ———.

Celkem mame

1 . m m . m
e = lim | —— - lim —.
m—oo \ m+ 1 m—oom + 1

Druh4 z limit je zjevné rovna 1. Kdy zménime oznaceni (nahradime n za m),

mi eme napsat vysledek
n n
e ! = lim ( > .
n—oo \n+1
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Dale plati

. 1\" . 1\~
Iim (14 — = lim (1+ —
n—oo n n—oo n

1 n? 1 n\ n
lim (1_> ~ lim <(1_>> —o.
n—oo n n—oo n

Upozornéme, e prvni z prede lych vycisleni vyplyva z limit
2

. 1\" . 1\™ o1
lim (1+ — = lim (1+ — =e, lim — =0
n—oo n m— 00 m n—oon
a druhé potom z

1 n
lim (1 — > —e b lim n = +o0,
n— 00 n n—oo
pricem klademe e~ = 0 (zapis oznacuje lim,_,_, e* = 0 — jedn4 se o urcity
vyraz).
Snadno lze ziskat
2

. sin‘“zx . . . sinx
lim = lim sinz - lim =0-1=0.
z—0 T r—0 z—0 X
Ziejme je
. x _
lim — =11=1
z—0 sin x
a limita
. 1
lim —
z—0 sin x

neexistuje (zapisujeme 1/ 4 0). Kdybychom tedy k vypoctu limity

lim —;
z—0 s1n“ x

u ili pravidla o limité souc¢inu, obdr eli bychom 1-1/+0 = 1/£0. To znamen4,
e tato limita neexistuje (opét jde o urcity vyraz). Ke stanoveni

. arcsinz
lim ——
z—0 X
pou ijeme identitu x = sin (arcsinz) platnou pro z € (—1,1), tj. v jistém
okoli bodu 0. Pomoci substituce y = arcsin x dostavame

arcsinx . arcsin x .
im —— = lim ——— X = lim —
a—0 @ z—0 sin (arcsinz)  y—0siny

=1.

Poznamenejme, e y — 0 plyne z dosazeni x = 0 do y = arcsin z a ze spojitosti
této funkce v pocatku (to také zarucuje, e jsme tuto substituci mohli ,bez
obav“ zavést).



Ihned vidime, e je

I 3tg’x I 3 sinz sinz 1
im ——— = lim ( - - . :
z—0 ba? z—0 \ B T x cos? x
. . 1
:§~limsmx-limsm$~lim :%.1-
5 z—0 x z—0 I z—0 cos2 x 5
Vhodné roz ifeni a substituce davaji
sin (3x) . sin (3z) 5x 3
im — = lim - N
z—0sin (bx)  2—0 3x sin (5z) 5
sin (3x) Sx 3
=N - lim — R
a—0 3x  2—0sin(bx) 5
. siny . z 3 3
= lim - lim — —=1-1-=-=
y—0 gy 2—0sinz b 5
Pomoci prede 1ého vysledku pak lehce spocitdme
tg 3z) . sin (3z) 1
2—0sin (5x)  2—0 \ sin (5z) cos (3x)
_ STH(3$)‘ i 1 :§.1:
2—0 sin (5x) z—0cos(3z) 5
Podobné mti eme stanovit
5r _ 2% (5-2)x _ 1
e e e
lim — =1 e~ (5-2
L ( G-2a >)
3r
— lim ¢®® . lim © 1
z—0 z—0 3z
Y —1
—e® lim——~.3=1-1-3=3
y—0 Yy

a rovné

e 7 . e’ — 1 et -1
lim ———— = lim [ — — = =
2—0 sin(2z)  2—0 \sin(2z) sin(22)

. [T -1 21 5 e *—1 21 1
hm - = - - = . —— —
0 5r  sin(2x) 2 —x  sin(2x) 2
A 2z 5 .. e *-1 2z
lim lim —— - = — lim - lim — .
z—0 br  z—0sin(2x) 2 2—0 —x  2—0sin(2x)
Coetr—1 . z 5 Coev—1 . z 1
lim - lim — - — — lim - lim — l—=] =
u—0 U z—08inz 2 v—0 v z2—0 sin 2 2

5.13. Vypoctéte limity

1— 2
g 1008 (20),
x—0 rSsmmax

. 1—cosx
lim —
x—0 i

1-

3
-

1=2
)

15
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Reseni. Spojenim diive prezentovanych postupi s jednim dile itym vysled-
kem

. sinzx
lim =1
z—0 X
snadno ziskdvame
2 2
. 1 —cos(2x 1 —(cos*x —sin“x
lim # = lim ( - )
z—0 gxsinzx z—0 rsinx
) (1 — cos? w) + sin?
= lim -
z—0 rsinx
2sin? . sinx
= lim - = lim 2 =2;
z—0 rsinx z—0
resp.
. 1—cosx . 1—cosx 1+cosxz . 1—cos?z
lim — = lim 5 . =lim 5———
t—0 z—0 x 1+cosz 2—0 22 (1 + cosx)
. . 2
. sin? x . sinzx . 1 1
:111112—: lim Slim —— = —,
z—0 22 (1 4 cos x) 2—0 X z—01+4cosz 2

Dodejme, e jsme také mohli hned vyu it vyjadieni

1 — cos (2x) = 2sin’ z €R.

5.14. Bez pou iti Véty o tfech limitach doka te, e funkce

R(z) = x, xE{%;nEN};
N 0, xGR\{%;nEN}

je spojita v bodé 0.

Reseni. Funkce R je spojita v bodé 0, pravé kdy je
lim R(z) = R(0) = 0.
z—0

Z definice limity uka eme, e tato limita se skute¢né rovna 0. Pii ,obvyklém“
znaceni je a = 0, 9 = 0. Nech 6 > 0 je nadale libovolné. Pro jakékoli
x € (—0,9) je R(z) = 0, nebo R(z) = z, a tudi (v obou pfipadech) dostavame
R(z) € (—6,0). Jinymi slovy, vezmeme-li libovolné §-okoli (—6, ) hodnoty a
a prifadime-li mu (—d,d) (jako okoli bodu zg), pak pro ka dé = € (—4,9)
(z uva ovaného okoli z¢) plati, e R(z) € (=0, ) (zde na interval (—4, ) nahli
ime jako na okoli a). To odpovida znéni definice limity (nemuseli jsme ani
po adovat, aby bylo x # x).

Uva ovand funkce R se nazyva Riemannova funkce (proto oznaceni R).
V literatufe se ov em uvadi v raznych modifikacich. Napt. o funkci

1, zeZ;
f(z) = %, xz%erronesoudélnép,qGZaq>1;

0, z¢Q
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se ,,Casto“ hovori jako o Riemannové. O

5.15. Dodefinujte funkci
20 — 1
— (12 ;
f(z) = (2% —-1) sin—5—, @ # +1(z € R)
v bodech —1, 1 tak, aby byla spojita na R.
Reseni. Dana funkce je spojitd ve v ech bodech svého defini¢niho oboru.
V bodech —1, 1 bude spojita, pravé kdy polo ime

F(~1):= lim ((x2—1)sin2xi>, F(1) = lim ((x2—1)sin2xi).

r——1 2 — x? —

Pokud by jedna z téchto limit neexistovala (pfip. byla nevlastni), funkci by
ne lo spojité dodefinovat. Oc¢ividné je

2¢ —1
2_1’<1, x # +1(x € R),

sin

x
odkud plyne
—|2*—1| < f(z) < |2® = 1|, z#*l(zeR).

Proto e
lim ‘x2—1‘ =0,
r—=+1
z Véty o tfech limitéch ji dostavame vysledek f(+£1) := 0. O

5.16. Ovérte, e je limita

(a)

sin (2x) — 2sinx

li t —;
200 26 — 22 — 2 — 2 YPR
(b)
. Inz 00
lim typu —;
z—0+ cotgx 00
(c)
li * L t
im - u 00 — 00;
r—1+\x—1 Inzx P ’

lim (In(z—1)-lnz) typu 0 - oo;

rz—14
(© 1
li tgx)me  t 0,
Jim (cotg ) ypu o0’
() 1
i z2
lim <smx> typu 1°°;
z—0 X

Inz
lim (cos %) typu 0°.

r—1—
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Poté ji spoctéte u itim ’Hospitalova pravidla.
Reseni. Bezprostfedné mi eme potvrdit, e je
(a)
lim (sin (2z) — 2sinz) =0 —0 =0,

z—0
lim (2¢" —2® =22 —-2) =2-0-0—-2=0;
z—0
(b)
lim Inz = —o0, lim cotgzx = +o0;
z—0+ z—0+4
(c)
) T . 1
lim = +o00, lim — = +o0;
=1+ —1 z—1+ Inx
(d)
lim Inx =0, lim In(z —1) = —oc;
r—1+ r—1+
()
. . 1
lim cotgx = 400, lim — =0;
z—0+ z—0+ Inx
(f) _
lim o8 =1, lim — = +o0;
z—0 X z—0 T
(8) .
lim cos — =0, lim Inz = 0.
rz—1— 2 rz—1—

Pfipad (a). Aplikovani ’'Hospitalova pravidla prevadi limitu
sin (2z) — 2sinx
0 2T — 12 — 21 — 2

na limitu
. 2cos(2z) —2cosx
lim

z—0  2e* —2x — 2
kterda je ov em typu 0/0. Dal imi dvéma aplikacemi 1'Hospitalova pravidla
dostavame

)

. —4sin(2x) + 2sinx
lim
z—0 2e* — 2
a (vy e uvedend limita je opét typu 0/0)
. —8cos(2z)+2cosz —8+42
lim = =
z—0 2e* 2
Celkem tak mame (vratime se k ptivodni limité)

-3.

sin (2z) — 2sinx
lim (22) = -3.
z—0 2e% — 32 — 2 — 2
Dodejme, e opakované u iti ’'Hospitalova pravidla v jednom prikladu je bé
né.
Nadale budeme klast, e se limity podild derivaci ziskané I’Hospitalovym
pravidlem pfimo rovnaji ptivodnim limitam podild. Takto si m@& eme pocinat,
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pokud obdr ené limity na pravych stranach budou existovat, tj. o platnosti
zapist se vlastné budeme presvédcéovat dodatecné.
Pripad (b). Tentokrate derivovani ¢itatele a jmenovatele dava

. Inx . % . —sin?z
lim = lim — = lim ———.
e=0+ cotgr  w—0+ —— =0+ T

Posledni limitu umime snadno urcit (dokonce ji znadme). Z

sinx

lim —sinx =0, lim =1

z—0+ z—0+ X
plyne vysledek 0 = 0-1. Také jsme mohli znovu pou it ’'Hospitalovo pravidlo
(nyni pro vyraz 0/0) se ziskem
—sin?x . —2-.8inx-cosx —2-()-1_

lim ——— = lim =
z—0+ T z—0+ 1 1

Piipad (c). Pouze pfevodem na spole¢ného jmenovatele

) T 1 . xlnz—(x—-1)
lim —— | = lim
a—l+\z—1 Inzx a—1+ (x—1)Inz

jsme obdr eli typ 0/0. Je

. zlnz—(z—1) . o Inz+2 -1 ) Inz
lim = lim ——%—— = lim —F——.
a—1+ (x—1)lnz =1+ =+ Inx 2=+ 11— +Inx

Maéme podil 0/0, pro ktery (opét dle ’'Hospitalova pravidla) plati
Inz . 1 1 1

hmli—hm 121: = —.
=1+ 1— s +Ilnz o=+ 54+ 141 2

Navratem k ptivodni limité zapi eme vysledek

. T 1 1
lim -—— ) ==
z—1+\x—1 Inzx 2

Piipad (d). Uvedeny vyraz pievedeme na typ oo/oo (pFesnéji feceno, na
typ —oo/00) vytvofenim zlomku

1 -1
lim (In(x—1)-Inz) = lim M
z—1+ r—1+ e
Podle I'Hospitalova pravidla je
. In(z-1) . ﬁ o —zln®z
lim ———* = lim —5——— = lim ———
r—14 —_ r—l4+ ——5— . = z—1+ x—1
Inz In2z =«

Pro tento neur¢ity vyraz (typu 0/0) lze pokracovat I’'Hospitalovym pravidlem
a stanovit

o —zln?z . —In?z—2zlnz -1 0+0
lim — = lim z _— _ -

0.
z—1+ x—1 r—1+ 1 1
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Piipady (e), (f), (g). Proto e

, i Inteoten)
lim (cotgz)mz = er—0+ ;
z—0+
1 .
sinx \ =2 lim 25"
lim =er—0
z—0 X
. Tx\Inz lim (lnz-ln(cos%))
lim <cos —) = ev—1- ,
r—1— 2

postacuje vypocitat limity uvedené v argumentu exponencialni funkce. Po-
moci I’Hospitalova pravidla a jednoduchych taprav ziskavame
1 -1

In (cotgz o0 g
lim&: tpr:hmM:
z—0+ Inz —00 z—0+ <
—x 0 -1 -1
lim ——— = |typ =| = lim = =—1;
z—0+ cosx - sinx [ P 0] v—0+ cos?x —sin?z  1—0 ’

. ln sn{;x r T . SIi - . X COs i;sln X . T COST — Sin T
lim 5 — = |typ =| = lim = lim —
z—0 L O_ z—0 2x z—0 2x4sinx
[ 0] . cosx —xsinx —cosz ) —sinz
= |typ = | = lim - 5 = lim —
|7 0] 2—0 4xsinz + 2z°cosx —0 4sinx + 2x cos v
[ 0] —cosx —1 1
= typ —_ = 111m " = g =,
i 0 z—04cosz +2cosx — 2zsinx  4+4+2-0 6
a tudi
. 1 _ 1
lim (cotgz)hmz =e ' = =;
z—0+ e

1
I sinz \ =2 1 1
im —e 6 = —.
x—0 X \6/6

Obdobné lze postupovat pii ur¢ovani posledni limity. Plati

lim (lnx-ln (cos %)) = lim M = |:typ :ﬁ — OO]

rz—1—

Nebo je tento vyraz typu 0/0, mohli bychom pokracovat I'Hospitalovym
pravidlem; misto toho ale pfejdeme od

. xsin G- In? z

lim ————
z—1— cos 5
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k soudinu limit

. . T . In?x . In2 2z
lim (zsin—) - lim — =1- lim —-
r—1— r—1— COS 5 r—1— COS 5

Teprve nyni aplikujeme I’Hospitalovo pravidlo pro

) In?z [
lim =

1
a—1- cos 5

0 .
typ } = lim T:

=0.
_(_ in T _ T
0 z—1 ( 5 ) sin %5 3

Celkem mame

™ T
li (1 § ( 7>):7-1-0:0,
1m nx-1in | cos 2 2

z—1—
tj.

. T\ Inz
lim (cos —) =e =1.
r—1— 2

5.17. Urcete

: < 1>
lim | cotgx — — | .
z—0 T

Reseni. Uvédomime-li si, e je

lim cotgx = +oo, lim — = +o0,
z—0+ rz—0+ X

lim cotgx = —oo, lim — = —oo0,
z—0— z—0— 2

vidime, e v pfipadé obou jednostrannych limit dostavame typ oo — co. M1
eme tedy uva ovat najednou oboustrannou limitu. Funkci kotangens zapi eme
jako podil kosinu a sinu a zlomky prevedeme na spolec¢ného jmenovatele, tj.

. 1 . xcosr —sinx
lim { cotgz — — ) = lim ———.
rz—0 xT x—0 Trsmax
Obdr eli jsme vyraz 0/0, pro ktery plati (podle 'Hospitalova pravidla)

. xrcosx —sinx . CcosT —xsSinx —cosx . —zrsinx
lim ————— = lim - =lim ———.
z—0 rsinz 2—0 sinx + x cosx z—0 sinx + x cosx

Druhym pou itim I'Hospitalova pravidla pro typ 0/0 pak ji dostaneme

. —xrsinx . —sinx — xCcosx 0-0
Iim ——— = lim - = =
z—0sinx +xcosr z—0cosx+ cosx —zsinz 1+1-0

0.
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5.18. Vycislete

. Inz : 1 : 1
lim —, lim zln—, lim ze=;
T—+00 I z—0+ x z—0+
_1
. 1 . € @ .
lim ze =, lim —--, lim (lnz—x);
z—0— x—0 T 00 2—+00

. x i Vo +1 . x
im ——— im —, im ——.
z—+4oo x + Inx - cosx z—+oo v/x + 3 z—+00 /22 + 1
Reseni. Snadno lze zjistit (napi. n-nasobnym u itim ’'Hospitalova pravidla),
e pro libovolné n € N je

n xX

. . . e
lim — =0, f{j. lim — = +o0.
r—-+oo el r—-+4oo M

7 Véty o tfech limitach potom pro reilna ¢isla a > 0 ihned plyne zobecnéni
a X

lim — =0, tj. lim — = 4o0.
r—+o0 e¥ r—+oo ¢

Uva ime-li, e grafy funkci y = e* a y = Inz (inverzni funkce k y = e*) jsou
symetrické vzhledem k pfimce y = z, vime déle

im —% =0, tji. lim — =

Ziskali jsme tak prvni vysledek. Ten pritom dava rovné 1I’Hospitalovo
pravidlo, podle kterého je

. Inx . .
lim — = lim = lim —=0.
r—-+00 I T—+00 T—+00 T

Upozornéme, e 'Hospitalovo pravidlo 1ze pou it k vycisleni ka dé z dal ich
péti uvedenych limit. Je ov em mo né urcit tyto limity jednodu imi zptisoby.
Napft. substituce y = 1/x vede na

1 In
lim zln— = lim —yzo;
z—0+ x y—+oo Y
. 1 .Y
lim zer = lim — = +o0.
z—0+ y—+oo Y
Samoziejmé x — 04 davd y = 1/x — 400 (pi eme 1/ + 0 = +00).
Pomoci substituci u = —1/x, v = 1/2? po fadé dostavame
. _1 . e
lim ze ™+ = lim —— = —o0;
z—0— u—+oo U
1
e a2 v?0
lim = lim — =0,

z—0 x100 v—+oo ev
pficem x — 0— odpovidd u = —1/2 — +oo (pieme —1/—0 = +o00) ax — 0
potom v = 1/22 — 400 (znovu 1/ + 0 = +00). Ji difve jsme také objasnili,
e plati

lim (Inz—2)= lim —x=—oc.
T—+00 T—-+00
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Ptipadné pochyby snad rozptyli limita

. Inx —x . T
lim — = lim (1 — —) = —00,
rz—+oo  Inz z—-+00 Inz

kterda dokazuje, e pfi zmen eni absolutni hodnoty uva ovaného vyrazu (ani
by do lo ke zméné znaménka) stéle vyraz v absolutni hodnoté roste nade v
echny meze.

Stejné snadno umime urcit

. T . T
im ————— = lim — =1;
r—+oox+1Inx-cosx z—+oox

Vr+1 . Jx

N T L W e
a e

lim ——= lim — =1.
T—~400 /12 +1 T—+00 /2
Vidéli jsme, e I'Hospitalovo pravidlo nemusi byt nejlep 1 metodou vypoctu
limity jednoho z typtu 0/0, co/oco. Na pfedchozich tfech prikladech lze ilu-
strovat, e jej ani nelze v dy (pro neurcité vyrazy) aplikovat. Kdybychom jej
pou ili k Te eni prvniho z nich, obdr eli bychom pro z > 0 podil

1 x

14952 —Ing-sinz x+4+cosz —xlnz-sinz’

ktery je slo itéj i ne puvodni. Dokonce pro x — 400 limitu nemé. Neni tedy
splnén jeden z predpokladt I’'Hospitalova pravidla. Ve druhém piipadé pak
(libovolny pocet opakovanych) pou iti 'Hospitalova pravidla vede na neur¢ité
vyrazy. Pro posledni limitu nas ’'Hospitalovo pravidlo vrati do zadani: dava
nejdrive zlomek

1 vV +1

2x

T
2vVz2+1
a nasledné
2
2Vz2+1 x

1 ViZ+1

Odsud mt eme odvodit, e limita je rovna 1 (hleddme nezdpornou hodno-
tu a € R takovou, aby platilo a = a™!), pouze kdy dfive dok4 eme, e viibec
existuje. O

0.19. Urcete suprema a infima mno in
1)

v R.
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Reseni. Plati

sup A = 6, inf A = —3;
1

supB:Z, inf B = —1;

supC =9, inf C' = —9.

0.20. Naleznéte sup A a inf A pro

A:{n+(n_1);neN}CR.

Reseni. Lehce lze ukazat, e

supA:g, inf A =0.

0.21. Je-li
N={1,2,....n,...}, M= {—;;nEN}, J =(0,2] U [3,5] \ {4},

stanovte inf N, sup M, inf 7 a sup J v R.
Reseni. Ziejmé je
infN=1, supM=0, inf7=0, supJ =5.

0.22. Napi te priklad mno iny M C R, kterd nema v R infimum, ale ma zde
supremum; a udejte pfiklad mno iny N C R, kterd nemé v R supremum, ale
mé zde infimum.

Reseni. Lze polo it kupf.
M :=7Z\N; N :=N.

0.23. Uvedte podmno inu X mno iny R, pro kterou je sup X < inf X.
Reseni. Uva te jakoukoli jednoprvkovou mno inu X C R.

0.24. Udejte priklad mno in A, B, C' C R takovych, aby platilo
ANnB=0, AnC=0, BNC=(, supA=inf B=infC =supC.

Reseni. Mno ina C' musi byt jednoprvkova. Nech je tedy napt. C = {0}.
Nyni mt eme zvolit A = (—1,0), B = (0,1).

0.25. 7 definice limity doka te, e je
lim (2% —2) = —2.

z—0
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Reseni. Pro ka dé € > 0 staci e-okoli bodu —2 pfifadit §-okoli bodu 0 pied-
pisem

€90, d=c¢g,
pfi¢em bez jmy na obecnosti lze po adovat, aby € < 1. Pokud by toti bylo
€>1,lze poloit 6 =1.
0.26. 7 definice limity urcete

lim 7(1 + )~ 3,

z——1 2
tj. mj. napi te 0(e)-pfedpis jako v minulém piikladu.
Reseni. Existence limity a rovnost

. (1+=z?-3 3
napf. opét plyne z volby ¢ := ¢ pro ¢ € (0,1).
0.27. Uka te z definice limity, e

3(z—2)"

lim = +00.

T——00 2

Reseni. Nebo — (z — 2)* < 2 pro 2 < 0, dostavame 3 (z — 2)*/2 > —x pro
x < 0.

0.28. Stanovte

n—oo

Reseni. Plati
. i+3+ +n—2+n—1 L 1+n—1 n-—1 _1
s n2  n2 n2 n2 a2 n? 2 )

0.29. Vypocitejte
y V3 —11n2 + 2+ Vn” —2n5 —n3 —n +sin’n
im )

n—oo 2 —V/5nt+2n3 +5

Reseni. Snadno lze ukizat, e
VM1 + 24+ V/n" —2n% —n3 —n+sin’n
lim = —00.

n—00 2 —v/bnt+2n3 +5

0.30. Vycislete limitu

|4+ (n—2)! — (n — 4)!
i " +(n—2)—(n—4)
n—oo  n%0 +nl—(n—1)!

Reseni. Limita je rovna 1.
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0.31. Udejte priklad posloupnosti majicich nevlastni limity se ¢leny ., yn,
n € N, pro které je
lim (z, +yn) =1, lim (2,y2) = +oo.
n—oo n—oo
Reseni. Kupf. lze polo it

Tp =N, Yp:=-Nn+1, n € N.

0.32. Napi te v echny hromadné body posloupnosti dané cleny
e
=
V4n? +5n+ 3

Reseni. Spravna odpovéd je +1.

0.33. Spoctéte
lim sup a, a lim inf a,,

n—o0 n—oo
je-li
2
n“+4n—95 . onm
= ———— sin® — eN.
Qn OBy sin” —=, m
Reseni. Vysledek je
lim sup a, =1, lim inf a, = 0.
n—00 n—oo

0.34. Vydcislete

1 n
lim inf ((—1)" (1 + > +sin W) :
n—oo n 4
Reseni. Plati

1\" nmw \/§
lim inf ((—1)" (14 = n ) = _e— Y2,
im in (( ) ( +n> +S1n4> e~

0.35. Urcete obé jednostranné limity

. 1 . 1
lim arctg —, lim arctg —.
z—0+ x r—0— X
Na zékladée vysledku rozhodnéte o existenci limity
) 1
lim arctg —.

x

xr—

ReSeni. Nebo

li tgt =T li b+
im arctg — = — im arctg — = ——
z—0+ & xz 2’ z—0— & x 2

Y



uva ovana oboustranna limita neexistuje.

0.36. Existuje néktera z limit

sinx 5zt +1
m———-7?

—_— li
1'3 ’ x—0 T

lim

z—0

Reseni. Prvni z limit je rovna +o0o, druhé neexistuje.

0.37. Vypoctéte limitu
. tgx —sinx
hm . 3 -
z—0  sin°x

Reseni. Limitu lze spo¢itat vice zptisoby. Nabizi se napi.
tgx —sinx (tgw—sinx cotg:c)
—————— = lim .

lim —3 —3
z—0  sin°x z—0 sin® x cotgx

1 —cosx 1 —cosx

a—0cosx-sin’x  2—0cosx (1 — cos? x)

1 1

im :
z—0cosz (1+cosz) 2

0.38. Vy¢cislete
I 2sin® x + 7sin?z + 2sinz — 3
im .
z—n/6 2sin® z + 3sin®x — 8sinz + 3

Reseni. Plati

2sin®z + Tsin?z + 2sinz — 3 . sinz + 1

lim —3 —5 - = lim -
z—n/6 2sin° x + 3sin“x — 8sinx +3  z—=n/6 sinz — 1
0.39. Pro libovolné m,n € N urcete
™ -1

11m .
z—1 " —1

ReSeni. Je
™" -1 m

z—1 " — 1 n’

0.40. Vycislete
lim (\/x2 +x —:U) :

Tr—-+00

ResSeni. Po roz ifeni vyrazem

Vit z+o
Vii+r+o
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Ize lehce dostat

1
lim (\/x2—|—33—x) =5

T—-+00

0.41. Stanovte

lim (m\/l—i—mQ—xz).

r—-+00

Reseni. Plati

lim (x\/1+a:2—x2> = ;

T—+00

0.42. Vypocitejte
o V2—1+cosz
lim —5 .
z—0 sin® x

Reseni. Je

i V2 —V1+cosz V2
im = —.
z—0 sin? z 8
0.43. Vycislete
lim sin (4z) '
z—=0/xr+1-—-1

Reseni. Roz ifenim zlomku ze zadani je mo né obdr et

TG
z—=0/rx+1-—1

0.44. Spoctéte

1+t — 1 -
lim VI+ g:z:. V tg:n.
r—0— sinx

Reseni. Plati

1+t — 1=t
hmx/+gx VI—tgz

z—0— sinzx

=1

0.45. Stanovte

I 2% 4 /14 22 — 29 — Tx® + 4422
1m .
z——00 3% 4 /626 4+ 22 — 182° — 592x4

Reseni. Ziejmé je
2 + V1422 — 29 — 72° + 442® 7

im = .
r——00 3% 4 /626 4+ 22 — 182° — 592z4 18
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0.46. Nech lim,_,_, f(z) = 0. Je pravda, e lim, ,_(f(z) - g(x)) = 0 pro
ka dou rostouci funkci g : R — R?

Reseni. Vyrok neni pravdivy. Uva te kupt.

f(z):=—, x€(—00,0); g(z) =z, zeR.

0.47. V jakych bodech z € R je funkce
ecos(x+2)—x3
y = cos | arctg | | 12221 + 11 |- — o + sin (sin (sin (sinx)))
s maximalnim definicnim oborem spojita?
Reseni. Uvedena funkce je spojita na celém R.

0.48. Rozhodnéte, zda je funkce

z, x < 0;
0, 0<z<1;
x, x=1;
€Tr) =
/(@) 0, 1<z <2
T, 2<zx<3;
ﬁ, >3

spojita; spojita zleva; spojita zprava v bodech —7,0,1, 2,3, 7.
Reseni. V bodech —m, 0, 7 je spojita; v bodé 2 je spojitd pouze zprava
a v bodé 3 pouze zleva; v bodé 1 neni spojitd ani z jedné strany.

0.49. Dodefinujte funkci

f(z) = arctg (1 + ;) - sin? 25 x € R~ {0}

pro x = 0 tak, aby byla v tomto bodé spojita.
Reseni. Je nutné polo it f(0) := 0.
0.50. Uvedte p € R, pro které je funkce
sin (6x
fla) = 2200)

3z
spojitad v pocatku.

z e R~ {0}; f(0)=p

Reseni. Funkce je spojitd pravé pro p = 2.
0.51. Zvolte redlnou hodnotu a tak, aby funkce
4

zt -1

h(x):x—l’ x> 1 h(z)=a, <1

byla spojita v R.

Reseni. Spravna odpovéd je a = 4.
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0.52. Libovolnym zpusobem ovéfte, e je

et -1
lim =
z—0 xT

1.

Reseni. Limitu lze snadno ur¢it napt. pomoci ’Hospitalova pravidla.
0.53. Vypoctéte

. sin® z . sin® x
lim T lim 3
r—04+ X r——00 I
Reseni. Je
. sin® sin®
lim 3 = 1 T = 0.
z—0+ X r——00 I

0.54. Urcete limitu

Reseni. Plati

0.55. Spocitejte
I
:vir(r)lf .2133

Reseni. Trojnasobné pou iti ’'Hospitalova pravidla dava

. sinx —x 1
lim — ==
r—0— X 6

0.56. Vy¢cislete limitu

lim ((1 —x)tg %) .

,1’—)1_

Reseni. Vysledek je 2/7.
0.57. Stanovte

ResSeni. Lze ukizat, e
lim ((E—x) tg:v) =1.
T—5— 2

0.58. Pomoci I’Hospitalova pravidla urcete

(2 22) )



Reseni. Je

0.59. Vypoctéte

I 1 1
im - .
z—>1\2lnx 22-1

Reseni. Limita je rovna 1/2.

0.60. U itim I'Hospitalova pravidla spoctéte limitu

2\*
lim <cos > .
Tr—-+00 X

2

2 X
lim <cos > =e 2,
Tr——400 X

lim (1 — cosz)¥"® = ..

r—0

Reseni. Plati

0.61. Doplnte

Reseni. Dvojnasobnou aplikaci ’Hospitalova pravidla lze obdr et

lim (1 — cosz)*"% =% = 1.
z—0

0.62. Urcete nasledujici dvé limity
lim xﬁ, lim zhe ,
x—0+ T— 400
pficem a € R je libovolné.

Reseni. V obou piipadech je vysledek e*.
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