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Prehled rozloZeni nahodnjch veli¢in

V tomto pfehledu jsou uvedeny vzorce pro pravdépodobnostni funkce,
respektive hustoty pravdépodobnosti ndhodnych velidin, dale pro jejich
stfedni hodnoty, rozptyly a pop¥ipadé kovariance. Pro nazornost uvadime
téZ grafy pravdépodobnostnich funkci & hustot pravdépodobnosti. V ex-
plicitnim vyjédieni nékterych hustot se vyskytuje funkce gama, kterd gse
v zékladnim kursu matematické analfzy pro posluchage uéitelského studia
nepfednasi. Proto uvedeme nejprve jeji definici a nékteré vlastnosti.

Definice. Bud s > 0. Definujeme I'(s) = ofoe_tt“"“ldt.
Véta. Funkce I'(s) méa nésledujici vlastnogti:
(i) Je spojitd v ka¥dém bodg svého definiéniho oboru a mé zde derivaci,
(ii) I'(s + 1) = s T'(s)
(i) Pro ka#dé pFirozené n plati I(n) = (n — 1)!

(iv) T(1) = ,T(1/2) = 7

1
(v) g = [T (1 =1 dt prop > 0,¢ > 0.

Vybrana rozloZeni diskrétnich ndhodnych veligin

1. Degenerované rozloZeni Dg(u)

Nahodn4 veli¢ina X ~ Dg{y) nabyva s pravdépodobnosti 1 pouze kon-
stantni hodnoty u.
{1 prox=p _ _
m)={g Bk " B =, D(X) =0

Pravdep. funkce Dg(1)
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2. Alternativni rozloZeni A(¥¥)

Nahodné veli¢ina X ~ A(¥) nabyvé pouze hodnot 0 nebo 1, znamenajic
napf. absenci nebo prezenci néjakého ,Gsp&chu®, jehoZ pravdépodobnost je
9, kde ¥ € (0,1).

1—4% proz=90
m{z) =< ¢ proz=1,E(X)=9,D(X)=9(1-1)
0 jinak

Pravdep. funkce A(0.75)

1
0.75
05
0.25
0
-0.25

8556 05 1 15 2

3. Binomické rozloZeni Bi(n, )

Néhodna, veli¢ina X ~ Bi(n,?) udava celkovy podet ispéchi v posloup-
nosti n nezavisle opakovanych pokusi, pfifem? v kaZdém z téchto pokusu
nastavé. ,spéch“ s pravdépodobnosti ¥, kde ¢ € (0,1) a n je pfirozené
¢islo.

@A -9 proz=01,..,n
m(z) = {Ox jinak
B(X) = n®, D(X) = n¥(1 — ¥)
Pravdep. funkce Bi(5,0.5) : Pravdep. funkce Bi(12,0.3)
0.3
04 o2 |
0.2 . . 0ty 1. .
0 : 0 -

02 : 01

1 0 1 2 3 4 5 8 <41 3 5 7 9 11 13
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4. Geometrické rozlozeni Ge(¥)

Néhodnd velitina X ~ Ge(d) udava celkovy podet ,netispéchi®, kterd
v nekonetné posloupnosti nezdvislych opakovanych pokusii pfedchézeji prv-
nimu ,Aspéchu”.Pravdépodobnost ,Gspéchu® v kazdém pokusu je ¥, kde
9 € (0,1).

{199 prox=0,1,..
m(x) = {O jinak :

E(X) = (1-9)/9,D(X) = (1-9)/9°

Pravdep. funkce Ge(0.25) Pravdep. funkce Ge{0.9)
0.37 0.15
0.2 . SRTRL
0.1? | 0.05
0 ML 0
OTTE S 7 s R T R T S S

5. Pascalovo rozloZeni Ps{k, )

Néhodna velicina X ~ Ps(k,?) udéva celkovy polet ,netisp&chi®, které
v nekoneéné posloupnosti nezévisljch opakovanych pokusti predchézeji k-
tému ,4spéchu”. Pravdépodobnost ,Gsp&chu® v ka¥dém pokusu je 9, 9 €
(0,1}, k je pFirozené gislo. Pro k = 1 dostaneme geometrické rozlozeni.

{z) = { (x+:_l)(1 —9)®9* proz=0,1,..
0 jinak

E(X)=k(1- é)/qs', D(X) = k(1 — 9)/9*

Pravdep. funkce Ps(3,0.25) Pravdep. funkce Ps(5,0.5)
a1 0.18
.08 R 0.14 -
0.08 } ‘ . 0.1 ) -
004y : . = o - =
0.02 _ .06 -
0 0.02 ",
-0.02 -0.02

12 5 8 11 14 -1 2 5 8 11 14
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‘6. Hypergeometrické rozloZeni H g(N , M,n)

V souboru N prvki je M prvkid oznaeno (M < N). Ze souboru
nshodné vybereme n prvki bez vraceni (n < N). Nihodni velidina
X ~ Hg(N, M,n) udédvé polet vybranych oznadenjch prvki.

(=)

(9] @by
w(z)={ (% proz= max{0; M — N +mn},...,min{n, M}
0 jinak

E(X) =42, D(X)=4r (1- %) =2

Pravdep. funkce Hg({10,7,5)

05
0.4 o
0.3{
0.2
0.1 x x

0
0.1

4 0601 2 3 4 5 6

7. Vicerozmérné hypergeometrické rozloZeni
Hg(N, My, ..., My, n)

Nahodny vektor (X3, ..., X3) ~ Hg(N, M, ..., My, n) udéva podet prvki
prvniho az k-tého druhu ve vybérovém souboru bez opakovani o rozsahu
n, ktery jsme vylosovali ze zdkladniho souboru rozsahu N, ktery se sklada
z M, prvkid prvniho drubu atd., aZ z My prvkid k-tého druhu, pfidemiz
My + ...+ My = N. Cisla N, My, ..., My, n jsou p¥irozena.

G- (GF)
(21, ey T} = ——l—(wj-b— proxy € {0,1,..,n},..,z € {0,1,...,n}, 71+

vtz =n

m(z1, ..., ) = 0 jinak

Pro ka#dé i € {1, ..., k} plati:

E(X;) = ", D(X;) = 2 (1- 3) =2

Pro kazdé i € {1,...,k},7 € {1,...,k},i < j plati:
Clxi Xp) = - %543
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8. Rovnomérné diskrétni rozloZeni Rd(G)

Néhodny vektor (X1, ..., Xn) ~ Rd(G) nabyva se stejnou pravdépodob-
nosti kaZdé z hodnot v konedné mno#ing G C R™.
l .
71—(.'1}'1, "'?ﬂ:ﬂ) = { m . %),ro (3:1’ ..":Bn) E G
0 jinak

Ve specidlnim jednorozmérném pifipads dostavame pro
G =1{0,1,..,6 — 1},

kde 4 je pfirozené ¢islo a tedy card(G) = 6,

1/6 proz=0,1,..,6 -1
me) = { jinak

E(X) = (6 —1)/2,D(X) = (6% — 1)/12

Pravdep. funkce Rd({1,2,...,10})
0.18
0.14

0_1 ----------
0.06
0.02
-0.02

0123456788101

9. Poissonovo rozloZzeni Po())

Néhodnd veli¢éina X ~ Po(A) uddvd podet udalosti, které nastanou
v jednotkovém Easovém intervalu, pf¥ipadnd v jednotkové oblasti, jestliZe
k udélostem dochézi ndhodné, jednotlivé a vzijemné nezivisle. Parametr
A > 0 udava stfedni podet viskytl t&chto udélosti.

A —
n(z) = {$,e Jpl;zlf =01 BX) =\ DX) =

Pravdépodobnostni funkce je tabelovdna v P¥{loze B.
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Pravdep. funkce Po(5) Pravdep. funkce Po(0.6)
(¢X:]

0.18 - 0.51
0.14{ - - g-;

Q11 " 0o
0.08 ’ 0.1 =
0.02{ ~ T o .
-0.02 "

0 2 4 6 8 1012 14 18

10. Multinomické rozloZeni Mu(n,9;, oy k)

Nahodny vektor (Xi,..,X,) ~ Mu(n, 9y, ...,9) udévs celkovy po-
et vysledkd prvniho aZ k-tého druhn, které se nashromazdi v n nezé-
visle opakovanych pokusech. Piedpoklddsme, %e pfi kazdém pokusu na-
stane vysledek pravé jednoho z k mozZnych drubhd, a to s pravdépodobnosti
% € (0,1),..,9 € (0, 1), ptitem# plati 9; + ... + % = 1. Cisla n, k jsou
pfirozens. '

(L1, ey Tp) = E"T.T?.!'Tk!ﬁ:fl'“ﬁzk
pro z; € {0,1, ...,ni‘,...,mk €{0,1,...,n}, 21 +..+z, =n

T(T1, . Tk) = 0 jinak

Pro ka#dé ¢ € {1,...,n} plati:

E(X]) = nd;, D(X;) = ndy(1 - 6)

Pro kazdé i € {1,...,k},j € {1, ok}, i < g plati:

C(X,;, X]) = —n??ﬂ.?j

Vybran4 rozloZeni spojitych nahodnych veli¢in

11. Rovnomérné spojité rozloZeni Rs(a,b)
Néhodna veli¢ina X ~ Rs(a,b), kde a < b, m4 na intervalu (a,b) kon-
stantni hustotu pravdépodobnosti.

1
—J 3z Doz € (a, b)
v(z) {0 * linak

E(X) = 2, D(X) = &2°
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Hustota Rs{-1,2) Distr. funkce Rs(-1 ,é)

0.4 T T

: 1.14 :
0.3 0.8
02 0.7
: 05
6.1 :
0.3
0 0.1

_0'j1.5 105005115225 -0'-11‘5 105005115 2 25

12. Normalni rozloZeni N(u,0?)

Nahodn veli¢ina X ~ N (g, o?) ma dominantni postaveni v poétu prav-
dépodobnosti. Vyskytuje se v takovjch situacich, kdy se ke konstantni
stfedni hodnot& p € (—oo,c0) pFiita velké mnoZstvi nezévisljch néhod-
njch veligin (,ndhodngch vlivii“) kolisajicich nepatrné kolem nuly. Vznikls,

variabilita je charakterizovéna smérodatnou odchylkou o € (0, oo).
AY
w(z) = ;%;exp [—% (Egﬁ) ] pro z € (—00, 00)

E(X) = p, D(X) = o?

Ve specislnim p¥ipads X ~ N(0,1) dostivéme standardizované nor-
mdlni rozloseni. Jeho distribu&ni funkce je tabelovina v Pifloze B, rovné%
tak jeho kvantily. .

Hustota N(©,1) Disir. funkee N(©,1)

Q.5 1
0.4 0.8
0.3 0.6
02 , 0.4
0.1 0.2
0—3 2 -1 0 1 2 3 0—3 2 414 0 1 2 3
- Hustota N{1,0.5) ] Digtr. funkce N{1,0.5)
8 g
08
0.8
0.4
0.2
0
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ﬁ exp [—% (m—f-_i) 2] pro z € (0, co)
plz) =
0 jinak

B(X) = M2 D(X) = P+ -1)

Hustota LN(0,1) Distr. funkce LN(0,1)
07— 1
0.6
08
0.5
04 06
03 0.4
0.2
0.1 0.2
0 0

101 2 3 4 5 8 -1 01 2 3 4 5 6

15. Exponenciilni rozloZeni Fxz()\)

Néhodn4 veli¢ina X ~ Ez(A), A > 0 vyjadfuje ndhodnou dobu dekdni
na néjakou udélost, ktera se miFe dostavit se stejnou Sanci ka¥dym oka-
miikem, bez ohledu na dosud progekanou dobu. P¥itom 1 /A je stfedni doba
cekani,

_fxe ™ proz>0

(P(m)m{ﬂ proz <{

E(X) =1/\D(X) = 1/)?

Hustota Ex(2) Distr. funkce Ex(2)
2.2] N\ 1‘?
1.8 , 08
1.4 0.6
1] 0.4/
06 0.
0.2 0
'0'2-10123456 '0‘2-10123456

16. Erlangovo rozloZeni Er(k,0)

Nahodna veli¢ina X ~ Er(k,8), 6 > 0 vyjadiuje souhrnnou dobu dekéni
na k-ty vyskyt n&jaké udalosti, kters se mife dostavit se stejnou Janci -
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18. Pearsonovo rozloZeni chi kvadrat x2(v)

Nihodné veliginy X ~ x2(v) se uZiva v matematické statistice. Para-
metr v = 1,2, ... nazyvime poltem stuprid volnosti a nejéastdji vyjadiuje
podet nezavislych pozorovani zmensenj o podet linedrnich podminek na
pozorovani kladengch.

o(r) = { s e proz >0
0

jinak
EX)=v,D(X)=2v

Kvantily jsou tabeloviany v Piiloze B.

Hustota chi-kv(3) - . Distr. funkce chi-kv(3)
-0.25 1.2
t
02 0.8
0.15 0.6
0.1 0.4
) 02
0.05 0
S>0.5 8 385 6565 75 -0'%.5 15 35 565 75
Hustota chi-kv(10) _ Distr. funkce chi-kv{10)
0.1 1.2
1
0.08 : 0.8
0.08 0.6
0.04 0.4
1 0.2
0.02 N 0
o 0.2

5 0 &5 10 156 20 25 5 0 5 10 15 20 25

19. Studentovo rozloZeni ((v)

Néhodné velitiny X ~ t(v) se uZivd v matematické statistice. Parametr
v = 1,2, ... zvany podet stupfii volnosti ma stejny v§znam jako u Pearso-
nova rozloZeni.
T[{v+1)/2 -
olz) = %(1 + 22 /)2 pro 1 € (—o00, 00)
E(X)} =0 pto v > 2, pro v = 1 stfedni hodnota neexistuje.
D(X) =v/(v=2) pro v > 3, pro v = 1,2 rozptyl neexistuje.
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Kvantily jsou tabeloviny v Pfiloze B.
Specidlnim piipadem Studentova rozloZeni pro v = 1 je Cauchyovo
rozloZeni:

p(z) = m—}_mz—) pro z € {—00, 00)

E(X) ani D(X) neexistuji.

Hustota t(3) Distr. funkce t{3)
06 T 1 g
0.8
0.6
0.4
0.2
0272 T 01 2 3 | % 2 3 077 2 3

Hustota 1(20} Distr, funkce t(20)
06 1
0.4 08
06
0.2
0.4
0 02
—0‘2-3 2 -1 0 1 2 3 C-S 2 14 0 1 2 3

20. Fisherovo-Snedecorovo rozloZeni F(v, 1)

Néhodné veli¢iny X ~ F(v1,14) se uzivad v matematické statistice. Pa-
ramtery 11 = 1,2,... a vo = 1,2,.., zvané podet stupfii volnosti Gitatele
a jmenovatele maji stejuy viznam jako u Pearsonova rozloeni.

_ Iﬂ[(l/l-ﬁ-!/z)/Z]u{"l/21/;’2/2 r1—2)/2
(10(55) T F(yl/Z)F(y2/2) * (U2+y1w)(l—‘1+"’2)/2 prO xT > O,

p(x) = 0 jinak

E(X) = v/ (2 ~ 2} pro 15 > 3, E(X) neexistuje pro v, = 1,2.
D(X) = 21/%(1’/1 + vy — 2)/[]‘)1(1/2 - 2)2(1/2 — 4)] Pro iy _2 5,
D(X) neexistuje pro v9 = 1,2, 3, 4.

Kvantily jsou tabeloviny v Pfiloze B.




. Hustota F(3,3)

08—

08

04

0.2

o )

02775 172 3 4 5
Hustota F(5,8)

6

0

1

2 3 4 5
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Distr. funkce F(3,3)

0276

1

2 3 4 5 8

Distr. funkce F(5,8)

1.2

08
06
04
0.2

~

“1 0

1

2 3 4 5 &



