2 Cviceni 2: Zaklady teorie grup

Teorie: V tomto cviceni se budeme zabyvat zdkladnimi algebraickymi strukturami. Na
uvod nékolik zdkladnich pojmau:

Definice 7. Necht G je libovolnd neprdzdnd mnozina. Binarni operaci na mmnoziné G
rozumime libovolné zobrazeni ® : G x G — G.

Dohodnéme se, ze misto ®(a, b) budeme psat a ® b.

Definice 8. Rekneme, Ze je operace ® komutativni na mnoziné G, jestlize pro libovolné
a,beGplatia®b=0® a.

Nyni se dostavame k sérii definic zakladnich algebraickych struktur jako je grupoid,
pologrupa, monoid a grupa.

Definice 9. Libovolnou neprazdnou mnozinu s operaci na této mnoziné nazyvame grupoid.

Napfiklad tedy (N7 +)a (Z7 _)7 (Qa ')7 (Z57 +)a ((Ca ) jSOll grupOidY' Naopak (N’ _)7 (N7 :)
grupoidy nejsou.

Definice 10. Grupoid (G, ®) nazyvame pologrupa, jestlize pro libovolné a, b, ¢ € G plati,
zZea®(b®c)=(a®b)® c.

Napfﬂdad tedy (N7 +)7 (@7 ')7 (Z57 +)7 ((Cv ) jsou pologrupy, ale (Nu _)7 (Z7 _) POlOgmpy
nejsou.

Definice 11. Necht (G, ®) je pologrupa. Rekneme, Ze prvek e € G je neutralni prvek v
pologrupé G, jestlize pro libovolné a € G plati

a®e =
e®a =

Napiiklad 1 4 07 je neutrdlnim prvkem v pologrupé (C,-), 0 je neutrdlnim prvkem v
pologrupé (Z,+), [0]5 je neutralnim prvkem v pologrupé (Zs, +).

Pro pocet neutralnich prvkua v dané pologrupé plati nasledujici tvrzeni:

Véta 8. V libovolné pologrupé existuje nejvyse jeden neutralni prvek.

Definice 12. Pologrupu s neutralnim prvkem nazyvame monoid.



Definice 13. Necht je dédna pologrupa (G, ®) s neutrdlnim prvkem e. Rekneme, ze prvek
b € G je inverzni (opacny) k prvku a € G, jestlize plati:

a®b = e
b®a = e

Definice 14. Monoid, ve kterém ke kazdému prvku existuje prvek inverzni, nazyvame
grupa.

Napiiklad (Z, +), (R~{0},-), (Z7, +) jsou grupy. Oproti tomu (R, -), (Z, -) grupy nejsou.

Déle se muzeme podivat na podmnoziny grup. Pokud je sama podmnozina grupou,
fikdme, ze tvoii podgrupu dané grupy. Nékteré vlastnosti zdédi kazdd podmnozina (asoci-
ativitu, komutativitu), proto nemusime pro podgrupy dokazovat vsechny podminky grupy.

Véta 9. Necht (G, *) je grupa a necht ) # H C G. Potom H je podgrupa grupy G, jestlize
plati

1. pro vsechny a,b € H plati, Ze a +b € H

2. pro vsechny a € H plati, e a=' € H

Piiklad 21. Uved'te pifklad:

1. Koneéné komutativni grupy

2. Konecné nekomutativni grupy

3. Nekonecné komutativni grupy

4. Nekonecné nekomutativni grupy

5. Konecné komutativni pologrupy, ktera nebude monoidem.

6. Pétiprvkové komutativni grupy

7. Nekonecného monoidu, ktery nebude grupou
Resent.

1. (Zs,+)

2. (Ss,0)

3. (Z,+)



4. Mnozina vsech regularnich matic spolu s nasobenim

ot

. ({a,b},®), kdea®b=0a,a®a=a,b®b=a,b®a=a.
. (ZS7+)

=)

Piiklad 22. Rozhodnéte, zda dand mnozina Z tvoii spolu s operaci O (komutativni)
grupoid, (komutativni) pologrupu, (komutativni) monoid, (komutativni) grupu:

1. a©b = (a,b)
2. aQb = a*
3. a¥Ob=2a+b
4. aQb = |a|
5. aQb=a+b+a-b
6. aOb=a+b—a-b
7. a0b=a+ (—1)%
Vysledek.
1. Dana mnozina s operaci tvori komutativni pologrupu, ktera neni monoidem.
2. Dana mnozina s operaci tvoii nekomutativni grupoid, ktery neni pologrupou.
3. Dana mnozina tvori nekomutativni grupoid, ktery neni pologrupou.
4. Dand mnozina tvoii nekomutativni pologrupu, ktera nema neutralni prvek.
5. Dand mnozina tvoii komutativni monoid, ktery neni grupou.
6. Dana mnozina tvoiri komutativni monoid, ktery neni grupou.

7. Dand mnozina tvori nekomutativni grupu.

Piiklad 23. Rozhodnéte, zda mnozina G = R ~ {0} x R s operaci A tvoii grupoid,
pologrupu, pologrupu s neutralnim prvkem (monoid), grupu a zda je zadand operace ko-
mutativni, jestlize je operace A definovana takto: (z,y)A(u,v) = (xu, zv+y), pro libovolna

(z,y), (u,v) € G.

Vysledek. Jedna se o nekomutativni grupu.



Priklad 24. Necht X je libovolnd mnozina. Necht P(X) znacf systém vsech podmnozin
mnoziny X. Urcete, zda mnozina P(X) tvoii s danou operaci grupoid, pologrupu, polo-
grupu s neutralnim prvkem (monoid), grupu a zda je zadanad operace komutativni.

1. prunik mnozin
2. sjednoceni mnozin
3. symetricky rozdil mnozin

Visledek. Je-li mnozina X prézdnd, potom tvoii P(X) se véemi operacemi komutativni
grupu. V ostatnich piipadech

1. S operaci prunik tvoii dand mnozina komutativni pologrupu s neutrdalnim prvkem.
2. S operaci sjednoceni tvoii dand mnozina komutativni pologrupu s neutralnim prvkem.

3. S operaci symetricky rozdil tvoii dand mnozina komutativni grupu.

Priklad 25. Rozhodnéte, zda podmnozina G komplexnich ¢isel tvotri spolu s operaci
nésobeni komplexnich ¢isel grupoid, pologrupu, pologrupu s neutralnim prvkem (monoid),
grupu a zda je zadana operace komutativni.

1. G={a+Vbi|abeZ}

2. G={a+bi|abeR a®*+b =1}

3. G={a+b-V5|a,becQ,a®+1* #£0}
Vysledek.

1. G tvofi monoid

2. G tvoii komutativni grupu

3. G tvori komutativni grupu

Priklad 26. Dokazte, ze v kazdé grupé o sudém poctu prvku existuje prvek, ktery je sam
sobé inverznim a presto to neni neutralni prvek.

Resent. Sefadme prvky dané grupy do dvojic, pficemz ve dvojici bude vzdy prvek a jeho
inverze. Sam potom zustane neutralni prvek. To je vSak celkem lichy pocet prvku.

Piiklad 27. Urcete, kolika zpusoby lze doplnit tabulka tak, aby ({a,b, c}, %) byl
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1. grupoid 4. pologrupa s neutralnim prvkem

2. komutativni grupoid

3. grupoid s neutralnim prvkem 5. grupa

alcl|lb|a
b
Vysledek.
1. 3% 4. 1
2.9
3.9 5.0

Piiklad 28. Doplite tabulku tak, aby ({a,b,c}, %) byla pologrupa.

| *[la]b]c]

allblalc
b

C

Piiklad 29. Doplite tabulku tak, aby ({a,b, ¢}, %) byla grupa.

| *[la]b]c]

a

bl|lcla
c

Priklad 30. Necht (G, o) je grupa, necht a € G je libovolny pevny prvek. Definujme na
G operaci © nésledovné: xQy = x o a oy pro libovolné z,y € G. Dokazte, ze (G, Q) tvori
grupu.
Piiklad 31. Uved'te pifklad:

1. Dvou disjunktnich podgrup grupy Z.

2. Dvou ruznych podgrup grupy Z.
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3. Grupy, kterd ma praveé jednu podgrupu.
4. Podgrupy C*, kterd ma 17 prvku.

5. Ctyf riznych podgrup grupy Z, které obsahujf éislo 45.

Priklad 32. Popiste vsechny podgrupy grupy Zs, a nakreslete, jak jsou v sobé vnofeny.
Vysledek. Je jich celkem 8.

Piiklad 33. Dokazte, ze H = {a + bv/2 | a,b € Z} tvoii podgrupu grupy (R, +).
Piiklad 34. Dokaite, ze H = {a + bv/2i | a,b € Z} tvoif podgrupu grupy (C, +).
Piiklad 35. Dokazte, ze H = {c € C | |¢| = 1} tvoii podgrupu grupy (C*,-).

Piiklad 36. Popiste vsechny koneéné podgrupy grupy (R*,-)

Vysledek. Dveé podgrupy: {1}, {—1,1}.

Priklad 37. Dokazte, ze prunikem dvou podgrup grupy G je opét podgrupa grupy G.

Piiklad 38. Oznacme Mat, (7) mnozinu vsech ¢tvercovych matic fadu n s koeficienty
z mnoziny T. Dokazte, ze G = (Maty(R), +) tvoii komutativni grupu a rozhodnéte, zda
mnozina H tvori podgrupu grupy G:

2. H= MGtg(No)

3.H:{(2 Z)|a,b€@}
4.H:{((1) Cll)!aeR}
5.H:{(2 Z)|a,bez}

Vysledek.
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1. Ano 4. Ne
2. Ne
3. Ano 5. Ano

Piiklad 39. Oznacme GL,(R) mnozinu vsech reguldrnich ¢tvercovych matic s redlnymi
koeficienty. Dokazte, ze G = GLy(R) tvoii grupu a rozhodnéte, zda mnozina H tvori
podgrupu grupy G:

e ool
3.H={A§Q£2(Z)I|A|:1} 7‘H:{(2 Z)|a,b€]R{}

4.H:{(a z>|a,be<@}
5.H:{(i (1’)|aez} 8.H:{(l1) i)la,beR}

Vysledek.
1. Ano 5. Ano
2. Ne 6. Ano
3. Ano 7. Ne
4. Ne 8. Ano

Piiklad 40.
1. Rozhodnéte, zda mnozina H = {a € R* | a® € Q} tvoii podgrupu grupy (R*,-)
2. Rozhodnéte, zda mnozina H = {a € R | a* € Q} tvor{ podgrupu grupy (R, +)
Vysledek.
1. Ano
2. Ne

Priklad 41. Necht G je komutativni grupa. Ozna¢me H = {g € G | g*> = eg}. Dokaite,
ze H tvori podgrupu grupy G a zduvodnéte, pro¢ je dulezitd komutativita grupy G.

13



