4 Cviceni 4: Homomorfismy a dalsi vlastnosti grup

Teorie: Nyni se budeme zabyvat zobrazenimi mezi grupami. Budeme navic pozadovat,
aby toto zobrazeni zachovavalo danou operaci. Je proto dulezité rozumét pojmum jako
injektivni zobrazeni, surjektivni zobrazeni a umét obé vlastnosti dokazovat.

Definice 16. Nechf (G,*), (H,®) jsou grupy. Rekneme, Ze zobrazeni ¢ : G — H je
homomorfismus, jestlize pro vSechna a,b € G plati, ze

plaxb) = p(a) © ¢(b).

Je-li navic toto zobrazeni injektivni, mluvime o injektivnim homomorfismu (neboli o
vnoreni). Je-li surjektivni, fikdme danému zobrazeni surjektivni homomorfismus. Jedné-li
se o bijektivni homomorfismus, potom mluvime o izomorfismu grup, nebo téz fikdme, ze
dané grupy jsou izomorfni.

Definice 17. Necht (G, ), (H, ®) jsou grupy, ¢ : G — H homomorfismus. Potom mnozinu
Keryp = {g € G| ¢(g9) = ey} nazyvame jadro homomorfismu ¢.
Jadro homomorfismu je podgrupa grupy G (ovéite si) a mé dulezitou vlastnost:

Véta 10. Necht (G,x), (H,®) jsou grupy, ¢ : G — H homomorfismus. Potom ¢ je
injektivnd (vnotent) pravé tehdy, kdyz Ker o = {eg}.

Definice 18. Necht (G, ), (H, ®) jsou grupy, ¢ : G — H homomorfismus. Potom mnozinu
Imp ={h € H|3dg €G:p(g) =h} nazggvame obraz homomorfismu .

Obraz homomorfismu je podgrupa grupy H (opét si prosim ovérte) a ma také dulezitou
vlastnost:
Véta 11. Necht (G,x), (H,®) jsou grupy, ¢ : G — H homomorfismus. Potom ¢ je
surjektivni prdve tehdy, kdyz Imp = H.

Na zdvér povidani o algebraickych strukturach s jednou operaci si uvedme jesté nékolik
dulezitych pojmu a vlastnosti.

Definice 19. Rekneme, 7Ze je grupa cyklickd, jestlize je generovand néjakym svym prvkem.

Definice 20. Pocet prvku konecné grupy budeme nazyvat fad dané grupy.
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Definice 21. Necht G je grupa, a € G. Potom nejmensi piirozené ¢éislo n takové, Ze
a” = eg, nazyvame fad prvku a v grupé G. Pokud takové prirozené c¢islo neexistuje,
fikame, ze dany prvek je radu nekonecno.

Pro iad prvku a grupy plati fada zajimavych tvrzeni. My si uvedme jen dvé:

Véta 12. Rdd libovolného prvku konecné grupy déli 7dd celé grupy.

Véta 13. Rdd libovolné podgrupy dané konecné grupy deli dd celé grupy.

Priklad 54. Rozhodnéte, zda predpis ¢ zadava zobrazeni. Pokud ano, rozhodnéte, zda
jde o homomorfismus a urcete jadro a obraz. Rozhodnéte o surjektivité a injektivité ¢:

L. @ Zy X L3 — Loz, p(([al4, [b]3)) = [a — bl12
2. © . Ly X Zg — Zlg, gp(([ah, [b]g)) = [6@ + 4()}12
3. ¢ Ly x Lz — Lz, p(([als, [b]3)) = [0]12
Vysledek.
1. Neni zobrazeni
2. Je homomorfismus, ktery neni ani injektivni ani surjektivni

3. Je homomorfismus, ktery neni ani injektivni ani surjektivni

Priklad 55. Rozhodnéte, zda predpis ¢ zadava zobrazeni. Pokud ano, rozhodnéte, zda
jde o homomorfismus a urcete jadro a obraz. Rozhodnéte o surjektivité a injektivité ¢:

1. gp:@*—)@*,gp(g):%

2. w:@*ﬁ@*,w(f;’):f,’—i

3. 0:Q* = Q" @ (159) _ p*4¢?
Vysledek.

1. Je izomorfismus

2. Je homomorfismus, ktery neni surjektivni ani injektivni.

3. Neni homomorfismus
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Priklad 56. Rozhodnéte, zda predpis ¢ zadava zobrazeni. Pokud ano, rozhodnéte, zda
jde o homomorfismus a urcete jadro a obraz. Rozhodnéte o surjektivité a injektivité ¢:

1. ¢ :Zsy — C* p([a]y) = 1°
2. ¢ :Zs— C*, ¢([a]y) ="
3. ¢ :Zy— C* ¢([aly) = (—0)*
4. ¢ : 7 — C*, p(a) =i"
Vysledek.
1. Je homomorfismus, ktery neni injektivni ani surjektivni.
2. Neni zobrazeni.
3. Je homomorfismus, ktery neni injektivni ani surjektivni.

4. Je homomorfismus, ktery neni ani injektivni ani surjektivni.

Priklad 57. Rozhodnéte, zda predpis ¢ zadava zobrazeni. Pokud ano, rozhodnéte, zda
jde o homomorfismus a urcete jadro a obraz. Rozhodnéte o surjektivité a injektivité ¢:

L ¢ : GL(R) = R*, p(A) = |A]

2. ¢ :GLy(R) — R*, gp((i Z)) =a® +1?.

3. ©:GLy(R) = R*, ((i Z)) — ac+ bd.

Vysledek.
1. Je surjektivni homomorfismus, ktery neni injektivni.
2. Neni homomorfismus.

3. Neni homomorfismus.

Priklad 58. Rozhodnéte, zda predpis ¢ zadava zobrazeni. Pokud ano, rozhodnéte, zda
jde o homomorfismus a urcete jadro a obraz. Rozhodnéte o surjektivité a injektivité ¢:

1. o Z — Zs, ¢(a)

[a]s
2. ¢ : L — Zs, p(a) = [|a]]3

3. ¢ : 7L — Lo, pla) = [a]
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4. ¢ : 7L — Ls, p(a) = [|a])2
Vysledek.
1. Je surjektivni homomorfismus, ktery neni injektivni.
2. Neni homomorfismus.
3. Je surjektivni homomorfismus, ktery neni injektivni.

4. Je surjektivni homomorfismus, ktery neni injektivni.

Priklad 59. Rozhodnéte, zda predpis ¢ zadava zobrazeni. Pokud ano, rozhodnéte, zda
jde o homomorfismus a urcete jadro a obraz. Rozhodnéte o surjektivité a injektivité ¢:

1. ¢ :Zs— Ay, p([a]z) = (1,2,4) 0 (1,3,2)% 0 (1,4, 2)
2. ¢ :Z3— Ay, p(lalz) = (1,2) 0 (1,3,2)°

Vysledek.
1. Je homomorfismus.

2. Neni homomorfismus.

Priklad 60. Rozhodnéte, zda predpis ¢ zadava zobrazeni. Pokud ano, rozhodnéte, zda
jde o homomorfismus a urcete jadro a obraz. Rozhodnéte o surjektivité a injektivité ¢:

1. p:C—o R, pla+bi)=a+b 4. ¢ :C* > R* p(c) = 2|

2. p:C—o R, pla+bi)=a 5. 0 : C* = R* p(c) = |¢|®

3. 0:C* > R*, pla+bi) =a*+1? 6. o :C* = R*, p(c) =1/||
Vysledek.

1. Neni homomorfismus. 4. Je surjektivni homomorfismus.

2. Je surjektivni homomorfismus. 5. Je surjektivni homomorfismus.

3. Je surjektivni homomorfismus. 6. Je surjektivni homomorfismus.

Priklad 61. Rozhodnéte, zda predpis ¢ zadava zobrazeni. Pokud ano, rozhodnéte, zda
jde o homomorfismus a urcete jadro a obraz. Rozhodnéte o surjektivité a injektivité ¢:
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1. 92 Z =7, p(a) =2a 3. ¢ : L — 7, p(a) = 3|al

2. 0 Z—Z,p(a)=a+1 4 ¢ Z—7Z, pla) =1
Vysledek.

1. Je injektivni homomorfismus.

2. Neni homomorfismus.

3. Neni homomorfismus.

4. Neni homomorfismus.

Priklad 62. Rozhodnéte, zda predpis ¢ zadava zobrazeni. Pokud ano, rozhodnéte, zda
jde o homomorfismus a urcete jadro a obraz. Rozhodnéte o surjektivité a injektivité ¢:

L p:ZxZxZ— Q* ¢((a,b,c)) =223"12¢
2. ¢ L5 X Ls — Zs, ©((a,b)) = b*
3. 0 : %o x 7T — 7, p((la]a, b)) = b
Vysledek.
1. Je homomorfismus.
2. Neni homomorfismus.

3. Je surjekivni homomorfismus.

Priklad 63. Popiste vsechny homomorfismy ¢
1. p: Z -7 3. 01 Z —Zs

2. p:ls— 7 4. ¢ L5 — L5

Priklad 64. Popiste vSsechny homomorfismy ¢
1.%02Z15—>Z6 3.QOIZQXZQ%Z4
2.@IZ6—>Z15 4.@224—)Z2XZ2

Priklad 65. Urcete dvé ruzna pfirozena ¢isla m, n tak, aby byly grupy Z a Z) izomorfni.
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Vysledek. 3,4

Priklad 66. Necht G je komutativni grupa. Necht ¢ : G — G, p(g) = ¢g*. Dokazte, Ze ¢ je
homomorfismus. Uvedte piiklad grup G, kdy se jedna o izomorfismus a kdy se izomorfismus
nejedna.

Priklad 67. Necht G je grupa. Necht ¢ : G — G, p(g) = g~*. Dokazte, Ze ¢ je homomor-
fismus praveé tehdy, kdyz je G komutativni.

Priklad 68. Dokazte, ze soucin cyklickych grup nemusi byt cyklickd grupa.
Resend. Napiiklad Zy x Zs
Piiklad 69. Urcete fady vSech prvku v grupé Zs, Zia, Z3 , Z75. vyberte generdtory téchto
grup.
Priklad 70. Spocitejte fad prvku
1. 60 v grupé Zg,.

2. 7 v grupé Z;,.

3. (i (1)) v grupé GLo(Zs).

Priklad 71. Necht G je grupa. Oznaé¢me Aut(G) mnozinu vsech izomorfismu ¢ : G — G.
Dokazte, ze Aut(G) tvoii grupu. Urcete, kolik prvka ma Aut(Zg ), Aut(Zsg).
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5 Cviceni 5: Okruhy a polynomy
Teorie: V tomto cviceni se podivame na algebraické struktury se dvéma operacemi.

Definice 22. Necht (R, ®) je komutativni grupa a (R, ®) pologrupa s neutralnim prvkem.
Necht pro libovolné a,b, c € R plati, ze

a®(bdc) = a®bdabdC
b@dc)®a = bOaBcOGa

Potom (R, ®, ®) nazyvame okruh. Je-li navic operace ® komutativni, potom dané struktufe
fikame komutativni okruh.

Napiiklad (R, +,-), (Zs, +, "), (Z,+,-) a (Maty(R),+,-) tvoif okruhy.

Definice 23. Necht (R, ®,®) je okruh, a,b € R. Potom prvkum a,b iikdme délitelé nuly,
pokud plati, ze a,b #0aa® b=0.

Definice 24. Netrividlni komutativni okruh bez déliteli nuly nazyvame obor integrity.

Napiiklad (R, +, ), (Z7,+, ), (Z, +, -) tvoif obory integrity, oproti tomu (Mats(R), +, -)
a (Zg,+,-) obory integrity nejsou.

Priklad 72. Obor integrity, kde ke kazdému nenulovému prvku existuje prvek inverzni, se
nazyva téleso.

Napiiklad (R, +, ), (Z7,+, ) tvoif téleso, oproti tomu (Zg, +, ), (Z,+, -) télesa nejsou.

Definice 25. Libovolnou kone¢nou posloupnost prvku daného okruhu nazyvame polynom.

My jsme zvykli psat polynom ve tvaru a,z" +- - - +a12+ag. Protoze muzeme polynomy
sCitat a nasobit, nabizi se otdzka, co za strukturu tvofi mnozina vSech polynomu s témito
operacemi. Plati nésledujici véta.

Véta 14.
1. MnozZina vsech polynomai tvori spolu se sc¢itdnim a ndsobenim okruh.
2. Okruh polynomu nad oborem integrity je obor integrity.

3. Okruh polynomi nad télesem je obor integrity.

Definice 26. Polynom f € R[z| nazyvame ireducibilni nad R, jestlize je nekonstantni a
nelze ho rozlozit na souc¢in dvou nekonstantnich polynomu.
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