9. demonstrac¢ni cviceni

Nahodna velicina: Je-li (2, A, P) pravdépodobnostni prostor, pak
zobrazeni X : () — R nazveme nahodna velic¢ina, pokud

VBeB: X YB)c A,

tj. vzor kazdé borelovské mnoziny je (méfitelny) jev. Jev X 1(B)
castéji zapisujeme jako (X € B)nebo [X € B] a jeho pravdépodobnost
jako P(X € B).

Distribuc¢ni funkce Fx : R — R nahodné veliciny X je definovana
vztahem Fy(x) = P(X < z) a je neklesajici, zprava spojitd, s hodno-
tami z intervalu [0, 1]. Déle zfejmé P(a < X < b) = Fx(b) — Fx(a).

Diskrétni nahodna velic¢ina je takova, jez nabyva jen nejvyse spocetné
mnoha hodnot z1, x9, ..., Z,, ..., € R apro niz existuje tzv. pravdépodobnostni
funkce p(z) takova, ze

P(X =x;) >0 proz=ux;
p(z) = .
0 jinak.

Spojita nahodna velicina je takova, pro niz existuje tzv. hustota
pravdépodobnosti f(z) s vlastnosti, ze pro kazdé z € R plati

Fy(z) = P(X < ) = /_ () dt.

Pro hustotu plati f(z) = Fi(z) a [°._ f(t)dt = 1.

(Stochasticky) nezavislé jsou takové ndhodné velic¢iny X, ..., X,
pro néz plati:

Vry, ...,z € R F(y,...,x,) = Fx,(z1) -+ Fx, (z,),

kde F je (sdruzend) distribu¢ni funkce ndhodného vektoru (Xy, ..., X))
a Fx,,..., Fx, piislusné marginalni ditribu¢ni funkce. Ekvivalentneé,

p(x1,...,x,) = px,(x1) - - - px, (z,) pro diskrétni, resp. f(x1,...,x,) =
fx,(x1) -+ fx, (z,) pro spojité ndhodné veliciny.
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Priklad 1. Trikrat nezavisle na sobé hodime minci. Nahodnd velicina
X udavad pocet hlav, které padnou pri téchto hodech. Urcete pravdépodobnostni
a distribucni funkci ndhodné veliciny X.
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Priklad 2. Pravdépodobnost, Ze vyrobek bude vyhovovat vsem tech-
nickym pozZadavkum, je 0,9. Popiste rozdéleni nahodné veliciny uddvajici
pocet nevyhovujicich vijrobku mezi 3 vyrobky.
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Priklad 3. Predpokladeyme, Ze X md diskrétni rozdéleni takové, Ze
PX=k =c-k pro k=1,23
a P(X = k) =0 jinak. Urcete
1. hodnotu c,
2. P(X > 2),
3. P(X € {1,3}).
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Priklad 4. Rozhodnéte, které z nasledujicich funkci jsou hustotami
(mimo vymezeny interval je vidy funkce nulovd, ¢ je vhodnd konstanta
— v pripadé, Ze jde o hustotu, tuto konstantu urcete):

1.cprox e (—1,1),
.cx prox € (0,1),

.cx prox € (—1,2),

. ce” pro x € (0, 00),

2
3
4. cxsinx prox € (=73, %),
o
6. ce™™ pro x € (0,00),

7

_c
© 1422
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Priklad 5. Ndhodnd velicina X md distribucni funkci

0 pro x < 0
Flz)=qc-22 pro0<xz<?2
1 pro x > 2.

Jaké hodnoty mize nabyvat konstanta c?
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Priklad 6. Ndhodnd velicina X md distribucni funkci

0 pro x < —5H

Flz) =% pro-5<z<2

1 pro x > 2.
Urcete:
1. hustotu pravdépodobnosti f(x),
2. P(—2 < X <2),
3. P(X =2),
4. P(—6 < X < 1).
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Piiklad 7. V zdsilce s 10 vyrobky je 8 kvalitnich (z nich je 5 pruni
jakosti a 3 jsou druhé jakosti) a 2 zmetky. Ze zdsilky vybereme bez
vraceni 2 vijrobky. Ndhodnd velicina X necht znaci pocet vybranijch
kvalitnich vyrobki a'Y pocet vybranych vyrobkiu pruni jakosti. Urcete
sdruZenou i marginalni pravdépodobnosti funkci a rozhodnéte, zda jsou
ndhodné veliciny X a'Y stochasticky nezdvislé.
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Priklad 8. Spojity ndahodny vektor (X,Y) md hustotu

flz,y) = 242%y(1 — z)

pro 0 < x,y < 1 a jinde nulovou. Dokazle, Ze X a'Y jsou stochasticky
nezavisleé.
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Priklad 9. Spojity ndahodny vektor (X,Y,Z) md hustotu k - xyz pro
0 <2,y <1,0 <z <3 ajinak rovnou nule. Urcete konstantu k a
vypoctete

11 2
PlO< X<-—-<Y<-=-1<Z7Z<?2).
( 2’3 3’ )
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Priklad 10. V lese tvaru trojuhelnika s vrcholy v bodech (—1,0), (1,0)
a (0, \/§) se ztratilo dite. Pravdépodobnost vyskytu ditéte v urcité casti
lesa je umérnd velikosti této cdsti, nikoliv umisténi této casti. Urcete
rozdéleni vzddlenosti ditéte od zvolené strany lesa,

[Odpoved’: P(R < 1) = 257 — 2 (pro+ < V/3).]
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