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@ Transformace ndhodnych veligin



Transformace nahodnych veli¢in
©0000

Véta (de Moivre-Laplaceova)

Pro ndhodné veli¢iny X, s rozdélenim Bi(n, p) plati

X_
lim P la< —n_"P

lim i < b| = #(8) - 9(a),

kde ® je distribu¢ni funkce normovaného normalniho rozdélent.

P¥iklad
Hodime kostkou celkem 12000 krat. Urcete pravdépodobnost toho,
7e pocet hozenych Sestek je mezi 1800 a 2 100.

| A
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Véta (de Moivre-Laplaceova)

Pro ndhodné veli¢iny X, s rozdélenim Bi(n, p) plati

X_
lim P la< —n_"P

lim i < b| = #(8) - 9(a),

kde ® je distribu¢ni funkce normovaného normalniho rozdélent.

P¥iklad
Hodime kostkou celkem 12000 krat. Urcete pravdépodobnost toho,
7e pocet hozenych Sestek je mezi 1800 a 2 100.

| A

PY¥esnd pravdépodobnost je ddna vyrazem

2100 (12000)(1)/((5)12000—/(

k=1800 k 6 6

3 , COZ je obtizn& vycislitelné.
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Regeni (pokr.)

VyuZijeme tvrzeni Moivre-Laplaceovy véty, pfepsaného do tvaru

PIA < X, < B]—(d) (B_”p> — (A_"p)) -0
np(1 — p) np(1 — p)

pro n — 0.



https://is.muni.cz/auth/el/1433/jaro2011/MB104/um/StatTab.pdf
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Regeni (pokr.)

VyuZijeme tvrzeni Moivre-Laplaceovy véty, pfepsaného do tvaru

PIA < X, < B]—(d) (B_”p) — (A_”p)) -0
np(1 — p) np(1 — p)

pro n — 0.
Volbou p =1/6,A = 1800, B = 2100, n = 12000 dostavdme odhad

P~ b 2100 — 2000 o 1800 — 2000 _

\/12000 - 32 \/12000 - £2

= d(V6) — d(—2v/6) ~ 0,992.



https://is.muni.cz/auth/el/1433/jaro2011/MB104/um/StatTab.pdf
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Regeni (pokr.)

VyuZijeme tvrzeni Moivre-Laplaceovy véty, pfepsaného do tvaru

PIA < X, < B]—(d) (B_”p) — (A_”p)) -0
np(1 — p) np(1 — p)

pro n — 0.
Volbou p =1/6,A = 1800, B = 2100, n = 12000 dostavdme odhad

P~ b 2100 — 2000 o 1800 — 2000 _

12000 - 32 12000 - §2

= d(V6) — d(—2v/6) ~ 0,992.

Poznamka

Statistické tabulky — viz nap¥. zde v ISu nebo sbirka p¥ikladii
[BMO].



https://is.muni.cz/auth/el/1433/jaro2011/MB104/um/StatTab.pdf
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Moivre-Laplaceova véta — opakovani

P¥iklad

Nezavisle opakujeme pokus s vysledky 1 a 0, které maji neznamé
pravdépodobnosti p a 1 — p. Parametr p chceme odhadnout
pomoci relativnich Eetnosti X,/n (X, je pocet jedni¢ek p¥i n
pokusech). Vime, Ze je X, ~ Bi(n, p), proto ndm
Moivre-Laplaceova véta umozni uréit polet pokusli n potfebny

k zajisténi pozadované presnosti odhadu d se spolehlivosti 1 — 3.

v
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Moivre-Laplaceova véta — opakovani

P¥iklad

Nezavisle opakujeme pokus s vysledky 1 a 0, které maji neznamé
pravdépodobnosti p a 1 — p. Parametr p chceme odhadnout
pomoci relativnich Eetnosti X,/n (X, je pocet jedni¢ek p¥i n
pokusech). Vime, Ze je X, ~ Bi(n, p), proto ndm
Moivre-Laplaceova véta umozni uréit polet pokusli n potfebny

k zajisténi pozadované presnosti odhadu d se spolehlivosti 1 — 3.

Regeni

VyuZijeme Moivre-Laplaceovu vétu zapsanou ve tvaru

0= Iim‘PH);"—p‘<6]—

n—oo

[+ (7))
np(1 — p) np(1 — p)




Transformace nahodnych veli¢in
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Reseni

Hledame nejmensi n, splfiujici nerovnost
P[|Xn/n— p| < 6] > 1 — 3, kterou mizeme podle véty
aproximovat nerovnost{

0 <"5> o <_"5> _
np(1 — p) v np(l—p)
nd
Qq’(m) B
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Reseni

Hledame nejmensi n, splfiujici nerovnost
P[|Xn/n— p| < 6] > 1 — 3, kterou mizeme podle véty
aproximovat nerovnost{

(i)l )
np(1 — p) np(1 — p)

né
=20 ——n—— | -1>1-5.
(x/np(l = p))
Ta je ekvivalentni s podminkou nd/+/np(1 — p) > z(5/2), kde

z(p) je ¥eeni rovnice ®(z(p)) =1 — p (tzv. kritickd hodnota
normovaného normalniho rozdé&leni nebo 1 — p-ty kvantil).
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[ee]eY To)

Reseni

Hledame nejmensi n, splfiujici nerovnost
P[|Xn/n— p| < 6] > 1 — 3, kterou mizeme podle véty
aproximovat nerovnost{

(i)l )
np(1 — p) np(1 — p)

né
=20 ——n—— | -1>1-5.
(x/np(l = p))
Ta je ekvivalentni s podminkou nd/+/np(1 — p) > z(5/2), kde

z(p) je ¥eeni rovnice ®(z(p)) =1 — p (tzv. kritickd hodnota
normovaného normalniho rozdéleni nebo 1 — p-ty kvantil). Pro
d=0,05a1l—p3=0,9 médme z tabulek z(3/2) ~ 1,645 a

s vyuZitim snadného odhadu p(1 — p) < 1/4 dostavame

n > (z(B/2)/26)? ~ 270,6.
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Transformace normalné rozlozené veli¢iny

Zkusme nyni afinné transformovat veli¢inu Z s normalnim
rozdélenim N(0,1). Pro pevné& zvolend &isla p,0 € R, 0 > 0
spottéme rozdéleni nahodné veli¢iny X = u+oZ.
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Transformace normalné rozlozené veli¢iny

Zkusme nyni afinné transformovat veli¢inu Z s normalnim
rozdélenim N(0,1). Pro pevné& zvolend &isla p,0 € R, 0 > 0
spottéme rozdéleni ndhodné veli¢iny X = p+ 0Z. Dostavame
distribu¢ni funkci

Fx(x) =P(X < x) = +

—u

X)
71‘2/2 dt

P( o <
/ 1
/X (S )2
= —e ds,
_ 2mo

kde posledni tprava vychazi ze substituce s = 4+ ot. Hustota nasi
nové ndhodné veli¢iny X je proto
1 _(x=p)?

fX (X) = 27TO_ e 2052

a takovému rozdéleni se ¥ika normalni typu N(u, o).



Ciselné charakteristiky ndhodnych veli¢in

Plan predndsky

@ Ciselné charakteristiky nahodnych velitin



Ciselné charakteristiky nahodnych veli¢in
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St¥edni hodnota

P¥i statistickém zkoumdani hodnot ndhodnych veli¢in (nap¥.
zpracovani vysledki n&jakého mé&Feni) hleddme vypovédi o ndhodné
veli¢iné pomoci riiznych z ni odvozenych ¢&isel.

Jako nejjednodu¥si priklad miiZe slouzit stfedni hodnota! E(X)
nahodné veli¢iny X, kterd je definovana

E(X) = >oixi - tx(xi) pro diskrétni veli¢inu
a J75 x - fx(x)dx  pro spojitou velitinu.

Obecné stfedni hodnota ndhodnych veli¢in nemusi existovat,
protoZe ptislusné sumy ¢&i integraly nemusi konvergovat.

!Casto se misto E(X) pige EX.
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Stfedni hodnota transformované ndhodné veli¢iny

Stfedni hodnotu miZeme p¥imo vyjadfit také pro funkce Y = ¢(X)
ndhodné veli¢iny X. V diskrétnim p¥ipadé miZeme pfimo spocist

E(1) = TPy =)
= ny Z P(X = X,')
i Y=y
- Z b(x)P(X = x;) = Z P(xi) fx (x)-

Je tedy E(¢(X)) p¥imo spotitatelnd pomoci pravdépodobnostni
funkce fx.
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Stfedni hodnota transformované ndhodné veli¢iny

Stfedni hodnotu miZeme p¥imo vyjadfit také pro funkce Y = ¢(X)
ndhodné veli¢iny X. V diskrétnim p¥ipadé miZeme pfimo spocist

E(Y)=2_wP(Y =)

:ny Z P(X:X,')

J P(x;)=y;

- Z W(x)P(X = x;) = Z (xi)fx (x7)-

Je tedy E(¢(X)) p¥imo spotitatelnd pomoci pravdépodobnostni
funkce fx.

Podobné vyjadfujeme stfedni hodnotu funkce ze spojité ndhodné
veliciny:

E((X)) = / () (x) dx,

pokud tento integral absolutné konverguje.



Ciselné charakteristiky ndhodnych vel
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Spo&téme st¥edni hodnotu binomického rozdéleni.




Ciselné charakteristiky ndhodnych veli¢in

0000000000000 0O0000000

Spo&téme st¥edni hodnotu binomického rozdéleni.

Reseni

Pro X ~ Bi(n, p) je

k=0
! n—1)! _ e
:”pkz_:l(n—(k)!(k)— P (=P =
n—1
_ (n_l)! n—1—j __
= LA S
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Zakladni vlastnosti stfedni hodnoty

Necht a,b € R a X, Y jsou ndhodné velitina s existujici sttedni
hodnotou. Pak

e E(a) =3,
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Zakladni vlastnosti stfedni hodnoty

Necht a,b € R a X, Y jsou ndhodné velitina s existujici sttedni
hodnotou. Pak

e E(a) =3,
e E(a+ bX) =a+ bE(X),
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Zakladni vlastnosti stfedni hodnoty

Necht a,b € R a X, Y jsou ndhodné velitina s existujici sttedni
hodnotou. Pak

e E(a) =3,
e E(a+ bX) =a+ bE(X),
o E(X+Y)=E(X)+E(Y),
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Zakladni vlastnosti stfedni hodnoty

Necht a,b € R a X, Y jsou ndhodné velitina s existujici sttedni
hodnotou. Pak

e E(a) =3,

e E(a+ bX) =a+ bE(X),

o E(X+Y)=EX)+E(Y),

e jsou-li X a Y nezavislé, pak E(XY) = E(X)- E(Y).
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Zakladni vlastnosti stfedni hodnoty

Necht a,b € R a X, Y jsou ndhodné velitina s existujici sttedni
hodnotou. Pak

e E(a) =3,

e E(a+ bX) =a+ bE(X),

o E(X+Y)=EX)+E(Y),

e jsou-li X a Y nezavislé, pak E(XY) = E(X)- E(Y).
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Zakladni vlastnosti stfedni hodnoty

Necht a,b € R a X, Y jsou ndhodné velitina s existujici sttedni
hodnotou. Pak

e E(a) =3,

e E(a+ bX) =a+ bE(X),

o E(X+Y)=EX)+E(Y),

e jsou-li X a Y nezavislé, pak E(XY) = E(X)- E(Y).

Dikazy téchto tvrzeni jsou p¥imocaré, zkuste si je udélat!
Analogicka tvrzeni plati i pro ndhodné vektory.
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Spocltéme jesté jednou stfedni hodnotu binomického rozdélenti,
tentokrat s vyuZitim vlastnosti stfedni hodnoty.
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Priklad
Spocltéme jesté jednou stfedni hodnotu binomického rozdélenti,
tentokrat s vyuZitim vlastnosti stfedni hodnoty.

Regeni

Vyjad¥ime polet zdardi v n pokusech jako podet zdari v
jednotlivych pokusech
n
X=>_ Y
k=1

pficemz nahodné veliiny Yy maji v8echny alternativni rozdé&leni
A(p). Snadno spotitame E(Yx) =1-p+0-(1— p) = p. Dale vime,
Ze stfedni hodnota soudtu je souc¢tem st¥ednich hodnot, proto

E(X)=>_ E(Yk) = np.
k=1
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Kvantily

Dal3imi uzite¢nymi charakteristikami jsou tzv. kvantily. Pro ryze
monotdnni distribuéni funkci Fx (tj. spojitou ndhodnou veli¢inu X
s v8ude nenulovou hustotou, jako je tomu napf. u normalniho
rozdéleni) jde prosté o inverzni funkci Fy ' : (0,1) — R. To
znamend, Ze hodnota y = F~1(a) je takovd, ze P(X < y) = a.
Obecnéji, je-li Fx(x) distribu¢ni funkce ndhodné veli¢iny X, pak
definujeme kvantilovou funkci?

F(a) =inf{x €R; F(x)>a}, ac(0,1).

Ztejmé& jde o zobecnéni pfedchozi definice.

2Uv&domte si, Ze jsme se jiz s kvantily setkali, jen jsme jim tak zatim
nefikali.
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Kvantily

Dal3imi uzite¢nymi charakteristikami jsou tzv. kvantily. Pro ryze
monotdnni distribuéni funkci Fx (tj. spojitou ndhodnou veli¢inu X
s v8ude nenulovou hustotou, jako je tomu napf. u normalniho
rozdéleni) jde prosté o inverzni funkci Fy ' : (0,1) — R. To
znamend, Ze hodnota y = F~1(a) je takovd, ze P(X < y) = a.
Obecnéji, je-li Fx(x) distribu¢ni funkce ndhodné veli¢iny X, pak
definujeme kvantilovou funkci?

F(a) =inf{x €R; F(x)>a}, ac(0,1).

Ztejmé& jde o zobecnéni pfedchozi definice.

Nejcastéji jsou pouZivané kvantily s a = 0.5, tzv. medidn,

s a = 0.25, tzv. prvni kvartil, o = 0.75, tzv. treti kvartil, a
podobné pro decily a percentily (kdy je a rovno ndsobkim desetin
a setin). K t&mto hodnotdm se vratime v popisné statistice pozdgji.

2Uv&domte si, Ze jsme se jiz s kvantily setkali, jen jsme jim tak zatim
nefikali.
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Rozptyl a smérodatna odchylka

Tyto &iselné charakteristiky rozdé&leni ndhodné veli¢iny nepopisuji
n&jakou st¥edni &i typickou hodnotu (jako stfedni hodnota i
median), ale miru ,kolisdni" ndhodné veli¢iny kolem st¥edni
hodnoty.
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Rozptyl a smérodatna odchylka

Tyto &iselné charakteristiky rozdé&leni ndhodné veli¢iny nepopisuji
n&jakou st¥edni &i typickou hodnotu (jako stfedni hodnota i
median), ale miru ,kolisdni" ndhodné veli¢iny kolem st¥edni
hodnoty.

Rozptylem (varianci) ndhodné veli¢iny X, kterd ma kone¢nou
stfedni hodnotu, nazyvame ¢&islo

D(X) =var X = E([X — E(X)]?),

odmocnina z rozptylu y/D(x) se pak nazyvd smérodatna
odchylka.
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Zakladni vlastnosti rozptylu

Pro nahodnou veli¢inu X a redlna Cisla a, b plati:
Q@ D(X) = E(X?) — E(X)?,
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Zakladni vlastnosti rozptylu

Pro nahodnou veli¢inu X a redlna Cisla a, b plati:
Q@ D(X) = E(X?) — E(X)?,
@ D(a+ bX) = b?>D(X),
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Zakladni vlastnosti rozptylu

Pro nahodnou veli¢inu X a redlna Cisla a, b plati:
Q@ D(X) = E(X?) — E(X)?,
@ D(a+ bX) = b?>D(X),

© /D(a+ bX) = |b|/D(X).
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Zakladni vlastnosti rozptylu

Pro nahodnou veli¢inu X a redlna Cisla a, b plati:
Q@ D(X) = E(X?) — E(X)?,
@ D(a+ bX) = b?>D(X),

© /D(a+ bX) = |b|/D(X).
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Zakladni vlastnosti rozptylu

Pro nahodnou veli¢inu X a redlna Cisla a, b plati:
Q@ D(X) = E(X?) — E(X)?,
@ D(a+ bX) = b?>D(X),

© /D(a+ bX) = |b|/D(X).

Dikaz je pfimocary. Poznamenejme, Ze tvrzeni 1 se ¢asto pouziva
k vypottim D(X). O

V.
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Kovariance

O zavislosti dvou nahodnych veli¢in do jisté miry vypovida tzv.
kovariance, definovana predpisem

C(X,Y) = cov(X, Y) = E([X — E(X)][Y — E(Y)]).

Velitindam X, Y, pro n&z je C(X,Y) = 0, fikime nekorelované .
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Kovariance

O zavislosti dvou nahodnych veli¢in do jisté miry vypovida tzv.
kovariance, definovana predpisem

C(X,Y) = cov(X, Y) = E([X — E(X)][Y — E(Y)]).

Veligindm X, Y, pro néz je C(X,Y) =0, fikdime nekorelované .

Pro ndahodné veli¢iny s existujicimi rozptyly plati:
QO (X,Y)=C(Y,X),
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Kovariance

O zavislosti dvou nahodnych veli¢in do jisté miry vypovida tzv.
kovariance, definovana predpisem

C(X,Y) =cov(X,Y) = E([X — E(X)][Y — E(Y)]).
Veligindm X, Y, pro néz je C(X,Y) =0, fikdime nekorelované .
Pro ndahodné veli¢iny s existujicimi rozptyly plati:

Q (X,Y)=C(Y,X),
@ C(X,X)=D(X),
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Kovariance

O zavislosti dvou nahodnych veli¢in do jisté miry vypovida tzv.
kovariance, definovana predpisem

C(X,Y) = cov(X, Y) = E([X — E(X)][Y — E(Y)]).

Veligindm X, Y, pro néz je C(X,Y) =0, fikdime nekorelované .
Pro nahodné veli¢iny s existujicimi rozptyly plati:
QO (X,Y)=C(Y,X),
Q@ C(X,X)=D(X),
Q@ C(X,Y)=E(XY)—-E(X)E(Y),
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Kovariance

O zavislosti dvou nahodnych veli¢in do jisté miry vypovida tzv.
kovariance, definovana predpisem

C(X,Y) = cov(X, Y) = E([X — E(X)][Y — E(Y)]).

Veligindm X, Y, pro néz je C(X,Y) =0, fikdime nekorelované .
Pro nahodné veli¢iny s existujicimi rozptyly plati:
QO (X,Y)=C(Y,X),
Q@ C(X,X)=D(X),
Q@ C(X,Y)=E(XY)—-E(X)E(Y),
Q C(a+bX,c+dY)=bd-C(X,Y),
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Kovariance

O zavislosti dvou nahodnych veli¢in do jisté miry vypovida tzv.
kovariance, definovana predpisem

C(X,Y) = cov(X, Y) = E([X — E(X)][Y — E(Y)]).

Veligindm X, Y, pro néz je C(X,Y) =0, fikdime nekorelované .
Pro ndahodné veli¢iny s existujicimi rozptyly plati:
QO (X,Y)=C(Y,X),
Q@ C(X,X)=D(X),
Q@ C(X,Y)=E(X )—E( ) (Y).
Q C(a+bX,c+dY)= C(X,Y),
Q@ D(X+Y)=D(X)+ ( )+ 2C(X,Y), specidlné, jsou-li
X, Y nezévislé, je D(X +Y) = D(X)+ D(Y), tj
C(X,Y)=0a X,Y jsou nekorelované.
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Koeficient korelace

Koeficient korelace je jen specidlni nazev pro kovarianci dvou
normovanych nahodnych velidin:

ROXY) = pxy = C (X— E(X) Y- E(Y))

VD(X) /DY)
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Koeficient korelace

Koeficient korelace je jen specidlni nazev pro kovarianci dvou
normovanych nahodnych velidin:

ROXY) = pxy = C (X— E(X) Y - E(Y))

VD(X) /DY)
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Koeficient korelace

Koeficient korelace je jen specidlni nazev pro kovarianci dvou
normovanych nahodnych velidin:

ROXY) = pxy = C (X— E(X) Y - E(Y))

VD(X) /DY)

QO R(X,X)=1,
Q@ R(a+ bX,c+dY) =sgn(bd)R(X,Y),
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Koeficient korelace

Koeficient korelace je jen specidlni nazev pro kovarianci dvou
normovanych nahodnych velidin:

ROXY) = pxy = C (X— E(X) Y - E(Y))

VD(X) /DY)

Q R(X,X)=1,
Q@ R(a+ bX,c+dY) =sgn(bd)R(X,Y),
@ Jsou-li X, Y nezavislé, je R(X,Y) =0,
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Koeficient korelace

Koeficient korelace je jen specidlni nazev pro kovarianci dvou
normovanych nahodnych velidin:

ROXY) = pxy = C (X— E(X) Y - E(Y))

VD(X) /DY)

Q@ R(X,X)=1,

Q@ R(a+ bX,c+dY) =sgn(bd)R(X,Y),
@ Jsou-li X, Y nezavislé, je R(X,Y) =0,
Q (Cauchyova nerovnost) |R(X,Y)| < 1.
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Spo&téme rozptyl binomického rozdélent.
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Spo&téme rozptyl binomického rozdélent.

Stejn& jako dFive lze psat X = > )_; Yk, kde Y1,..., Y, jsou
nezavislé nahodné veli¢iny vyjadfujici Gspéch v k-tém pokusu.
Snadno vypotteme E(Y?) =12 p+02- (1 — p) = p, proto
D(Yx) = E(Y?) — E(Yx)> = p— p? = p(1 — p). Protoze pro
nezavislé Yy plati D(>_ Yi) = > D(Yk), je D(X) = np(1 — p).
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Normovand ndhodna veli¢ina a limitni véty

V&imn&me si, Ze vyraz % vystupujici v Moivre-Laplaceov&
np(1—p
Xo—E(Xn)

vété je totéz, co a jde tedy o tzv. normovanou
D(x)
ndhodnou veli¢inu (tj. veli¢inu linedrn& transformovanou tak, aby
méla stfedni hodnotu 0 a rozptyl 1). Moivre-Laplaceova véta pak
¥ikd, Ze pro n — oo se rozloZeni této ndhodné veli¢iny blizi

normovanému normalnimu rozd&leni N(0,1).
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Normovand ndhodna veli¢ina a limitni véty

V&imn&me si, Ze vyraz % vystupujici v Moivre-Laplaceov&
np(1—p
Xo—E(Xn)

vété je totéz, co a jde tedy o tzv. normovanou
D(x)
ndhodnou veli¢inu (tj. veli¢inu linedrn& transformovanou tak, aby
méla stfedni hodnotu 0 a rozptyl 1). Moivre-Laplaceova véta pak
¥ikd, Ze pro n — oo se rozloZeni této ndhodné veli¢iny blizi
normovanému normalnimu rozd&leni N(0,1).
Jde o specidlni pFipad limitnich vét, ukazujicich, Ze za uréitych
podminek plati ,,zdkony velkych ¢isel”, kdy se obdobnym
zplisobem transformované nahodné veli¢iny chovaji jako normalni

rozd&leni (podrobngji pFisté).
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Dal$i momenty

Nékdy je uZite¢né studovat ¥adu dalSich charakteristik rozdéleni
ndhodnych veli¢in. Za rozumnych ptedpokladi jsou definovény
k-té obecné momenty

k
e = E(X)
a k-té centralni momenty

e = E([X = E(X)]).
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Dal$i momenty

Nékdy je uZite¢né studovat ¥adu dalSich charakteristik rozdéleni
ndhodnych veli¢in. Za rozumnych ptedpokladi jsou definovény
k-té obecné momenty

Hie = E(X¥)
a k-té centralni momenty
i = E(IX — EQO).
Pomoci momentt pak definujeme nap¥. Sikmost (asymetrii)
ndhodné veli¢iny X jako
D(x)

nebo $picatost (exces) jako
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o L T

Kladnd Sikmost distribuce (vice vysokych kladnych hodnot nez
odpovidd normalnimu rozdéleni s nulovou Sikmosti).
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Momentova vytvorujici funkce

Redlnou funkci prom&nné t € R Mx(t) = E(etX) nazveme
momentovou vytvorujici funkci ndhodné veli¢iny X.
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Momentova vytvorujici funkce

Redlnou funkci prom&nné t € R Mx(t) = E(etX) nazveme
momentovou vytvorujici funkci ndhodné veli¢iny X.

Poznamka

Je-li X napt. spojita, plati

Mx(t) = /00 e™f(x)dx =

[e%e) t22

= (l—i-tx—i-—; + - )f(x)dx =

t2/
=14ty + 24

—00

a jde vlastné o exponencialni vytvorujici funkci posloupnosti k-tych
obecnych momenti 14, .
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Pro momentovou vytvoFujici funkci plati:

o ity = L Mx(t) leo.




Pro momentovou vytvofujici funkci plati:
o pf = SrMx(t) |i=o.
o Plati-li Mx(t) =

ndhodné veli¢iny stejné rozdéleni, tj. Fx(x)

Ciselné charakteristiky nahodnych veli¢in
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My (t) pro vSechna t € (—b, b), maji
= Fy(X).
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Pro momentovou vytvoFujici funkci plati:
o 1 = LxMx(t) =0
@ Plati-li Mx(t) = My(t) pro vSechna t € (—b, b), maji
ndhodné veli¢iny stejné rozdéleni, tj. Fx(x) = Fy(x).
o M,ipx(t) = e Mx(bt).
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Pro momentovou vytvoFujici funkci plati:
© i = §aMx(t) le=o.
@ Plati-li Mx(t) = My(t) pro vSechna t € (—b, b), maji
nahodné veli¢iny stejné rozdé&leni, tj. Fx(x) = Fy(x).
o M,ipx(t) = e Mx(bt).
e Jsou-li X, Y nezévislé, je Mxiy(t) = Mx(t)My(t).
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Urcete momentovou vytvorujici funkci binomického rozdéleni.
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Urcete momentovou vytvorujici funkci binomického rozdéleni.




Ciselné charakteristiky ndhodnych veli¢in

0000000000000 000e0000

Urcete momentovou vytvorujici funkci binomického rozdéleni.

=(pe'+(1-p))"=(p(e’ = 1) +1)".

Snéaze jsme mohli funkci urdit s vyuZitim predchozich v&t a
momentové vytvorujici funkce alternativniho rozd&leni, nebot pro
Y ~ A(p) je E(e?Y) = et p+etO(1 — p) = p(et — 1) + 1.
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Naposled spoctéme stfedni hodnotu a rozptyl binomického
rozdéleni, tentokrat s vyuZitim vytvorujici funkce.
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Priklad
Naposled spoctéme stfedni hodnotu a rozptyl binomického
rozdéleni, tentokrat s vyuZitim vytvorujici funkce.

Regenf
M(t) = (p(e* — 1) + 1)", proto je

| A

d

aM(t) = n(p(et —1) +1)"tetp,
coz pro t =0 da E(X) = uj = np.

Podobn& spotitame i D(x) = ub — (1})?.

A
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Momenty normalniho rozdéleni

P¥imy vypocet stfedni hodnoty a rozptylu normovaného normalniho
rozdéleni nenf trividlni. S vyuZitim momentové vytvotujici funkce je
ale pomé&rné jednoduchy.

Necht Z ~ N(0,1). Pak

o) 1 Z2
Mz(t) = / etzm exp(—?) dz =
—o0
/°° 1 ( 222tz+t2t2)d
= ex s zZ —
\ 22w 2 2

— 00

2

2 00 7 — 2
~oo(5) [ on(-5 T )se-on(5).

Posledni integral je roven 1 diky tomu, Ze na misté integrované
funkce je funkce s vlastnostmi hustoty.
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St¥edni hodnota a rozptyl normalniho rozdélen{

S vyuZitim p¥edchoziho vypottu Mz(t) = exp(t;) snadno
spolitame, Ze

M5 (t) = texp( )
£2 2
2

M5(t) =t exp( )~|—exp<§).

Dosazenim t = 0 pak dostaneme
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St¥edni hodnota a rozptyl normalniho rozdélen{

S vyuZitim p¥edchoziho vypottu Mz(t) = exp(t;) snadno
spolitame, Ze
My (t) = texp( )
#2 2
2

M5(t) =t exp( )~|—exp<§).

Dosazenim t = 0 pak dostaneme
E(Z)=0,D(Z) =

Pro transformovanou nahodnou veli¢inu Y = p + o Z ~ N(u, 0?)
pak snadno odvodime z vlastnosti stfedni hodnoty, resp. rozptylu,
7e E(Y) = p, D(Y) = 02 (co# zpétn& zdiivodiiuje zapis N(u, c?)).
Momentova vytvotujici funkce ma tvar My (t) = exp(/,tt + 02%2).
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Urcete rozdéleni souctu nezdvislych nahodnych velicin
X~ N(px,0%), Y ~ N(uy,0%).
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Urcete rozdéleni souctu nezdvislych nahodnych velicin
X~ N(px,0%), Y ~ N(uy,0%).

|
K
N

Reseni

Z vlastnosti momentové vytvorujici funkce dostavame
2 t° o t?
Mx vy (t) = exp(uxt + O'XE) exp(,uyt + O'YE) =
2 ot
= exp((ux + py)t + (ok + UY)E)'

Proto X + Y ~ N(ux + py,o% + 0%).
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