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@ proc ma smysl optimalizovat pravé algoritmy linearni £ b
algebry? Motivace
@ frekventované problémy
= TeSeni linearnich rovnic, vcetngé velkych
= TeSeni nelinearnich rovnic
= optimalizace
metoda konetnych prvki
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Motivace

@ proc ma smysl optimalizovat pravé algoritmy linearni

algebry?
@ frekventované problémy

®

®

®

&

TeSeni linearnich rovnic, v€etng velkych
TeSeni nelinearnich rovnic
optimalizace

metoda konetnych prvki

& CEC

@ cile této prednasky

®

zdanlivé jednoduché algoritmy (nasobeni matic) lze
vyrazng vylepsit

problematika se stale vyviji

naznaCime smery, kterymi se lze vydat

rafinované algoritmy uz jednou nékdo vymyslel a
implementoval

nema smysl uCit se je nazpamgt’

staci o nich védét a rozumét zakladni myslence
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) PAO81:
Vyrovnavaci paméti iy

Vypoctd

A. Kfenek

Vyrovnavaci
paméti

@ hlavni pamét je Fadové pomalejSi nez procesor
= rychlou pamét’ v plné velikosti je technicky/financngé
nemozné vyrobit
@ hierarchie vyrovnavacich paméti (cache)
@ pro Intel Nehalem/Westmere
= L1 - plna rychlost, 32 kB instrukce, 32 kB data/jadro

= L2 - latence 10 cyklt, 256 kB/jadro
= L3 - latence 40 cyklti, 8 MB/procesor (sdilena mezi jadry)

3/18



PAO81:

Vyrovn é.VaCI, pam\éti Programovani
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. o VYpOCtd
Organizace pristupu

A. Kfenek

Vyrovnavaci
paméti

@ Tadky (cache-line)
= typicky 64B (16 float, 8 double)
@ primo mapovana cache
= blok dat z hlavni paméti ma dan jeden Fadek v cache

adresa=velikost Tadku % pocet fadkl

= snadno dojde ke kolizim, napr. pro 32 kB

double pole[100][512][8];
for (i=0; i<100; i++) a += pole[i][0][0O];

= TeSenim je deklarace pole[100][513][8]
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PAO81:

Vyrovn é.VaCI, pam\éti Programovani

numerickych
. — VYpOCtd
Organizace pristupu

A. Kfenek

Vyrovnavaci
paméti

@ pln€ asociativni

= blok dat z hlavni paméti mtize byt umistén v kterémkoli

Fadku

= implementacné narocné, ve standardnich CPU se nepouziva
@ n-cestna asociativni

= kompromisni FeSeni

= sady po n Fadcich

= blok z hlavni pamgti mlize skonGit v kterémkoli FTadku sady

= |ntel Nehalem/Westmere: n 8
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Vyrovn é.VaCI, pam\éti Programovani

numerickych
. P VYpOCtd
Praktické zasady yp

A. Kfenek

@ optimalizovat pro vSechny drovné gg;gévgévaci
@ vyuzit cely fadek

= napfr. mbze se vyplatit transponovat matici
@ dovolit procesoru/kompilatoru soucasné prenaset data a

pocitat

= dobre Titelny kod bez moznych vedlejsich efektl
@ zabranit predtasnym kolizim v jedné sadg Fadk
@ merit dosazeny vykon (flop/s)

® atd. ...
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PAO81:

Vyrovn é.VaCI, pam\éti Programovani

numerickych

. P VYpOCtd

Praktické zasady "
A. Kfenek

@ optimalizovat pro v8echny Urovng Vyrounévac
1
@ vyuzit cely fadek
= napfr. mbze se vyplatit transponovat matici

@ dovolit procesoru/kompilatoru soucasné prenaset data a
pocitat
= dobre Titelny kod bez moznych vedlejsich efektt
@ zabranit predcasnym kolizim v jedné sadg radkt
@ merit dosazeny vykon (flop/s)
@ atd. ...
@ aplikovat jen pro skutecng kritické sekce kodu
@ pouzivat specialni optimalizované knihovny, kde to jde
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PAO81.

BIOkOVé algoritmy Programovani

numerickych
Vypoctd

@ zjednoduSeny model jen s L1 A. Krenek
@ nasobeni vektoru maticiy: y AX

nacti x do cache )
- Blokové
nacti y do cache algoritmy
fori 1;:::;n
nacCti fadek A; do cache
forj 1;:::;n
Yi Yi AijXj
zapi$ y do hlavni pamégti

= pocet pristupli do pomalé pamé&tim 3n n?
= pocet aritmetickych operaci ¥ 2n?
@ efektivita f=m 2
@ algoritmus je limitovany rychlosti pamegti
= pomtize recyklace fadkll cache - vyplati se ukladat vektory
spojitE, ne jako sloupce matice (v C)
= jinak se s tim neda nic moc délat
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PAO81:

BIOkOVé algoritmy Programovani

numerickych

Maticové nasobeni vypottl
A. Kfenek
@ nasobenimaticC C AB
Blokové
for i 1;:::Nn algoritmy

nacCti fadek A; do cache
forj 1;:::;n
nacti Cj; do cache
nacti sloupec B j do cache
fork 1;:::;n
Cij GCij AikBkj
zapi$ Cjj do hlavni paméti

® pristupy do pamétim n2

® aritmetické operace ¥ 2n3
@ efektivita opet 2

8/18



Blokové algoritmy

Maticové nasobeni

@ matice rozdélime na N2 blokt velikosti b

forj 1;:::;N
nacti blok Cjj do cache

fork 1;:::;
nacti blok Aji do cache
nacti blok By; do cache

Cij Cij
zapis blok Cj; do cache

AjkBgj (maticové nasobeni)

@ pristupy do paméti

= Tteni blokdi A: N3 n=N 2

= dtto B: N

n

2

= Tteni a zéapis C: 2n?

& efektivita f=m

2n3

2N 2 n2

N

b

n

b;b
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PA081:

Blokove algoritmy programovéni

numerickych

- ) - P Vypoctd

Maticové nasobeni 2
A. KFenek

@ velikost realné L1 cache je 32 kB,
@ do L1 se vejdou 3 matice velikosti 36 36 (v double)

Blokové
algoritmy

@ L2 cache je 10 pomalejsi
@ procesor je dobre vyuzit
= | pri vyuziti vektorovych instrukci
= proto je cache prave tak velka
@ zadouci aplikovat rekurzivng i pro L2 a L3
@ implementovano v optimalizovanych knihovnach
@ nasobeni matic je na sou€asnych procesorech jeden

z nejefektivngjsich algoritm

= redukce problému na mat. ndsobeni pfi Fadovém zachovani
poctu operaci témer vzdy vede k vyraznému zrychleni
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PAO81:

Knihovna BLAS Programovn

numerickych
Vypoctd

@ Basic Linear Algebra Subprograms, A. KFenek
http://www.netlib.org/blas
@ zakladni operace, napr.
= DOT: xy
= AXPY:y AX
= NRM2: jxj? BLAS
= TRMV: AX
= TRSV: A 1x
= GEMM: C AB

@ verze pro typy float,double,complex

@ specializované varianty pro symetrické, trojuhelnikové, a
nékteré Fidké matice

@ de-facto standardizované rozhrani

@ implementace vyladéné pro konkrétni typy CPU

@ vyuzivané v knihovnéach vyssi Grovné (napr. LU
dekompozice)
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http://www.netlib.org/blas

PA081:

Asymptoticka slozitost e
VYpOCtd
= Tasova slozitost nasobeni matic je O n3 A. KFenek

Asymptoticka
sloZitost
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Asymptotickéa slozitost

= Tasova sloZitost ndsobeni matic je O n®
® Strassen (1969): O n%81

@ rozd€leni matic na2 2 bloky, potom

My
Mz
Ms
My
Ms
Ms
M7

@ rekurzivni aplikace, poCet operaci T n

T

A1 Az Bix B
A1 Az By

Ci1
A11 Bz Boa

Ci2
Az B2y Bix

Ca
A1x Az Bz

Ca2

A2z Ain B B
A1z Az Ba1 Bx

n 7T n=2 18 n=22 O n'%7

M1
Ms
Mz
M1

My
Ms
My
Mz

Ms My
M3z Me
o) n2:81
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Asymptotickéa slozitost

= Tasova sloZitost ndsobeni matic je O n®

® Strassen (1969): O n%81
@ rozd€leni matic na2 2 bloky, potom

My Aunn Ax Bix Ba
Mz Aai Az Bug

Ci1
Mz A1 Biz Bz

Ci2
Mg Az B2z Bax

Ca
Ms  Aux A2 B

Ca2

Ms A2z A Bux Biz
Mz A Ax Bai B2

@ rekurzivni aplikace, poCet operaci T n

Tn 7T n=2 18 n=22 O n'9%’

M1
Ms
Mz
M1

= Coppersmith-Winograd (1987): O n2376

My
Ms
My
Mz

Ms My
M3z Me
o) n2:81
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LU dekompozice
@ rekurzivni formulace algoritmu

1
Aoo ‘ ao1 Aoz
T T
810 1 3gp X
Az | @21 Ax

= skalarni a blokova verze

A1l A11
a1 a,= 11 — LU —
T e A21 Az1
a;, zUstava A LA
Az Azx aziap Ass Az LotA

@ podstatna Cast operaci je nasobeni matic

@ takto implementuje knihovna LAPACK

PAO81:
Programovani
numerickych

Vypoctd

A. Kfenek

LU
dekompozice
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) PA081:' )
LU dekompozice meickson
vypoctl

@ rekurzivni formulace algoritmu ) A. Krenek

1
Aoo ‘ ao1 Aoz
T T
810 1 3gp X
Az | @21 Ax

skalarni a blokova verze

£

— e

A1 A11

_ LU

ail a°21—, 1'1 A21 LU A21 dekompozice
ajo zustava A12 L]_]:!-A12

Az Azx aziap Ass Ao LotAss

B

podstatna Cast operaci je nasobeni matic

8

takto implementuje knihovna LAPACK

B

problém algoritmu — ,,dlouhé“ matice Az; a A2

B

Quintana et. al (2008): algoritmus s bloky 2p p
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PAO81:

Paralelni blokové algoritmy Programovnt

numerickych
Vypoctd

A. Kfenek

@ paralelismus na urovni BLAS

= existuji optimalizované implementace
= implicitni synchronizace na konci kazdého volani
= nemusi byt dosazitelny optimalni vykon

LU
dekompozice

@ blokové operace jsou efektivni provedené vcelku

= vSechna data se dostanou naraz do cache
= na urovni L1/L2 se vyplati na jednom jadru CPU

@ vzajemngé nezavislé blokové operace na vice jadrech
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. PAO81:' )
Paralelni blokoveé algoritmy Tjﬁ:@iﬁ:‘
vypoctu

A. Kfenek

@ Quintana et. al (2008) — prototypova implementace
SuperMatrix
= konkrétni algoritmus probéhne ,,abstraktng*
= blokové operace s deklarovanymi zavislostmi se pouze
zaradi do fronty
= nasledngé se vyhodnoti poradi zpracovani
= operace se provedou potencialng paralelng I;iLeJkompozlce

@ Citelnd formulace algoritmu bez explicitniho paralelismu

@ efektivni provedeni

= matice n > 5000
= 16 jader CPU
= LU dekompozice na vice nez 50 % teoretického vykonu
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PAO81:

Vektorové instrukce Programovéni

numerickych
Vypoctd

A. Kfenek

B

historie — napr. Cray v predsali budovy D

@ soucasné vektorové systémy (napr. NEC SX)
= TeSeni velmi specializovanych problémti

= nizky vykon na skalarnich operacich

B

vektorova rozsireni v architekture x86

= MMX: pouze cela Cisla, kolize s float registry

= SSE: 8 (16) registrfi po 128 bitech, postupng pFidavané Vektorove
instrukce (rsqgrt)

= AVX: 256 bitové registry, 3-operandové instrukce

@ snazsSi vyuZziti plného vykonu procesoru
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- PAOS1
Vektorové instrukce Programoven
Vypoctd

A. Kfenek

@ trivialni priklad

float a[4].,b[4];

int i;

for (i=0; i<4; i++) a[i] += b[il;

movaps 32(%rsp), %xmmO

addps %rsp), %xmmO o

movaps %xmm0, 32(%rsp) Jetoove

@ vektorizaci kodu provede chytrejSi kompilator (icc)
= musime hlidat, abychom tomu nebranili
= recyklace promé&nnych, vedlejsi efekty in-line funkci, . ..
= vyplati se kontrola vygenerovaného assembleru
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PAO81:

VyU z i tl, G P U Programovani

numerickych
Vypoctd

A. Kfenek

@ témer vse, co plati o cache, plati také o GPU

= rychla pamét omezené velikosti

= netrivialni rezie kopirovani z/do hlavni pamgti
@ paralelni kod

= daleko masivngjsi (desitky az stovky)

Vektorové
instrukce

@ viz PV197: GPU Programming
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