Perceptron a ADALINE
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Perceptron
Organizacni dynamika:
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w = (Wo, Wy,...,wp)a X = (Xo,Xy,...,Xn) kde xo = 1.
Aktivni dynamika:

» vnitini potencidl: &€ = wo + X1, wixi = Y.[Lo Wix; = W - X
1 £>0;
0 ¢<0.

> funkce sit&: y[W](x1, ..., Xn) = (&) = o(W - X)

» aktivacni funkce: o(&) = {



Perceptron

Adaptivni dynamika:
» Dana mnozina tréninkovych vzort
T ={(%,ch), (% &), ..., (%, dp)]
Zde Xk = (Xk1 ..., Xkn) € R" je vstup k-tého vzoru a
dx € {0, 1} je oCekavany vystup.
(d urduje, do které ze dvou kategorii dané Xx patfi).
» Oznatme: Xk = (Xko, X1 - - -, Xkn) € RM1 kde X = 1.

» Vektor vah w je konzistentni s 7~ pokud
YIW] (X1 - ., Xkn) = o(W - X)) = di prokazdé k =1,...,p.
Mnozina 7 je vnitfné konzistentni pokud existuje vektor
w, ktery je s ni konzistentni.

» Cilem je nalézt vektor w, ktery je konzistentni s 7~ za
predpokladu, ze 7~ je vnitfné konzistentni.



Perceptron - adaptivni dynamika

Online ucici algoritmus:

Idea: Cyklicky prochazi vzory a adaptuje podle nich vahy, tj.
ot&cCi délici nadrovinu tak, aby se zmensSila vzdalenost Spatné
klasifikovaného vzoru od jeho pfislu§ného poloprostoru.

Prakticky po&ita posloupnost vektord vah w(®, w(') w() .
» vahy v w(® jsou inicializovany nahodné blizko 0
» v m-tém kroku je w(™ vypoé&teno takto:

w(m = @1 _ ¢ (g(w(m-1). f(k) — d) - X,

Zde k = ((m—-1) mod p) + 1 (tj. cyklické prochazeni
vzor(l) a 0 < € < 1 je rychlost uceni.

Véta (Rosenblatt)

Jestlize je T vnitiné konzistentni, pak existuje m* takové, Ze
w(™) je konzistentni s 7.



Dukaz Rosenblattovy véty
Pro zjednodu$eni budeme dale predpokladat, ze ¢ = 1
Nejprve si algoritmus prepiSeme do méné kompaktni formy.

Oznacme

-

{)?k di = 1
Zx =

—Xe di=0

Pak Ize online ucici algoritmus prepsat takto
» vahy v w(® jsou inicializovény nahodné blizko 0
» v m-tém kroku je w(™ vypocteno takto:
» Jestlize o(w(m™1) . Xk) dk, pak w(m w(m=1)
» Jestlize o(W(m™") . X,) # dy, pak W™ = w(m-1) 4 2,

(Rekneme, ze nastala korekce.)

kde k = ((m—-1) mod p) + 1.



Dukaz Rosenblattovy véty

ldea:
» Pro dany vektor w = (wy, ..., w,) oznatme ||vT/H jeho
Euklidovskou délku Vw - w = (/%1 w?
» Uvazime hodné dlouhy vektor (spoc&itame jak dlouhy) w*,
ktery je konzistentni s 7.
» Ukazeme, Ze pokud dos$lo v m-tém kroku ke korekci vah
(tedy w(m = w(m-1) 4 Z) pak

2 5

< ||wAm=1 - wr

kde 6 > 0 je fixni hodnota (kterou také spocitame).

» Z toho plyne, Ze algoritmus nemuze udélat nekone¢né
mnoho korekci.



Perceptron - adaptivni dynamika

Davkovy ugcici algoritmus:
Vypoéte posloupnost w(®, w(1), w(2), . vahovych vektord.

» vahy v w0 jsou inicializovany nahodné blizko 0
» v m-tém kroku je w(™ vypoé&teno takto:

p
w(m — p(m=1) _ .. Z(O(W(m—ﬂ X)) - di) - X
k=1

Zde 0 < € < 1 je rychlost uceni.



ADALINE
Organizacni dynamika:
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W= (Wo,Wi,...,Wp) a X =(Xo,X1,...,%n) kde xg = 1.
Aktivni dynamika:
» vnitini potencidl: € = wo + X1, wixi = Y.L wix; = W - X
» aktivacni funkce: o(&) = &

-

» funkce sité: y[wW](x1,...,Xn) = a(&) = w- X



ADALINE
Adaptivni dynamika:
» Dana mnozina tréninkovych vzort
T ={(%1,0), (% ), ... (% d)}

Zde Xk = (Xk1 ..., Xkn) € R", xko = 1, je vstup k-tého vzoru
a dk € R je oCekavany vystup.

Intuice: chceme, aby sit pocitala afinni aproximaci funkce, jejiz
(nékteré) hodnoty nam predepisuije tréninkova mnozina.

v A
» Oznaéme: Xx = (Xko, Xk1 - - -, Xkn) € R™1 kde xxo = 1.

» Chybova funkce:

1 IRalfy °
ZEZ w- Xk—dk EZ(ZWiin_dk]
k=1 i=0

» Cilem je nalézt w, které minimalizuje E(w).



Gradient chybové funkce

UvaZzme gradient chybové funkce:

Intuice: VE(w) je vektor ve vahovém prostoru, ktery ukazuje
smérem nejstrméjsiho ,rustu” funkce E(w). Uvédomte si, ze
vektory Xk zde slouzi pouze jako parametry funkce E(W) a jsou
tedy fixni.

Fakt

Pokud VE(W) =0 = (0,...,0), pak w je globdlni minimum
funkce E.

Nami uvazovana chybova funkce E(W) ma globalni minimum, protoze je
kvadratickou funkci (konvexni paraboloid).
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Pozor! Tento obrazek pouze ilustruje pojem gradientu, nezobrazuje chybovou
funkci E(w)



ADALINE - adaptivni dynamika

Davkovy algoritmus (gradientni sestup):
» vahy v w9 jsou inicializovany nahodné blizko 0
» v m-tém kroku je w(™ vypo&teno takto:

WM Gm) g yE(wm-D)
p
= wim_¢. Z (VT/(m_1) . )_()k - dk) . )_()k
k=1

Zde 0 < € < 1 je rychlost uceni.
(Vsimnéte si, Ze tento algoritmus je témér stejny jako pro perceptron, protoze
w(m-1 . X, je hodnota funkce sité (tedy (W™ - X, ) kde o(&) = &).)
Tvrzeni
Pro dostateéné malé ¢ > 0 posloupnost w0, w(Y), w2, .
konverguje (po sloZkach) ke globalnimu minimu funkce E (tedy
k vektoru w, ktery spliiuje VE(W) = 0).



ADALINE - adaptivni dynamika

Online algoritmus (Delta-rule, Widrow-Hoff rule):
» vahy v w0 jsou inicializovany nahodné blizko 0
» v m-tém kroku je w(™ vypoé&teno takto:

\X/(m) = W(m 1) —é(m) ( (m-1). Xk —dk) )—()k
kde k = ((m—-1) mod p)+1a0 <e(m) <1 jerychlost
uéeni v m-tém kroku.

Vsimnéte si, Ze tento algoritmus nepracuje s celym gradientem, ale
jenom s jeho ¢asti, ktera prislusi pravé zpracovavanému vzoru!

Véta (Widrow & Hoff)
Pokud e(m) = L pak w(®, w(), w3, ... konverguje ke
globalnimu mmlmu chybove funkce E .



ADALINE - klasifikace

» Mnozina tréninkovych vzort je
T ={(%1,0), (%, &), ..., (%, db)}

kde )—()k = (Xk1,...,an) eR"a dg € {1,-1}.
» Oznaéme )?k = (Xko, XK1, -+ - ,an) e R™1 kde Xko = 1.
» Sit se natrénuje ADALINE algoritmem.
» Ocekavame, ze bude platit nasledujici:
» jestlize d = 1, pak W - )?kéz 0
> jestlize dx = -1, pak w- Xk <0
» To nemusi vzdy platit, ale ¢asto plati. Vyhoda je, Ze se
ADALINE algoritmus postupné stabilizuje i v
neseparabilnim pfipadé (na rozdil od perceptronového
algoritmu).



