Hopfieldova sit’ - opakovani

Autoasociativni sit.

Organizac¢ni dynamika:

>

>

>

Uplna topologie, tj. kazdy neuron je spojen s kazdym
vSechny neurony jsou soucasneé vstupni i vystupni
oznaéme &4, ..., &q vnitfni potencidly a y4, ..., yn vystupy
(stavy) jednotlivych neuront

oznaCme w;; celoCiselnou vahu spoje od neuronu
ie{l,...,nfkneuronuje{l,..., n}.

Z&adny neuron nema bias a prepokladame wj = 0 pro
kazdéj=1,...,n.



Hopfieldova sit’ - opakovani
Adaptivni dynamika: Dana tréninkova mnozina

T ={Xc | Xk = (Xk1,---, Xkn) €{-1,1}", k =1,...,p}

Adaptace probiha podle Hebbova zakona (stejné jako u LAS).
Vyslednd konfigurace je matice W vah

©

Wj,':Z‘ijXk,' 1<j#i<n
k=1

V8imnéte si, Ze w; = wj;, tedy matice vah je symetricka.

Adaptaci Ize vidét jako hlasovani vzort o vazbach neuron:
wji = wj; se rovna rozdilu mezi poctem souhlasnych stavi
Xxj = Xk neuronu i a j a poctem rozdilnych stavd xi; # Xxi.



Hopfieldova sit’ - opakovani

Aktivni dynamika: Inicialné jsou neurony nastaveny na vstup

sité X = (xy,...,Xn), tedy yj(o) =xjprokazdéj=1,...,n.

V t-tém kroku aktualizujeme neuron j, ktery splnuje
t=17-(n-1)+j—1 takto:

nejprve vypocteme vnitfni potencial

n
-1 -1
Ej(t ) _ z ' Wjiy,-(’ )
i=1

a poté
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Hopfieldova sit’ - opakovani

Vypocet konéi v kroku t* pokud se sit' nachazi (poprveé) ve
stabilnim stavu, 1j.

(r4n) _

y =y i=1,m)

Véta

Za predpokladu symetrie vah, vypocet Hopfieldovy sité skonci
pro kaZzdy vstup.

Dokazeme pozdéji pomoci energetické funkce.

Z toho plyne, ze Hopfieldova sit pocita funkci z {—1,1}" do
{—1,1}" (ktera zavisi na hodnotach vah neuront).

Oznaéme y(W, X) = (y1(t*), . .,y,(f)) hodnotu funkce sité pro
vstup X a matici vah W.

Pokud bude W jasné z kontextu, budu psat jen y(X).



Energeticka funkce - opakovani

Energeticka funkce E pfifazuje kazdému stavu sité y € {—1,1}"
potencidlni energii danou

1 n n
EY)=-3 Y. Wi

j=1 i=1

» velké (kladne) wjy,y; je stabilni a malé (zaporné) w;y;y;
nestabilni
» stavy s nizkou energii jsou relativné stabilni (malo neuront

,chce” zmeénit svlj stav), stavy s vysokou energii jsou
nestabilni

V idealnim pfipadé Hebbovo uceni zakdéduje vzory jako
(globalni) minima funkce E.



Hopfield - priklad

» Hopfieldova sit se tfemi neurony
» naucili jsme ji jeden vzor (1,-1, 1) pomoci Hebbova uceni
(sit se automaticky ,naucila“ivzor (-1,1,-1))



Energeticka funkce - konvergence vypoctu sité

Pomoci pojmu energie Ize snadno dokazat, ze vypocet
Hopfieldovy sité vzdy zastavi:
» v pribéhu vypoctu se energie nezvysuje:
E(yU1) = E(y")
» pokud dojde v kroku t ke zméné stavu, pak
E(yU1) > E(y")
» existuje pouze kone¢né mnoho stavu sité: vypocet
dosahne lokalniho minima funkce E, ze kiterého uz se
nedostane



Hopfieldova sit - oduc¢ovani

P¥i uceni podle Hebbova zakona mohou vznikat lokalni minima
funkce E, tzv. nepravé vzory (fantomy), které neodpovidaji
tréninkovym vzorum.

Fantomy je mozné oducovat napt. pomoci nasledujiciho
pravidla: Méjme fantom (x, ..., Xy) € {-1,1}" a vahy w;;, pak
nové vahy Wj’, spocitame pomoci

Wy = Wji = XiXj

(tj. podobné jako pfi adaptaci podle Hebbova zakona, ale s
opacnym znaménkem)



Hopfieldova sit - reprodukce

2 2T

Matice vSech vah v siti W je dana W = Y0 _ XX/

1

Oznatme y() =| :
t
o
Pak y() = sgn(Wy(t=1)
Zde pro jednoduchost pfepodkladame, Ze vechny slozky WX jsou nenulové.
Dany vstup X je stabilni pokud X = sgn(WX)
Tj. vypocet sité koné&i po n krocich.

Pro dany tréninkovy vzor X, mame

g
sgn(WX;) = sgn| X, + Z Xk

k#r (_)rT_)f)
(R%)
Tedy X; je stabilni pokud |, Xr 5% G77%) <1




Reprodukce - statisticka analyza

Kapacita Hopfieldovy paméti je dana pomérem p/n.

Zde n je poCet neuronu a p je pocet vzordy.

Pfedpokladejme, Ze tréninkové vzory jsou voleny nahodné
takto: pfi volbé Xi volim postupné (nezavisle) jednotlivé slozky
(1 spravd. 1/2a -1 s pravd. 1/2).

Uvazme konfiguraci W, kterou obdrzime Hebbovskym uc¢enim
na zvolenych vzorech.

OznaCme
B = P[)?k = J(W, Xx) pro k = 1,...,p]
Pak pro n — oo a p < n/(4log n) dostaneme  — 1.

Tj. maximalni pocet vzoru, které Ize ulozit do Hopfieldovy
paméti je ameérny n/(4log n).



Hopfieldova sit’ - asociace

Problém:
» prili§ mnoho vzord implikuje existenci lokalnich minim
funkce E, ktera neodpovidaji vzoriim (tzv. fantomy)
» lokalni minima pro vzory mohou dokonce zanikat
Podrobna analyza ukazuje nasledujici
» Pro p < 0.138n tréninkové vzory odpovidaji lokalnim
minimdam funkce E
» Pro p > 0.138n lok&lni minima pfislusejici vzorim zanikaji
» Pro p < 0.05n tréninkové vzory odpovadaji globalnim
minimim E a fantomy maji ostfe vétsi energii
Tj. pro dobré zapamatovani 10 vzoru je potfeba 200 neurond a
tedy 40000 spoju ohodnocenych celo¢iselnymi vahami
(autorovi knihy z roku 1996 to pfipadalo neprili§ praktické :-) )

Pozn. Nevyhodou Hopfieldovy sité je deterministicky vypocet,
ktery muze skoncit v mélkém lokalnim minimu E bez moznosti
uniknout. Tento problém Castecné vyresi Boltzmannav stroj -
stochastické rozsSireni Hopfieldovy sité.



Hopfieldova sit’ - priklad kodovani

"'-

%2 3
33

Cislice 12 x 10 bodu

(120 neurond, —1 je bild a 1 je Cernd)
nauceno 8 Cislic

vstup vygenerovan ze vzoru 25%
Sumem

obrazek ukazuje postup vypoctu
Hopfieldovy sité



Hopfieldova sit' a optimalizacni ulohy

Optimaliza¢ni Uloha je zaddna mnozinou pfipustnych feSeni a
Ucelovou funkci. Cilem je nalézt pripustné feSeni, které
minimalizuje U¢elovou funkci.

Pro mnoho optimalizanich uloh Ize nalézt Hopfieldovu sit
(obvykle je nutné pridat biasy) takovou, ze

» energeticka funkce E = ucelova funkce
» minima E = pfipustné reSeni

Cilem je nalézt globalni minimum funkce E.

Problém: neni jasné, v jakém stavu zacit, abychom dosahli
globalniho minima. Sit mGze skoncit v mélkém minimu.

Reseni: V kazdém stavu umoznime s malou pravdépodobnosti
prechod do stavll s vyssi energii. Tuto pravdépodobnost budeme
postupné sniZzovat. Tohoto je schopen Boltzmann(v stroj, viz. dale ...



Boltzmannuyv stroj

Cil: Chceme sestroijit sit, ktera bude reprezentovat dané
pravdépodobnostni rozlozeni na mnoziné vektord {—1,1}".

Velmi hruba a nepresna idea: Sestrojime generalizaci
Hopfieldovy sité, jejiz stavy budou z mnoziny {-1,1}" a ktera
bude svoje stavy ménit nahodné (podle pfechodovych
pravdépodobnosti danych konfiguraci sité).

Kdyz takovou sit nechame bézet dost dlouho, potom budou
frekvence navstév jednotlivych stavli nezavislé na inicialnim
stavu. Tyto frekvence budeme povazovat za pravdépodobnostni
rozloZeni reprezentované siti.

V adaptivnim rezimu bude zadano néjaké rozlozeni na stavech
a cilem bude nalézt konfiguraci takovou, Ze rozlozeni
reprezentované siti bude odpovidat zadanému rozlozeni.



Boltzmannuyv stroj

Organizac¢ni dynamika:
» Cyklické sit se symetrickymi spoji (1j. libovolny
neorientovany graf)

v

Mnozinu vSech neuront znac¢ime N

oznaCme ¢&; vnitini potencial a y; vystup (stav) neuronu j
INI

\4

v

stav stroje: y € {-1,1)
oznacme wj; realnou vahu spoje od neuronu i k neuronu j.

\4

v

Z&adny neuron nema bias a pfepokladame wj = 0 pro j € N.



Botzmannuyv stroj

Aktivni dynamika: Stavy neuronl jsou inicialné nastaveny na
hodnoty z mnoziny {—1, 1}, {j. y(o) e{-1,1} proje N.

V t-tém kroku aktualizujeme nahodné vybrany neuron j € N
takto: nejprve vypocCteme vnitfni potencial

n
t—1 t—1
é]( )Zz Wti,-( :
i€j—

a poté nahodné zvolime hodnotu yj(t) e {-1,1} tak, ze
Py =1]=o(&™) kde

1
(&) = T

Parametr T(t) se nazyva teplota v Case t.



Boltzmannuv stroj - teplota a energie
» Velmi vysoka teplota T(t) znamena, ze P[y(” = 1] 1a
stroj se chova témér nahodné.
> Velmi nizka teplota T(t) znamena, Ze bud P [yj(t) =1]~1
nebo P[yj(t) = 1] ~ 0 v zavislosti na tom, jestli 5/@ >0
nebo 5}” < 0. Potom se stroj chova témeér deterministicky
(tj. jako Hopfieldova sit).

Podobné jako u Hopfieldovy sité definujeme energetickou

funkci E
—% Z Z Wiiy;Yi

jeN igj
Boltzmanndv stroj funguje jako Hopfieldova sit roz§ifena o nahodny
Sum na prechodech, tj. energie se mlze obcas zvysit.

Pravdépodobnost pfechodl do vy$si energetické hladiny se
exponencialné zmensuje s velikosti energetického skoku.



Simulované zihani
Nasledujicim postupem Ize dosahnout globalniho minima
funkce E:
» Na zacatku vypoctu nastavime vysokou teplotu T(t)
» Teplotu postupné snizujeme, napf takto:
> T(t) =n'- T(0) kde n < 1 je blizko 1
» nebo T(t) = T(0)/log(1 +t)
Lze dokazat, ze pfi vhodném postupu chlazeni dosahneme
globalniho minima.

Pozn:

» Tento proces je analogii zihani pouzivané pfi vyrobé tvrdych
kovovych material( s krystalickou strukturou: material se nejprve
zahteje, ¢imz se porusi vazby mezi atomy, v pribéhu
nasledného pomalého chlazeni se material ,usadi“ do stavu s
minimalni vnitfni energii a s pravidelnou vnitfni strukturou.

» Jedna se také o rozsiteni fyzikalni motivace Hopfieldovy sité:
orientace magnetl jsou ovlivnény nejen vnitfnim a vnéjs§im
magnetickym polem, ale také termalnimi fluktuacemi.



Rovnovazny stav
Fixujme teplotu T (tj. T(t) = Tprot=1,2,...).

Boltzmann(v stroj se po jisté dobé dostane do tzv. termaini
rovnovahy. Tj. existuje Cas t* takovy, ze pro libovolny stav stroje
y* € {-1,1}N plati
P[7) =]~ pn(r")
Zde pn(y*) = 2 E0/T kde
7 - Z e EOMIT
ye{—1,1}IM

tj. Boltzmannovo rozlozZeni

-,

Teorie Markovovych fetézcl fika, ze P [y(t*) = y*] je také
dlouhodoba frekvence navstév stavu y~.

Toto plati bez ohledu na inicialni nastaveni neurond! Sit tedy
reprezentuje rozlozeni py.



Boltzmannuuv stroj - uceni

Problém: Tak jak jsme si jej definovali ma Boltzmann(v stroj
omezenou schopnost reprezentovat dana rozlozeni.

Proto mnoZinu neuronud N disjunkiné rozdélime na
» mnozinu viditelnych neuront V
» mnozinu skrytych neuronu S.
Pro dany stav viditelnych neurond a € {—1,1}!Vl oznaéme

Z pn(a, B)

—1,1)is|

pravdépodobnost stavu viditelnych neuronl a v termalnim
ekvilibriu bez ohledu na stav skrytych neurona.

Cilem bude adaptovat sit podle daného rozlozeni na {—1, 1}l
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Boltzmannuv stroj - uceni

Adaptivni dynamika:
Necht py je pravdépodobnostni rozlozeni na mnoziné stav
viditelnych neurond, tj. na {—1, 1}V,

Cilem je nalézt konfiguraci sité W takovou, ze py odpovida py.
Vhodnou mirou rozdilu mezi rozdélenimi py a pq je relativni

entropie zvazena pravdépodobnostmi vzorl (tzv. Kullback
Leibler distance)
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Boltzmannuuv stroj - uceni

&(W) budeme minimalizovat pomoci gradientniho sestupu, tj.
budeme poditat poslounost vektort vah w(©®, w(1), . .

» vahy v w9 jsou inicializovany nahodné blizko 0
» v t-tém kroku (zde t = 1,2,...) je w(D) vypo&teno takto:

(ty _ ., (t=1) ()
Wit =wy AW,
kde
|98

) _ _.
ijl. = —¢(t) W

(1)

je zména vahy w; v t-tém kroku a 0 < £(t) < 1 je rychlost
uceni v t-tém kroku.

Zbyva spoditat (odhadnout) j—v‘z(ﬁ/).
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Boltzmannuv stroj - uceni

Formalnim derivovanim funkce & lze ukazat, ze
o8 () (1) (t),(t)
3_"'//'1 T (<yl Yi >ﬁxed B <y/ Yi >free)

(t),,(t) ‘o DIIMErNA (1) (1) Alni
> <yj % >ﬁxedje prumeérna hodnotayj y; v termalni

rovnovaze za predpokladu, Zze hodnoty viditelnych neurona
jsou fixovany na pocatku vypoctu dle rozlozeni pg.
(), () ‘o OrIMErNA (t),(t)
> <yj v >free je primérné hocI:Inotayj Y,
rovnovaze bez fixace viditelnych neuronu.

v termalni

Celkoveé
(t) . 9E  m(t-1)
ijl. = —¢(t) 3 ji(w )

(0 (1,00, ks
= ST (<y/(t )y/'(t )>ﬁxed B <y}'(t )yi(t )>free)
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Boltzmannuv stroj - ucéeni

Pro upfesnéni:

(1) (1) _
<y Yj >fixed o
Pn(a, af. «a
= ). pdla %yj by
ag(—1,1)V ﬁ eTays PV

kde yf‘ﬁ je vystup neuronu j ve stavu (a, f).

<y( yl free Z PN

{—=1,1}INI
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Boltzmannuv stroj - uceni

Vypocet Aw; Ize realizovat pomoci simulace.
Pro vypocet <yj(t ) y,.(t )>ﬁxed proved’ nasledujici:
» Poloz Y := 0 a proved nasledujici akce g krat:

1. fixuj nahodné hodnoty viditelnych neuront dle rozlozeni py
(tj. v prdbéhu nasledujicich krokl je neaktualizuj)

2. simuluj stroj tak dlouho, dokud nedosahne termalni
rovnovahy pfi nizké teploté (zde je mozné pouzit tzv.
simulované Zihani, tedy pomalé snizovani teploty).

3. simuluj stroj po dalSich ¢ krokl a v kazdém z téchto kroki
pricti aktualni hodnotu y;y; k proménné Y.

» Y/qt bude dobrym odhadem <yj(t*)yf(t*)>fixed za
predpokladu, ze q a ¢ jsou dostatecné velka Cisla.

(yj(t*)yl.(t*)%ree se odhadne podobné, pouze se nefixuiji viditelné

neurony (tj. v kroku 1. se zvoli libovolny startovni stav a v
nasledném vypoctu se mohou aktualizovat vSechny neurony).
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