Algebra II, 1. termin, uloha A, 27. 5. 2009

Jméno : UCO :

Identity v podalgebrach (Zadné o ¢ ¥ !)

Uvazujeme jazyk unarniho operac¢niho symbolu f a nularniho opera¢niho symbolu c a
v ném algebry A = (A, p,d) a B=(B,q,e).
a) Definujte (induktivné) mnozinu 7,, vSech n-arnich termi naseho jazyka.

e) Je-li navic t € T}, by,...,b, € B, mame t5"(by, ..., bp) = coovooiovieeeiiieeeeeen

f) Dokazte tvrzeni z e).

j) Necht algebra A je konkretizovana takto: A = {0,1,2}, p(0) =1, p(1) = 2, p(2) =
0, d = 0. Pro kazdy typ charakterizujte identity, které jsou v A splnény.



Algebra II, 1. termin, Gloha B, 27. 5. 2009

Jméno : UCO :

Svazy kongruenci. Je ddna monounarni algebra A = (A, f). Necht Con A znac¢i mno-
zinu vSech jejich kongruenci. Nechtf pro relace p, o na mnoziné A je

poo={(a,c) € Ax A| existuje b € A spliinjiciapboc}.

Relace p, o jsou zamenne, je-licop=poo.

a) Dokazte, ze (Con A, C) je plny svaz.

b) Pro p,o € Con A mame

d) Dokazte : Necht algebra A ma libovolné dvé kongruence zaménné. Pak je svaz (Con A, A, V)
modularni.

Skutecné, necht p,o, 7€ Con A, p ...t

Mame ukazat, Zze pV (O AT) oo,

Necht tedy (a,b) € «.vvviiii
Existuje c € Atak, Ze ...t
Hledame d € A tak, aby ...

SEACT VZI oot

e) Necht A = {a,b,p,q}, f(a) =10, f(b) =a, f(p) =q, f(q¢) = p. Popiste (Con A, C).



f) Tento svaz je/neni (zakrouzkujte spravnou odpovéd) modularni a proto (vyberte)
- i) existuje dvojice kongruenci, které nejsou zaménné
- ii) ze znalosti svazu na izomorfismus nelze nic usoudit o zdménnosti kongruenci.

g) V ptipadé i) takovou dvojici p, o najdéte a uvedte jak vypada po o a oo p (napiiklad
namaluje relace jako orientované grafy).

V pripadé ii) dejte ptiklad algebry B, kterd ma svaz kongruenci (Con B, C) izomorfni s
(Con A, C), PFICEMZ . ..ovviiiii i



Algebra II, 1. termin, tloha C, 27. 5. 2009

Jméno : UCO :

a) Je tfida vSech unarnich algeber (A, f), kde f o f = f, uvazovana v jazyku jediného
unarniho operacniho symbolu uzaviena na operator H 7

(Odpovéd ano/ne: £+ 4 body, dukaz/protipiiklad: 6 bodt.)

b) Na mnoziné Z uvazujeme binarni operaci s¢itani a undrni operaci f danou predpisem
f(x) = 2. Déle je p relace na mnoziné Z definovana vztahem

pro a,b € Z mame apb <= T|(a—0D).

Je tato relace p kongruenci algebry (Z,+, f) ?
(Odpovéd ano/ne: + 4 body, dikaz/protipiiklad: 6 bodu.)

¢) Na mnoziné Q uvazujeme unarni operaci f danou predpisem f(z) =z + 1, = € Q.
Rozhodnéte, zda jsou unarni algebry Q = (Q, f) a Q x Q izomorfni.
(Odpovéd ano/ne: + 4 body, dikaz/protipiiklad: 6 bodu.)

Zaporné body se pocitaji pouze v ramci ulohy C, tj. minimalni mozny pocet bodi za tuto tlohu
je 0. V pfipadé nedostatku mista pokracujte na zadni stranu.



Algebra II, 2. termin, iloha A, 19.6. 2009

Jméno : UCO :

Uvazujme jazyk jediného unarniho opera¢niho symbolu f. (Veskeré vyrazy typu o € ¥
budou pfi opravé ignorovany !)
a) Pripomente definici souc¢inu systému mnozin (A;);cr. ( I je libovolna mnozina ! )

d) Necht A a B jsou algebry s neprazdnymi nosi¢i a necht C je jejich podpfimy soucin.
Necht o je identita. U jednotlivych tvrzeni vyznacte zda plati ¢i nikoliv.

(i) (A nebo B spliuje 0) = C spliuje o,

(ii) C spliiuje 0 = (A nebo B spliiuje o),

(iii) (A i B spliuji ) = C spliuje o,

(iv) C spliiuje 0 = (A i B spliuji o).

e) Dopliite a dokazte. Necht A je podpfimym soucinem systému (.A;);c;.



Algebra II, 2. termin, iloha B, 19.6. 2009

Jméno : UCO :

Booleovy algebry

Booleova algebra je usporadana Sestice B = (B, A, V,',0,1), kde (B, A, V) je distributivni
svaz, ' je unarni a 0,1 jsou nularni operace na mnoziné¢ B splnujici :

pro libovolné b€ BjebA0 =0, bv1=1 bAV =0, bV =1.

Pro Booleovu algebru B a a € B necht B | a = ([0, a], A, V,*,0,a), kde [0,a] = {b € B |
b<a}, b*=aAnl.

a) Dokazte, ze B | a je téz Booleova algebra.

b) Dokazte, Ze zobrazeni o, : B — [0,a], b +— a A b je surjektivni homomorfismus B na

B | a.

c) Dokazte, ze algebra B je izomorfnis B | a x B | d’

Pouzijete-li nékde néjaké lemma z prednasky, musite je zformulovat.



Algebra II, 2. termin, loha C, 19.6. 2009

Jméno : UCO :

a) Je tfida vSech grupoidi (5,-) v nichz existuje neutralni prvek, uvazovana v jazyku
jediného binarniho operac¢niho symbolu, uzaviena na operator H ?

(Odpovéd ano/ne: £+ 4 body, dikaz/protipiiklad: 6 bodti.)

b) Necht X je kone¢nd mnozina a (3*, ) je monoid vSech slov nad ¥ s operaci zfetézeni.
Necht p je relace na mnoziné ¥* definovand vztahem

upv pravekdyz (VaeX) (u€eXal' < veXaX').

Je relace p kongruenci monoidu (X*,-) 7

(Odpoveéd ano/ne: £+ 4 body, dtkaz/protipiiklad: 6 bodi.)

¢) Na mnoziné Z uvazujeme unarni operaci f danou predpisem f(z) = x+1. Rozhodnéte,
zda jsou unarni algebry Z = (Z, f) a Z x Z izomorfni.

(Odpovéd ano/ne: £+ 4 body, dtkaz/protipiiklad: 6 bodti.)

Zaporné body se pocitaji pouze v ramci tlohy C, tj. minimalni mozny pocet bodt za tuto tlohu
je 0. V pripadé nedostatku mista pokracujte na zadni stranu.



Algebra II, 1. termin, uloha A, 26.6. 2009

Jméno : UCO :

Reprezentace konec¢nych distributivnich svazu

a) Algebraicky definovany svaz £ = (L, A, V) je svazem ve smyslu uspofadanych mnozin,
klademe-li

Mnozinu vSech spojové ireducibilnich prvki svazu £ s vyjimkou nejmensiho (pokud existuje)
znacime J(L).

c¢) Nakreslete diagram usporadané mnoziny (J(K), <) pro svaz K

d) Necht A = (A, <) je usporadand mnozina. Mnozina X C A je dédi¢na, jestlize

Mnozinu vSech dédi¢nych podmnozin zna¢ime H(A).

e) Doplite vétu : Kone¢ny distributivni svaz £ = (L, <) je izomorfni s mnozinou

S USPOFAdANII ... .ovt e

f) Doplnéni dikazu : Uvazujeme zobrazeni

E:L — i, g O e
Vzhledem k tomu, Ze svaz £ je ...................... , plati pro lib. a € L, Ze a = sup &(a).
Odtud zejména plyne, Ze zobrazeni £ je ...............coooiiiiin.... a ze plati £(a) < £(b)

implikuje a < 0.



g) Uvedte diagram uspordadané mnoziny, kterou jste doplnili do e), pro nas konkrétni
priklad svazu K.

h) Sledujte dikaz z f) a uvedte zcela konkrétné, co v piipadé svazu K neproslo.



Algebra II, 1. termin, loha B, 26.6. 2009

Jméno : UCO :

Syntakticky semiring
Necht A = {a,b}, a # b. Necht (A%, ) je volny monoid nad A a necht P je mnozina vSech
kone¢nych podmnozin mnoziny A* s nadsobenim

{ug, ..., up} - {vr, ..., 0} = {wvr, ... ugvy, .o ugvr, L ugUL )

a) Definujte kongruenci algebry P = (P, -,U).

b) Necht L C A*. Ukazte, ze relace ~ definovana vztahem
{ug,...,ux} ~p {v1,...,u} <=

(Vpg€eA ) (pug,....puq € L < pug,....pug € L)
je kongruenci algebry P.

c) Jak vypadd P/ ~p pro L = {a" | n >0} ?

d) Pron € Nv P urcete < {a"} >.

e) Najdéte vSechny automorfismy algebry P.

f) Pro ktera r, s, ¢ > 0 algebra P spliiuje identitu 2" (y U 2) = 25y U 22 ? — zdtvodnéte

Body : vse po 5



Algebra II, 1. termin, tuloha C, 26.6. 2009

Jméno : UCO :

a) Je tiida vS8ech unarnich algeber (A, f), kde f : A — A je bijekce, kterd je sama
k sobé inverzni, uvazovana v jazyku jediného unérniho operac¢niho symbolu uzaviena na
operator H 7

(Odpovéd ano/ne: + 4 body, dikaz/protipiiklad: 6 bodu.)

b) Necht S je alespon dvouprvkova mnoZina a operace - a o na této mnoziné jsou dany
takto: pro libovolna a,b € S plati a-b = a, aob = b. Rozhodnéte, zda jsou grupoidy (S, -) a
(S, 0) izomorfni.

(Odpovéd ano/ne: + 4 body, dikaz/protipfiklad: 6 bodu.)

c) Predné si uvédomme, Ze kazdé piirozené ¢islo n € N lze jednoznaénym zptsobem
zapsat ve tvaru 2°71(2y — 1) kde z,y € N. Rozhodnéte, zda zobrazeni o : N — N x N
definované predpisem «(2°7'(2y — 1)) = (x,y) je homomorfismus grupoidu N = (N, +) do
grupoidu N x V.

(Odpovéd ano/ne: £+ 4 body, dukaz/protipiiklad: 6 bodi.)

Zaporné body se pocitaji pouze v ramci tlohy C, tj. minimalni mozny pocet bodi za tuto tlohu
je 0. V ptipadé nedostatku mista pokracujte na zadni stranu.



