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Mivdme (Zasto chorobnou) snahu mit jasno
@ kolik néco je
@ za kolik to je,
@ jak dlouho to je
@ kde presné to je
° ...
a vysledkem takovych tdvah je vé&tSinou néjaké &islo, p¥ipadné
spousta Cisel.
Budeme ucenéji Fikat hodnoty.
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Mivdme (Zasto chorobnou) snahu mit jasno
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@ za kolik to je,
@ jak dlouho to je
@ kde presné to je
° ...
a vysledkem takovych tdvah je vé&tSinou néjaké &islo, p¥ipadné
spousta Cisel.
Budeme ucenéji Fikat hodnoty.

Za Z&islo se pFitom povaZuje néco, co umime s¢itat a nasobit a
spliiuje to obvyklé zakonitosti, at uZ vechny nebo jen n&které.
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Nejjednodussi p¥iklady jsou p¥irozena ¢isla, budeme je znadit
No={0,1,2,3,...}, resp. N={1,2,3,... }
(v informatice brana v&etn& nuly, jinde spi%e ne), a &isla celd

Z={.. ~1,0,1,2,...}.
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Z=A.. -1,0,1,2,...}.
Formalné miZeme definovat
0:=0, 1:={0}, 2:={0,1},...,n+1:={0,1,...,n}.

Pak Ize snadno formalné definovat séitani a ndsobeni celych &isel,
usporadani, ukazat, Ze kazda podmnozina v N md nejmensi prvek
a spoustu dal3ich vlastnosti, o kterych zpravidla uz davno
nepfemyslime a mame je za samoziejmé.
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Pak Ize snadno formalné definovat séitani a ndsobeni celych &isel,
usporadani, ukazat, Ze kazda podmnozina v N md nejmensi prvek
a spoustu dal3ich vlastnosti, o kterych zpravidla uz davno
nepfemyslime a mame je za samoziejmé.

Budeme navic misto s &isly manipulovat s pismeny abecedy,
pfipadng jinymi znaky, at uZ jejich hodnota je nebo neni predem
znama.
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Vlastnosti s¢itani

Vyjmenujme takto obvyklé vlastnosti, které s¢itani a nasobeni &isel
ma:

(a+b)+c=a+(b+c), proviechny a, b, c (KG1)
a+ b= b+ a, pro viechny a, b (KG2)

existuje prvek 0 tak, Ze pro viechny ajea+0=a ( )
(KG4)

pro viechny a existuje (—a) tak, e a-+ (—a) = 0.
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Vlastnosti s¢itan

Vyjmenujme takto obvyklé vlastnosti, které s¢itani a nasobeni &isel
ma:

(a+b)+c=a+(b+c), pro viechny a, b, c (KG1)
a+ b= b+ a, pro viechny a, b (KG2)

existuje prvek 0 tak, Ze pro viechny ajea+0=a (KG3)
pro viechny a existuje (—a) tak, e a-+ (—a) = 0. (KG4)

Vlastnostem (KG1) — (KG4) ¥ikdme vlastnosti komutativni grupy.
Cel3 &isla Z jsou dobrym p¥ikladem komutativni grupy, p¥irozena
gisla nikoliv, protoZze nespliiuji KG4 (a pfipadné& neobsahuji nulu
pokud ji do N nezahrnujeme).
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Vlastnosti nasobeni

o
[y

(a-b)-c=a-(b-c), pro viechny a, b, c

—~ ~~ ~
O O
w N

SN N N N

a-b=>b-a, proviechny a, b
existuje prvek 1 takovy, Ze pro v8echny a plati1-a=a

a-(b+c)=a-b+a-c, proviechny a, b, c.

Posledni vlastnosti O4 se ¥ika distributivita.



Skalary
000e0

Vlastnosti nasobeni

(a-b)-c=a-(b-c), pro viechny a, b, c (01)
a-b=b-a, pro viechny a, b (02)
existuje prvek 1 takovy, Ze pro viechny a platil-a=a (03)
a-(b+c)=a-b+a-c, proviechny a, b, c. (04)

Posledni vlastnosti O4 se ¥ika distributivita.
MnoZiny s operacemi +, - a vlastnostmi (KG1)—(KG4), (01)—(04)
&

se nazyvaji komutativni okruhy. Potfebujeme v8ak zpravidla jest
dalsi b&Znou vlastnost &isel:

pro kazdé a # 0 existuje a~* tak, 7e plati, a-a ! =1. (P)
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Vlastnosti nasobeni

(a-b)-c=a-(b-c), pro viechny a, b, c (01)
a-b=b-a, pro viechny a, b (02)
existuje prvek 1 takovy, Ze pro viechny a platil-a=a (03)
a-(b+c)=a-b+a-c, proviechny a, b, c. (04)

Posledni vlastnosti O4 se ¥ika distributivita.
MnoZiny s operacemi +, - a vlastnostmi (KG1)—(KG4), (01)—(04)
&

se nazyvaji komutativni okruhy. Potfebujeme v8ak zpravidla jest
dalsi b&Znou vlastnost &isel:

pro kazdé a # 0 existuje a~* tak, 7e plati, a-a ! =1. (P)

KdyZ nae objekty spliiuji navic i (P), hovofime o poli (¢asto také
o komutativnim télese).
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N&kdy se ale setkame se slabsi dodate&nou vlastnosti nez je (P).
Nap¥. okruh celych &isel Z nespliiuje (P), ale spliiuje

a-b=0 = bud a=0nebo b=0. (o))

Hovofime o oboru integrity.

Prvky né&jaké mnoziny s operacemi + a - spliiujicimi (ne
nutn& viechny) vy3e uvedené vlastnosti (tj. komutativni
okruh, obor integrity, pole) budeme nazyvat skalary.
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ooooe

N&kdy se ale setkame se slabsi dodate&nou vlastnosti nez je (P).
Nap¥. okruh celych &isel Z nespliiuje (P), ale spliiuje

a-b=0 = bud a=0nebo b=0. (o))

Hovofime o oboru integrity.

Prvky né&jaké mnoziny s operacemi + a - spliiujicimi (ne
nutn& viechny) vy3e uvedené vlastnosti (tj. komutativni
okruh, obor integrity, pole) budeme nazyvat skalary.

Budeme pro né vesmés uZivat latinska pismena ze za¢atku abecedy.
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Skalarni funkce
[ 1)

Vétsinou hodnoty nezndme, misto toho ale néco vime o zavislosti
nasi hodnoty na hodnotach jinych.
Formalné piseme, Ze hodnota

y = f(x)

nasi zavislé veli¢iny y je ddna nezdvislou veli¢inou x.

P¥itom bereme f jen formalné (jenom vime, Ze je definovdna) nebo
opera¢né (tj. f(x) je ddno formuli posklddanou ze zndmych
operaci.
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opera¢né (tj. f(x) je ddno formuli posklddanou ze zndmych
operaci.

Je-li hodnotou skalar, hovofime o skaldrni funkci. Hodnoty mohou
byt také ddny pouze pfiblizné nebo s jistou pravdépodobnosti.
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byt také ddny pouze pfiblizné nebo s jistou pravdépodobnosti.
Matematické tvahy z formalniho popisu nachazi explicitni formule,
které funkce popisuji. Pracujeme s:

@ s presnym a konednym vyrazem
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Vétsinou hodnoty nezndme, misto toho ale néco vime o zavislosti
nasi hodnoty na hodnotach jinych.
Formalné piseme, Ze hodnota

y = f(x)

nasi zavislé veli¢iny y je ddna nezdvislou veli¢inou x.
P¥itom bereme f jen formalné (jenom vime, Ze je definovdna) nebo
opera¢né (tj. f(x) je ddno formuli posklddanou ze zndmych
operaci.
Je-li hodnotou skalar, hovofime o skaldrni funkci. Hodnoty mohou
byt také ddny pouze pfiblizné nebo s jistou pravdépodobnosti.
Matematické tvahy z formalniho popisu nachazi explicitni formule,
které funkce popisuji. Pracujeme s:

@ s presnym a konednym vyrazem

@ s nekonetnym vyrazem

@ s priblizenim neznamé funkce zndmym odhadem (vé&tsinou s

vy&islenou moZnou chybou)
@ s odhadem hodnot s vy&islenim jejich pravdépodobnosti apod.
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Example

(1) Ro&ni mzda pracovnikid (hodnoty nezdvislé veliginy jsou
jednotlivi pracovnici x z n&jaké mnoZiny, f(x) je jejich ro&ni mzda
za dané obdobi),
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(1) Ro&ni mzda pracovnikid (hodnoty nezdvislé veliginy jsou
jednotlivi pracovnici x z n&jaké mnoZziny, f(x) je jejich ro&ni mzda
za dané obdobi),

(2) mé&si¢ni mzda konkrétniho pracovnika v &ase (nezavislou
hodnotou je &as v mésicich, zavislou p¥ijem).
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(2) mé&si¢ni mzda konkrétniho pracovnika v &ase (nezavislou
hodnotou je &as v mésicich, zavislou p¥ijem).

(3) Plocha obrazce v roving, objem télesa v prostoru, rychlost
konkrétniho auta v ¢ase atd. Dovedeme si jisté predstavit, Ze ve
v8ech uvedenych pfipadech miiZe byt hodnota ddna néjakou voln&
popsanou souvislosti nebo namé¥ena p¥iblizné nebo odhadnuta atd.
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Example

(1) Ro&ni mzda pracovnikid (hodnoty nezdvislé veliginy jsou
jednotlivi pracovnici x z n&jaké mnoZziny, f(x) je jejich ro&ni mzda
za dané obdobi),

(2) mé&si¢ni mzda konkrétniho pracovnika v &ase (nezavislou
hodnotou je &as v mésicich, zavislou p¥ijem).

(3) Plocha obrazce v roving, objem télesa v prostoru, rychlost
konkrétniho auta v ¢ase atd. Dovedeme si jisté predstavit, Ze ve
v8ech uvedenych pfipadech miiZe byt hodnota ddna néjakou voln&
popsanou souvislosti nebo namé¥ena p¥iblizné nebo odhadnuta atd.
(4) Obytejné stitani nebo ndsobeni p¥irozenych &isel

(5) Dilezitou opera&n& definovou skaldrni funkci na p¥irozenych
Cislech je faktoridl, ktery definujeme vztahy

f(0)=1, f(n+1)=(n+1)-f(n).

Pigeme f(n) = n! a definice zjevn& znamend n! =n-(n—1)---1.
(To neni p¥ili§ efektivni formule pro velkd n, lepsi ale téZzko hledat.)
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Permutace

Z mnoziny n predméti vytvafime poradi jejich prvki.
Pro volbu prvniho prvku je n moZnosti, dalsi je volen z n — 1
moznosti atd., az ndm nakonec zbude jediny posledni prvek.
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Pro volbu prvniho prvku je n moZnosti, dalsi je volen z n — 1
moznosti atd., az ndm nakonec zbude jediny posledni prvek.
Proto je na dané konetné mnoZin&€ S s n prvky pravé n! riiznych
poradi. Hovo¥ime o permutacich prvki mnoziny 5.
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odpovidaji moznym pofadim ¢&isel od jedné do n.
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Permutace

Z mnoziny n predméti vytvatime poradi jejich prvki.

Pro volbu prvniho prvku je n moZnosti, dalsi je volen z n — 1
moznosti atd., az ndm nakonec zbude jediny posledni prvek.
Proto je na dané konetné mnoZin&€ S s n prvky pravé n! riiznych
poradi. Hovo¥ime o permutacich prvki mnoziny 5.

JestliZe si predem prvky v S olislujeme, tj. ztotoZnime si S s
mnozinou S = {1,..., n} n pfirozenych &isel, pak permutace
odpovidaji moznym pofadim ¢&isel od jedné do n.

Dokazali jsme tak:

Pocet riiznych poFadi na kone¢né mnoZiné s n prvky je dan funkci
faktorial:

f(n) = n!
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Kombinace

Daldim jednoduchym p¥ikladem hodnoty uréené formuli je polet
zplsobi, kterymi lze vybrat k rliznych rozliSitelnych predméti z
mnoZziny n predmé&ta.
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Zjevn& mame n(n —1)---(n — k + 1) moZnych vysledki
postupného vybéru nasich k prvki, pfitom ale stejnou vyslednou
k-tici dostaneme v k! rliznych pot¥adich.
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Kombinace

Daldim jednoduchym p¥ikladem hodnoty uréené formuli je polet
zplsobi, kterymi lze vybrat k rliznych rozliSitelnych predméti z
mnoZziny n predmé&ta.

Zjevn& mame n(n —1)---(n — k + 1) moZnych vysledki
postupného vybéru nasich k prvki, pfitom ale stejnou vyslednou
k-tici dostaneme v k! rliznych pot¥adich.

Dokazali jsme tedy:

Pro po&et kombinaci k-tého stupné z n prvkd plati (samoziejmé
Jjek <n)

o(n, k) = <”> _n(n—1)...(n—k+1) _

k k(k—1)...1 (n— k)lk!"

Cislim c(n, k) ¥ikdme binomicka &isla.



Kombinatorické formule
00®00

Pokud nam ale zaleZi i na po¥adi vybrané k-tice prvki, hovofime o
variaci k-tého stupné. Jak jsme si jiz ovérili:

Pro pocet variaci plati

v(in,k)=n(n—1)---(n—k+1)

pro vsechny 0 < k < n (a nula jinak).




Kombinatorické formule
00®00

Pokud nam ale zaleZi i na po¥adi vybrané k-tice prvki, hovofime o
variaci k-tého stupné. Jak jsme si jiz ovérili:

Pro pocet variaci plati

v(in,k)=n(n—1)---(n—k+1)

pro vsechny 0 < k < n (a nula jinak).

s

Binomicka &isla dostala svilj ndzev od tzv. binomického rozvoje:
n n
b)" = kbn—k
0oy =3 (k)

protoZe koeficient u mocniny akb" ¥ je roven pravé pottu
moznosti, jak vybrat k-tici z n zavorek v soudinu.



Kombinatorické formule
00®00

Pokud nam ale zaleZi i na po¥adi vybrané k-tice prvki, hovofime o
variaci k-tého stupné. Jak jsme si jiz ovérili:

Pro pocet variaci plati

v(in,k)=n(n—1)---(n—k+1)

pro vsechny 0 < k < n (a nula jinak).

s

Binomicka &isla dostala svilj ndzev od tzv. binomického rozvoje:

n

a+b) = <n>akb”_k

(a+b) /;) P
protoZe koeficient u mocniny akb" ¥ je roven pravé pottu
moznosti, jak vybrat k-tici z n zavorek v soudinu.
Vsimnéme si, Ze pro odvozeni jsme potfebovali pouze
distributivitu, komutativnost a asociativitu nasobeni a s&itani.
Formule proto plati v kazdém komutativnim okruhu.



Kombinatorické formule
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Jako ukdzku, jak vypadd matematicky ditkaz si odvod me n&kolik
jednoduchych tvrzeni o kombinaénich &islech. Definujme (Z) =0,
kdykoliv je bud k < 0 nebo k > n.
Véta
Pro vsechna pFirozena ¢&isla k a n plati

@ (i) = ("

+1\ _

@ (i) = (o) + ()

Q@ >io(k)=2"

Q Yiok(y) =n2""t.




Kombinatorické formule
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Pascaliiv trojihelnik

Vechna kombinaéni &isla si miZeme sestavit do tzv. Pascalova
trojuhelniku, kde kazdé &islo obdrzime jako soucet dvou
bezprostfedné& nad nim leZicich sousedi:

n=0: 0 1 0

n=1: 0 1 1 0

n=2: 0 1 2 1 0
n=23: 0 1 3 3 1 0
n=4: 0 1 4 6 4 1 0

n=>5: 1 5 10 10 5 1



Kombinatorické formule
ooooe

Pascaliiv trojihelnik

Vechna kombinaéni &isla si miZeme sestavit do tzv. Pascalova
trojuhelniku, kde kazdé &islo obdrzime jako soucet dvou
bezprostfedné& nad nim leZicich sousedi:

n=0: 0 1 0

n=1: 0 1 1 0

n=2: 0 1 2 1 0
n=23: 0 1 3 3 1 0
n=4: 0 1 4 6 4 1 0
n=>5: 1 5 10 10 5 1

V jednotlivych ¥adcich mame pravé koeficienty u jednotlivych
mocnin z binomického rozvoje, nap¥.

(a+ b)® = a° 4 5a*bh +10a°b? + 10a°b> + 5ab* + b°.



Kombinatorické formule
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Poradi n prvk(, z nichZ mezi nékterymi nerozliSujeme, nazyvame
permutace s opakovanim. Necht je mezi n danymi prvky p;
prvkid prvniho druhu, py prvkid druhého druhu, ..., px prvki
k-tého druhu, p1 + p2 + - - - + px = n, potom polet poradi té&chto
prvki s opakovanim budeme znatit P(ps,. .., pk). Zfejmé& plati:




Kombinatorické formule
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Volny vybér prvkli z n moZnosti, v€etné pofadi, nazyvdme variace
k-tého stupné s opakovanim, jejich polet budeme znadit

V(n, k). P¥edpoklddame, Ze stdle mdme pro vyb&r stejn& moZnosti,
napt¥. diky tomu, Ze vybrané prvky pred dalSim vybérem vracime
nebo tfeba hazime pofad stejnou kostkou. Z¥ejmé plati:

V(n, k) = n*.




Kombinatorické formule
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Pokud nds vybér zajima bez zohlednéni po¥adi, hovofime o
kombinacich s opakovanim a pro jejich pocet piseme C(n, k).

Pocet kombinaci s opakovanim k-té t¥idy z n prvki je pro vsechny
0<kalO<n

C(n k) = (”*:_1).




Diferen&ni rovnice

Plan prednéasky

@ Diferen¢ni rovnice



Diferen&ni rovnice
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V predchozich odstavcich jsme vidéli formule, které zadavaly
hodnotu skalarni funkce definované na pfirozenych &islech
(faktoridl) nebo dvojicich &isel (binomickd &isla) pomoci
pfedchazejicich hodnot. Tomu lze rozumét také tak, Ze misto
hodnoty nasi funkce zadavdame jeji zménu p¥i odpovidajici zmén&
nezdvislé proménné. Napf¥.

(Zi)_(kil) - (Z)

¥ika, Ze rozdil po¢tu moZnosti, jak vybrat k + 1 prvkii z n+1
moznosti, je vyjadfitelny pomoci (moznd jiz znamé) hodnoty.



Diferen&ni rovnice
®00000

V predchozich odstavcich jsme vidéli formule, které zadavaly
hodnotu skalarni funkce definované na pfirozenych &islech
(faktoridl) nebo dvojicich &isel (binomickd &isla) pomoci
pfedchazejicich hodnot. Tomu lze rozumét také tak, Ze misto
hodnoty nasi funkce zadavdame jeji zménu p¥i odpovidajici zmén&
nezdvislé proménné. Napf¥.

(Zi)_(kil) - (Z)

¥ika, Ze rozdil po¢tu moZnosti, jak vybrat k + 1 prvkii z n+1
moznosti, je vyjadfitelny pomoci (moznd jiz znamé) hodnoty.

Takto se skuteéné velice ¢asto postupuje pfi matematické
formulaci modeli, které popisuji redlné systémy v ekonomice,
biologii apod. My si tu povSimneme jen nejednodussiych p¥ipadi a
budeme se k této tématice postupné vracet.



Diferen&ni rovnice
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Obecnou diferenéni rovnici prvniho fadu rozumime vyraz
f(n+1)= F(n,f(n)),

kde F je znama skalarni funkce zavisld na dvojicich p¥irozenych
Cisel.



Diferen&ni rovnice
0®0000

Obecnou diferenéni rovnici prvniho fadu rozumime vyraz
f(n+1)= F(n,f(n)),

kde F je znama skalarni funkce zavisld na dvojicich p¥irozenych

Cisel.

Je zfejmé, Ze takovy vztah, spolu s volbou pro 7(0), zadavé

jednoznaéné celou nekonenou posloupnost hodnot

£(0),f(1),...,f(n),.... Jako pfiklad miZe slouZit defini¢ni
formule pro faktorial, tj.

nl=n-(n-1)!

Vidime, Ze skute&n& vztah pro f(n+ 1) zavisi na n i na hodnot&

f(n).



Diferen&ni rovnice
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Linedrni diferenéni rovnice

Po konstantni zavislosti je nejjednodussi
f(n+1)=a-f(n)+ b,

kde a, b € N. Takovou rovnici umime snadno ¥esit. Je-li b =0, pak
zjevné
f(n) = a"f(0).



Diferen&ni rovnice
00®000

Linedrni diferenéni rovnice

Po konstantni zavislosti je nejjednodussi
f(n+1)=a-f(n)+ b,

kde a, b € N. Takovou rovnici umime snadno ¥esit. Je-li b =0, pak
zjevné
f(n) = a"f(0).

To je nap¥. vztah pro tzv. Malthusidnsky model populaéniho ristu,
ktery vychdzi z predstavy, Ze za zvoleny &asovy interval vzroste
populace s konstantni imérou a vici pfedchozimu stavu.



Diferen&ni rovnice
00®000

Linedrni diferenéni rovnice

Po konstantni zavislosti je nejjednodussi
f(n+1)=a-f(n)+ b,

kde a, b € N. Takovou rovnici umime snadno ¥esit. Je-li b =0, pak
zjevné

f(n) = a"f(0).

To je napt. vztah pro tzv. Malthusidansky model populaéniho ristu,
ktery vychdzi z predstavy, Ze za zvoleny &asovy interval vzroste
populace s konstantni imérou a vici pfedchozimu stavu.

Rovnice s b nenulovym se objevi p¥i droteni (at uz vkladu nebo
puj¢ky — jde jen o znaménko ... )



Diferen&ni rovnice
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Obecné pro rovnice prvniho ¥adu s prom&nnymi koeficienty plati

|

Véta
Obecné Feseni diferen&ni rovnice prvniho Fadu

f(n+1)=an-f(n)+b
s pocate¢ni podminkou f(0) = yo je ddno vztahem

o (i) £ )

r=0 \i=r+1




Diferen&ni rovnice
0000e0

Dusledek

Obecné Feseni linedrni diferen&ni rovnice prvniho Fadu s
konstantnimi koeficienty a #= 1, b a pocate¢ni podminkou
f(0) = yo je

1-—2a"

F(n) = a"yo + ——b.
(n) ayo+ b




Diferen&ni rovnice
0000e0

Dusledek

Obecné Feseni linedrni diferen&ni rovnice prvniho Fadu s
konstantnimi koeficienty a #= 1, b a pocate¢ni podminkou

f(0) = yo je

1-—3a"

1_ab.

f(n) =a"yo +

Dikaz.

Dosazenim konstantnich hodnot za a; a b; do obecné formule
dostavame prvni s¢itanec okamZité.

Pro vycisleni souc¢tu soucind v druhém si je tfeba vSimnout, Ze se
jednd o vyrazy (1 +a+---+ a"1)b. Settenim této geometrické
fady (pFipomefime, 7e 1 —a" = (1 —a)(1+a+---+a" 1))
dostaneme pravé pozadovany vysledek. [




Diferen&ni rovnice
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Uved me si prakticky p¥iklad na ¥e$eni diferenénich rovnic prvniho

fadu:

Mirek si chce koupit nové auto. Auto stoji 300 000 K&. Mirek by
chtél auto koupit na mési¢ni splatky. Prodavajici spole¢nost mu
nabizi pdj¢ku na koupi auta s ro€nim trokem 6%. Mirek bych chté&l
auto splatit za t¥i roky. Jak vysokd bude mési¢ni splatka?
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