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Luboš Motl, Miloš Zahradńık, Pěstujeme lineárńı algebru, 3.
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Plán p̌rednášky
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Mı́váme (často chorobnou) snahu ḿıt jasno

kolik něco je

za kolik to je,

jak dlouho to je

kde p̌resně to je

. . .

a výsledkem takových úvah je věťsinou nějaké č́ıslo, p̌ŕıpadně
spousta č́ısel.
Budeme učeněji ř́ıkat hodnoty.

Za č́ıslo se p̌ritom považuje něco, co uḿıme sč́ıtat a násobit a
splňuje to obvyklé zákonitosti, at’ už všechny nebo jen některé.
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Za č́ıslo se p̌ritom považuje něco, co uḿıme sč́ıtat a násobit a
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Nejjednoduš̌śı p̌ŕıklady jsou p̌rirozená č́ısla, budeme je značit

N0 = {0, 1, 2, 3, . . . }, resp. N = {1, 2, 3, . . . }

(v informatice brána včetně nuly, jinde sṕı̌se ne), a č́ısla celá

Z = {. . . ,−2,−1, 0, 1, 2, . . . }.

Formálně můžeme definovat

0 := ∅, 1 := {∅}, 2 := {∅, 1}, . . . , n + 1 := {0, 1, . . . , n}.

Pak lze snadno formálně definovat sč́ıtáńı a násobeńı celých č́ısel,
uspǒrádáńı, ukázat, že každá podmnožina v N má nejmenš́ı prvek
a spoustu daľśıch vlastnost́ı, o kterých zpravidla už dávno
nep̌remýšĺıme a máme je za samožrejmé.

Budeme nav́ıc ḿısto s č́ısly manipulovat s ṕısmeny abecedy,
p̌ŕıpadně jinými znaky, at’ už jejich hodnota je nebo neńı p̌redem
známá.
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Vlastnosti sč́ıtáńı

Vyjmenujme takto obvyklé vlastnosti, které sč́ıtáńı a násobeńı č́ısel
má:

(a + b) + c = a + (b + c), pro všechny a, b, c (KG1)

a + b = b + a, pro všechny a, b (KG2)

existuje prvek 0 tak, že pro všechny a je a + 0 = a (KG3)

pro všechny a existuje (−a) tak, že a + (−a) = 0. (KG4)

Vlastnostem (KG1) – (KG4) ř́ıkáme vlastnosti komutativńı grupy.
Celá č́ısla Z jsou dobrým p̌ŕıkladem komutativńı grupy, p̌rirozená
č́ısla nikoliv, protože nesplňuj́ı KG4 (a p̌ŕıpadně neobsahuj́ı nulu
pokud ji do N nezahrnujeme).
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Vlastnosti násobeńı

(a · b) · c = a · (b · c), pro všechny a, b, c (O1)

a · b = b · a, pro všechny a, b (O2)

existuje prvek 1 takový, že pro všechny a plat́ı 1 · a = a (O3)

a · (b + c) = a · b + a · c , pro všechny a, b, c . (O4)

Posledńı vlastnosti O4 se ř́ıká distributivita.

Množiny s operacemi +, · a vlastnostmi (KG1)–(KG4), (O1)–(O4)
se nazývaj́ı komutativńı okruhy. Poťrebujeme však zpravidla ještě
daľśı běžnou vlastnost č́ısel:

pro každé a 6= 0 existuje a−1 tak, že plat́ı, a · a−1 = 1. (P)

Když naše objekty splňuj́ı nav́ıc i (P), hovǒŕıme o poli (často také
o komutativńım tělese).
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o komutativńım tělese).
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Někdy se ale setkáme se slabš́ı dodatečnou vlastnost́ı než je (P).
Nap̌r. okruh celých č́ısel Z nesplňuje (P), ale splňuje

a · b = 0 ⇒ bud’ a = 0 nebo b = 0. (OI)

Hovǒŕıme o oboru integrity.
Prvky nějaké množiny s operacemi + a · splňuj́ıćımi (ne
nutně všechny) výše uvedené vlastnosti (tj. komutativńı
okruh, obor integrity, pole) budeme nazývat skaláry.

Budeme pro ně vesměs už́ıvat latinská ṕısmena ze začátku abecedy.
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a · b = 0 ⇒ bud’ a = 0 nebo b = 0. (OI)
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Věťsinou hodnoty neznáme, ḿısto toho ale něco v́ıme o závislosti
naš́ı hodnoty na hodnotách jiných.
Formálně ṕı̌seme, že hodnota

y = f (x)

naš́ı závislé veličiny y je dána nezávislou veličinou x .
Přitom bereme f jen formálně (jenom v́ıme, že je definována) nebo
operačně (tj. f (x) je dáno formuĺı poskládanou ze známých
operaćı.

Je-li hodnotou skalár, hovǒŕıme o skalárńı funkci. Hodnoty mohou
být také dány pouze p̌ribližně nebo s jistou pravděpodobnost́ı.
Matematické úvahy z formálńıho popisu nacháźı explicitńı formule,
které funkce popisuj́ı. Pracujeme s:

s p̌resným a konečným výrazem

s nekonečným výrazem

s p̌ribĺıžeńım neznámé funkce známým odhadem (věťsinou s
vyč́ıslenou možnou chybou)

s odhadem hodnot s vyč́ısleńım jejich pravděpodobnosti apod.
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být také dány pouze p̌ribližně nebo s jistou pravděpodobnost́ı.
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které funkce popisuj́ı. Pracujeme s:

s p̌resným a konečným výrazem
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Example

(1) Ročńı mzda pracovńık̊u (hodnoty nezávislé veličiny jsou
jednotliv́ı pracovńıci x z nějaké množiny, f (x) je jejich ročńı mzda
za dané obdob́ı),

(2) měśıčńı mzda konkrétńıho pracovńıka v čase (nezávislou
hodnotou je čas v měśıćıch, závislou p̌ŕıjem).
(3) Plocha obrazce v rovině, objem tělesa v prostoru, rychlost
konkrétńıho auta v čase atd. Dovedeme si jistě p̌redstavit, že ve
všech uvedených p̌ŕıpadech může být hodnota dána nějakou volně
popsanou souvislost́ı nebo namě̌rena p̌ribližně nebo odhadnuta atd.
(4) Obyčejné sč́ıtáńı nebo násobeńı p̌rirozených č́ısel
(5) Důležitou operačně definovou skalárńı funkćı na p̌rirozených
č́ıslech je faktoriál, který definujeme vztahy

f (0) = 1, f (n + 1) = (n + 1) · f (n).

Ṕı̌seme f (n) = n! a definice zjevně znamená n! = n · (n − 1) · · · 1.
(To neńı p̌ŕılǐs efektivńı formule pro velká n, lepš́ı ale těžko hledat.)
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č́ıslech je faktoriál, který definujeme vztahy
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Plán p̌rednášky

1 Skaláry

2 Skalárńı funkce

3 Kombinatorické formule
Permutace, kombinace a variace
Permutace, kombinace a variace s opakováńım

4 Diferenčńı rovnice
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Permutace

Z množiny n p̌redmět̊u vytvá̌ŕıme pǒrad́ı jejich prvk̊u.
Pro volbu prvńıho prvku je n možnost́ı, daľśı je volen z n − 1
možnost́ı atd., až nám nakonec zbude jediný posledńı prvek.

Proto je na dané konečné množině S s n prvky právě n! r̊uzných
pǒrad́ı. Hovǒŕıme o permutaćıch prvk̊u množiny S .
Jestliže si p̌redem prvky v S oč́ıslujeme, tj. ztotožńıme si S s
množinou S = {1, . . . , n} n p̌rirozených č́ısel, pak permutace
odpov́ıdaj́ı možným pǒrad́ım č́ısel od jedné do n.
Dokázali jsme tak:

Věta

Počet r̊uzných pǒrad́ı na konečné množině s n prvky je dán funkćı
faktoriál:

f (n) = n!
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Kombinace

Daľśım jednoduchým p̌ŕıkladem hodnoty určené formuĺı je počet
způsobů, kterými lze vybrat k r̊uzných rozlǐsitelných p̌redmět̊u z
množiny n p̌redmět̊u.

Zjevně máme n(n − 1) · · · (n − k + 1) možných výsledk̊u
postupného výběru našich k prvk̊u, p̌ritom ale stejnou výslednou
k-tici dostaneme v k! r̊uzných pǒrad́ıch.
Dokázali jsme tedy:

Věta

Pro počet kombinaćı k-tého stupně z n prvk̊u plat́ı (samožrejmě
je k ≤ n)

c(n, k) =

(
n

k

)
=

n(n − 1) . . . (n − k + 1)

k(k − 1) . . . 1
=

n!

(n − k)!k!
.

Č́ısl̊um c(n, k) ř́ıkáme binomická č́ısla.
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Pokud nám ale zálež́ı i na pǒrad́ı vybrané k-tice prvk̊u, hovǒŕıme o
variaci k-tého stupně. Jak jsme si již ově̌rili:

Věta

Pro počet variaćı plat́ı

v(n, k) = n(n − 1) · · · (n − k + 1)

pro všechny 0 ≤ k ≤ n (a nula jinak).

Binomická č́ısla dostala sv̊uj název od tzv. binomického rozvoje:

(a + b)n =
n∑

k=0

(
n

k

)
akbn−k

protože koeficient u mocniny akbn−k je roven právě počtu
možnost́ı, jak vybrat k-tici z n závorek v součinu.
Všimněme si, že pro odvozeńı jsme poťrebovali pouze
distributivitu, komutativnost a asociativitu násobeńı a sč́ıtáńı.
Formule proto plat́ı v každém komutativńım okruhu.
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Jako ukázku, jak vypadá matematický důkaz si odvod’me několik
jednoduchých tvrzeńı o kombinačńıch č́ıslech. Definujme

(n
k

)
= 0,

kdykoliv je bud’ k < 0 nebo k > n.

Věta

Pro všechna p̌rirozená č́ısla k a n plat́ı

1
(n
k

)
=
( n
n−k

)
2
(n+1
k+1

)
=
(n
k

)
+
( n
k+1

)
3
∑n

k=0

(n
k

)
= 2n

4
∑n

k=0 k
(n
k

)
= n2n−1.
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Pascal̊uv trojúhelńık

Všechna kombinačńı č́ısla si můžeme sestavit do tzv. Pascalova
trojúhelńıku, kde každé č́ıslo obdrž́ıme jako součet dvou
bezprosťredně nad ńım lež́ıćıch sousedů:

n = 0 : 0 1 0
n = 1 : 0 1 1 0
n = 2 : 0 1 2 1 0
n = 3 : 0 1 3 3 1 0
n = 4 : 0 1 4 6 4 1 0
n = 5 : 1 5 10 10 5 1

V jednotlivých řádćıch máme právě koeficienty u jednotlivých
mocnin z binomického rozvoje, nap̌r.

(a + b)5 = a5 + 5a4b + 10a3b2 + 10a2b3 + 5ab4 + b5.
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Pǒrad́ı n prvk̊u, z nichž mezi některými nerozlǐsujeme, nazýváme
permutace s opakovańım. Necht’ je mezi n danými prvky p1

prvk̊u prvńıho druhu, p2 prvk̊u druhého druhu, . . . , pk prvk̊u
k-tého druhu, p1 + p2 + · · ·+ pk = n, potom počet pǒrad́ı těchto
prvk̊u s opakováńım budeme značit P(p1, . . . , pk). Zřejmě plat́ı:

Věta

P(p1, . . . , pk) =
n!

p1! · · · pk !
.
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Volný výběr prvk̊u z n možnost́ı, včetně pǒrad́ı, nazýváme variace
k-tého stupně s opakováńım, jejich počet budeme značit
V (n, k). Předpokládáme, že stále máme pro výběr stejně možnost́ı,
nap̌r. d́ıky tomu, že vybrané prvky p̌red daľśım výběrem vraćıme
nebo ťreba háźıme pǒrád stejnou kostkou. Zřejmě plat́ı:

Věta

V (n, k) = nk .
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Pokud nás výběr zaj́ımá bez zohledněńı pǒrad́ı, hovǒŕıme o
kombinaćıch s opakováńım a pro jejich počet ṕı̌seme C (n, k).

Věta

Počet kombinaćı s opakováńım k-té ťŕıdy z n prvk̊u je pro všechny
0 ≤ k a 0 < n

C (n, k) =

(
n + k − 1

k

)
.
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V p̌redchoźıch odstavćıch jsme viděli formule, které zadávaly
hodnotu skalárńı funkce definované na p̌rirozených č́ıslech
(faktoriál) nebo dvojićıch č́ısel (binomická č́ısla) pomoćı
p̌redcházej́ıćıch hodnot. Tomu lze rozumět také tak, že ḿısto
hodnoty naš́ı funkce zadáváme jej́ı změnu p̌ri odpov́ıdaj́ıćı změně
nezávislé proměnné. Nap̌r.(

n + 1

k + 1

)
−
(

n

k + 1

)
=

(
n

k

)
ř́ıká, že rozd́ıl počtu možnost́ı, jak vybrat k + 1 prvk̊u z n + 1
možnost́ı, je vyjáďritelný pomoćı (možná již známé) hodnoty.

Takto se skutečně velice často postupuje p̌ri matematické
formulaci model̊u, které popisuj́ı reálné systémy v ekonomice,
biologii apod. My si tu povšimneme jen nejednoduš̌śıých p̌ŕıpadů a
budeme se k této tématice postupně vracet.
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Obecnou diferenčńı rovnićı prvńıho řádu rozuḿıme výraz

f (n + 1) = F (n, f (n)),

kde F je známá skalárńı funkce závislá na dvojićıch p̌rirozených
č́ısel.

Je žrejmé, že takový vztah, spolu s volbou pro f (0), zadává
jednoznačně celou nekonečnou posloupnost hodnot
f (0), f (1), . . . , f (n), . . . . Jako p̌ŕıklad může sloužit definičńı
formule pro faktoriál, tj.

n! = n · (n − 1)!

Vid́ıme, že skutečně vztah pro f (n + 1) záviśı na n i na hodnotě
f (n).
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Lineárńı diferenčńı rovnice

Po konstantńı závislosti je nejjednoduš̌śı

f (n + 1) = a · f (n) + b,

kde a, b ∈ N. Takovou rovnici uḿıme snadno řešit. Je-li b = 0, pak
zjevně

f (n) = anf (0).

To je nap̌r. vztah pro tzv. Malthusiánský model populačńıho r̊ustu,
který vycháźı z p̌redstavy, že za zvolený časový interval vzroste
populace s konstantńı úměrou a v̊uči p̌redchoźımu stavu.
Rovnice s b nenulovým se objev́ı p̌ri úročeńı (at’ už vkladu nebo
půjčky – jde jen o znaménko . . . )
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Rovnice s b nenulovým se objev́ı p̌ri úročeńı (at’ už vkladu nebo
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Obecně pro rovnice prvńıho řádu s proměnnými koeficienty plat́ı

Věta

Obecné řešeńı diferenčńı rovnice prvńıho řádu

f (n + 1) = an · f (n) + bn

s počátečńı podḿınkou f (0) = y0 je dáno vztahem

f (n) =

(
n−1∏
i=0

ai

)
y0 +

n−1∑
r=0

(
n−1∏

i=r+1

ai

)
br .
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Důsledek

Obecné řešeńı lineárńı diferenčńı rovnice prvńıho řádu s
konstantńımi koeficienty a 6= 1, b a počátečńı podḿınkou
f (0) = y0 je

f (n) = any0 +
1− an

1− a
b.

Důkaz.

Dosazeńım konstantńıch hodnot za ai a bi do obecné formule
dostáváme prvńı sč́ıtanec okamžitě.
Pro vyč́ısleńı součtu součinů v druhém si je ťreba všimnout, že se
jedná o výrazy (1 + a + · · ·+ an−1)b. Sečteńım této geometrické
řady (p̌ripomeňme, že 1− an = (1− a)(1 + a + · · ·+ an−1))
dostaneme právě požadovaný výsledek.
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Uved’me si praktický p̌ŕıklad na řešeńı diferenčńıch rovnic prvńıho
řádu:

Př́ıklad

Mirek si chce koupit nové auto. Auto stoj́ı 300 000 Kč. Mirek by
chtěl auto koupit na měśıčńı splátky. Prodávaj́ıćı společnost mu
nab́ıźı půjčku na koupi auta s ročńım úrokem 6%. Mirek bych chtěl
auto splatit za ťri roky. Jak vysoká bude měśıčńı splátka?
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