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Doporučené zdroje

Martin Panák, Jan Slovák – Drsná matematika, e-text.
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Euklidovská geometrie

Definice

Standardńı bodový euklidovský prostor En je afinńı prostor An,
jehož zamě̌reńım je standardńı euklidovský prostor Rn se skalárńım
součinem

〈x , y〉 = xT · y .

Kartézská soǔradná soustava je afinńı soǔradná soustava (A0; u)
s ortonormálńı báźı u.
Vzdálenost bod̊u A,B ∈ En definujeme jako velikost vektoru
‖B − A‖, budeme ji značit ρ(A,B). Euklidovské podprostory
v En jsou afinńı podprostory, jejichž zamě̌reńı uvažujeme spolu se
zúženými skalárńımi součiny.
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Připomeňme několik tvrzeńı o prostorech se skalárńım součinem:

Věta

Pro každé vektory u a v, které lež́ı v reálném vektorovém prostoru
V se skalárńım součinem, plat́ı

1 ‖u + v‖ ≤ ‖u‖+ ‖v‖ ( trojúhelńıková nerovnost). Přitom
rovnost nastane právě, když jsou u a v lineárně závislé.

2 |u · v | ≤ ‖u‖ ‖v‖ ( Cauchyova nerovnost). Přitom rovnost
nastane právě, když jsou u a v lineárně závislé.

3 pro každý ortonormálńı systém vektor̊u (e1, . . . , ek) plat́ı
‖u‖2 ≥ |u · e1|2 + · · ·+ |u · ek |2 ( Besselova nerovnost).

4 Pro ortonormálńı systém vektor̊u (e1, . . . , ek) je
u ∈ 〈e1, . . . , ek〉 právě když
‖u‖2 = |u · e1|2 + · · ·+ |u · ek |2 ( Parsevalova rovnost).

5 Pro ortonormálńı systém vektor̊u (e1, . . . , ek) a u ∈ V je
w = (u · e1)e1 + · · ·+ (u · ek)ek jediným vektorem, který
minimalizuje velikost ‖u − v‖ pro všechny v ∈ 〈e1, . . . , ek〉.
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Odtud dostáváme jednoduché geometrické důsledky:

Věta

1 ρ(A,B) = ρ(B,A)

2 ρ(A,B) = 0 právě, když A = B

3 ρ(A,B) + ρ(B,C ) ≥ ρ(A,C )

4 V každé kartézské soǔradné soustavě (A0; e) maj́ı body
A = A0 + a1e1 + · · ·+ anen, B = A0 + b1e1 + · · ·+ bnen
vzdálenost

√∑n
i=1(ai − bi )2.

5 Je–li dán bod A a podprostor Q v En, pak existuje bod P ∈ Q
minimalizuj́ıćı vzdálenosti bod̊u Q od A. Vzdálenost bod̊u A a
P je rovna velikosti kolmého pr̊umětu vektoru A− B do
Z (Q)⊥ pro libovolný B ∈ Q.

6 Obecněji, pro podprostory Q a R v En existuj́ı body Q ∈ Q a
R ∈ R minimalizuj́ıćı vzdálenosti bod̊u A ∈ Q a B ∈ R.
Vzdálenost bod̊u Q a R je rovna velikosti kolmého pr̊umětu
vektoru A− B do Z (Q∪ R)⊥ pro libovolné body A ∈ Q a
R ∈ R.
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Určeńı vzdálenosti podprostor̊u

Př́ıklad

Určete vzdálenost p̌ŕımek v R3:

p : [1,−1, 0] + t(−1, 2, 3), a q : [2, 5,−1] + t(−1,−2, 1).

Řešeńı

Vzdálenost je dána jako velikost kolmého pr̊umětu libovolné p̌ŕıčky
(spojnice) daných p̌ŕımek do ortogonálńıho doplňku vektorového
podprostoru generovaného jejich zamě̌reńımi. Tento ortogonálńı
doplněk zjist́ıme nap̌ŕıklad pomoćı vektorového součinu:
〈(−1, 2, 3), (−1,−2, 1)〉⊥ = 〈(−1, 2, 3)× (−1,−2, 1)〉 =
〈(8,−2, 4)〉. Spojnićı daných p̌ŕımek je nap̌ŕıklad úsečka
[1,−1, 0][2, 5,−1], proḿıtneme tedy vektor
[1,−1, 0]− [2, 5,−1] = (−1,−6, 1). Pro vzdálenost p̌ŕımek pak

dostáváme: ρ(p, q) = |(−1,−6,1)·(4,−1,2)|
‖(4,−1,2)‖ = 4√

21
.
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Řešeńı
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dostáváme: ρ(p, q) = |(−1,−6,1)·(4,−1,2)|
‖(4,−1,2)‖ = 4√

21
.
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p : [1,−1, 0] + t(−1, 2, 3), a q : [2, 5,−1] + t(−1,−2, 1).
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Př́ıklad

Na p̌ŕımce p : x + 2y + z − 1 = 0, 3x − y + 4z − 29 = 0
nalezněte bod A, který má stejnou vzdálenost od bodů
B = [3, 11, 4] a C = [−5,−13,−2].

Řešeńı

Nejprve vyjáďŕıme p̌ŕımku p parametricky a poté

1 porovnáme porovnáme délky (parametrizovaných) vektor̊u
A− B,A− C nebo

2 pomoćı normálového vektoru vyjáďŕıme obecnou rovnici
roviny, tvǒrené body se stejnou vzdálenost́ı od bodů A a B a
pak urč́ıme jej́ı pr̊useč́ık s p̌ŕımkou p.
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Odchylka podprostor̊u

Definice

Necht’ U1, U2 jsou podprostory v euklidovském prostoru V .
Odchylka podprostor̊u U1, U2 je reálné č́ıslo
α = ϕ(U1,U2) ∈ [0, π2 ] splňuj́ıćı:

1 Je-li dim U1 = dim U2 = 1, U1 = 〈u〉, U2 = 〈v〉, pak

cosα =
|u.v |
‖u‖‖v‖

.

2 Jsou-li dimenze U1, U2 kladné a U1 ∩ U2 = {0}, pak je
odchylka minimem všech odchylek jednorozměrných
podprostor̊u

α = min{ϕ(〈u〉, 〈v〉); 0 6= u ∈ U1, 0 6= v ∈ U2}.
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Definice (pokr.)

3 Je-li U1 ⊂ U2 nebo U2 ⊂ U1 (zejména, je-li jeden z nich
nulový), je α = 0.

4 Je-li U1 ∩ U2 6= {0} a U1 6= U1 ∩ U2 6= U2, pak

α = ϕ(U1 ∩ (U1 ∩ U2)⊥,U2 ∩ (U1 ∩ U2)⊥).

Odchylka podprostor̊u Q1, Q2 v bodovém euklidovském prostoru
En se definuje jako odchylka jejich zamě̌reńı Z (Q1), Z (Q2).

Všimněme si, že odchylka je vždy dob̌re definována, zejména
v posledńım p̌ŕıpadě je

(U1 ∩ (U1 ∩ U2)⊥) ∩ (U2 ∩ (U1 ∩ U2)⊥) = {0}

můžeme tedy opravdu odchylku určit podle bodu (2).
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nulový), je α = 0.

4 Je-li U1 ∩ U2 6= {0} a U1 6= U1 ∩ U2 6= U2, pak

α = ϕ(U1 ∩ (U1 ∩ U2)⊥,U2 ∩ (U1 ∩ U2)⊥).

Odchylka podprostor̊u Q1, Q2 v bodovém euklidovském prostoru
En se definuje jako odchylka jejich zamě̌reńı Z (Q1), Z (Q2).

Všimněme si, že odchylka je vždy dob̌re definována, zejména
v posledńım p̌ŕıpadě je

(U1 ∩ (U1 ∩ U2)⊥) ∩ (U2 ∩ (U1 ∩ U2)⊥) = {0}

můžeme tedy opravdu odchylku určit podle bodu (2).
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Plán p̌rednášky

1 Analytická geometrie
Euklidovská geometrie
Základńı úlohy euklidovské geometrie

2 Vlastńı hodnoty (č́ısla) a vlastńı vektory

3 Vlastnosti vlastńıch hodnot a vektor̊u
Mocniny diagonalizovatelných matic
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Je-li A čtvercová matice řádu n, pak uvažujme lineárńı zobrazeńı
LA : Rn → Rn, které je dáno matićı A. V tomto lineárńım
zobrazeńı nás zaj́ımaj́ı směry, které toto zobrazeńı preferuje
(zachovává), tj. zaj́ımá nás, které vektory u ∈ Rn se zobraźı na
sv̊uj násobek. Č́ıslo vyjaďruj́ıćı tento násobek pak můžeme chápat
jako p̌rirozenou frekvenci zobrazeńı LA a p̌ŕıslušný vektor (nebo
vektory) jako p̌rirozené směry zobrazeńı LA.

V celé této p̌rednášce budeme uvažovat pouze čtvercové matice
řádu n. Nav́ıc, i když budeme nuceni občas pracovat s komplexńımi
č́ısly, prvky matice A budou vždy reálné.
Viz nap̌r. http:
//en.wikipedia.org/wiki/Eigenvalues_and_eigenvectors.

http://en.wikipedia.org/wiki/Eigenvalues_and_eigenvectors
http://en.wikipedia.org/wiki/Eigenvalues_and_eigenvectors
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Vlastńı hodnoty (č́ısla) a vlastńı vektory

Definice

Vlastńı hodnota (též vlastńı č́ıslo) matice A je č́ıslo λ ∈ C, pro
které existuje (alespoň jeden) nenulový vektor u ∈ Cn s vlastnost́ı

A · u = λ · u.

Vektor u se pak nazývá vlastńı vektor (eigenvector) matice A
p̌ŕıslušej́ıćı vlastńı hodnotě (eigenvalue) λ.
Množina všech vlastńıch vektor̊u p̌ŕıslušej́ıćıch téže vlastńı hodnotě
λ (společně s nulovým vektorem) se nazývá vlastńı prostor
p̌ŕıslušej́ıćı vlastńı hodnotě λ a znač́ıme ji Eigen(λ) (z angl./něm.
eigenspace).

Nulový vektor u = 0 vždy vyhovuje rovnici A · u = λ · u, a proto je
v Definici požadavek na existenci nenulového vlastńıho vektoru.
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Př́ıklad

Uvažujme matici A a vektory u a v , kde

A =

(
−3 2
−5 4

)
, u =

(
1
1

)
, v =

(
2
5

)
.

Potom plat́ı

A · u =

(
−3 2
−5 4

)
·
(

1
1

)
=

(
−1
−1

)
= (−1) ·

(
1
1

)
= (−1) · u,

A · v =

(
−3 2
−5 4

)
·
(

2
5

)
=

(
4

10

)
= 2 ·

(
2
5

)
= 2 · v .

Jsou tedy λ1 = −1 a λ2 = 2 vlastńı hodnoty matice A a jejich
p̌ŕıslušné vlastńı vektory jsou právě vektory u (pro λ1 = −1) a v
(pro λ2 = 2).
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Př́ıklad

Uvažujme matici A a vektory u a v , kde

A =

(
−1 1
−10 −3

)
, u =

(
1

−1 + 3i

)
, v =

(
1

−1− 3i

)
.

Potom plat́ı

A · u =

(
−1 1
−10 −3

)
·
(

1
−1 + 3i

)
= (−2 + 3i) ·

(
1

−1 + 3i

)
,

A · v =

(
−1 1
−10 −3

)
·
(

1
−1− 3i

)
= (−2− 3i) ·

(
1

−1− 3i

)
.

Jsou tedy λ1 = −2 + 3i a λ2 = −2− 3i vlastńı hodnoty matice A
a jejich p̌ŕıslušné vlastńı vektory jsou právě vektory u (pro
λ1 = −2 + 3i) a v (pro λ2 = −2− 3i).
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Poznámka

Je-li u vlastńı vektor matice A p̌ŕıslušej́ıćı vlastńı hodnotě λ, potom
je také libovolný jeho (nenulový) násobek vlastńı vektor p̌ŕıslušej́ıćı
téže vlastńı hodnotě, protože

A (a u) = a (Au) = a (λ u) = λ (a u).

Podobně, jsou-li u, v vlastńı vektory matice A p̌ŕıslušej́ıćı vlastńı
hodnotě λ, potom je také jejich součet vlastńı vektor p̌ŕıslušej́ıćı
téže vlastńı hodnotě, protože

A(u + v) = (Au) + (Av) = (λ u) + (λ v) = λ (u + v).

Vlastńı vektory p̌ŕıslušej́ıćı téže vlastńı hodnotě tedy tvǒŕı (společně
s nulovým vektorem) podprostor vektorového prostoru Rn. To
také zdůvodňuje terminologii vlastńı prostor.
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A (a u) = a (Au) = a (λ u) = λ (a u).
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Př́ıklad

(a) Pro matici A =

(
−3 2
−5 4

)
z 1. p̌ŕıkladu je

Eigen(−1) = 〈u〉 = 〈
(

1
1

)
〉,

Eigen(2) = 〈v〉 = 〈
(

2
5

)
〉.

(b) Pro matici A =

(
−1 1
−10 −3

)
z 2. p̌ŕıkladu je

Eigen(−2 + 3i) = 〈u〉 = 〈
(

1
−1 + 3i

)
〉,

Eigen(−2− 3i) = 〈v〉 = 〈
(

1
−1− 3i

)
〉.
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Tvrzeńı

Je-li λ reálná vlastńı hodnota matice A, potom jsou všechny
p̌ŕıslušné vlastńı vektory taktéž reálné.

Důkaz.

Protože je λ ∈ R, má matice A− λE taktéž pouze reálné prvky.
Tedy má homogenńı systém (A− λE ) · u = 0 reálná řešeńı, tj.
vlastńı vektory u jsou reálné.
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Z definičńıho vztahu plyne, že vlastńı vektory jsou nenulová řešeńı
homogenńıho systému

(A− λE ) · u = A · u − λ · u = 0.

Z p̌redchoźıho v́ıme, že má-li ḿıt taková soustava nenulové řešeńı,
muśı být matice

A− λE

singulárńı, tj.

|A− λE | =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 − λ a12 . . . a1n

a21 a22 − λ . . . a2n
...

...
. . .

...
an1 an2 . . . ann − λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0.

Matici A− λE dostaneme tedy tak, že v matici A odečteme od
každého diagonálńıho prvku proměnnou λ (či č́ıslo λ, pokud ho již
jako vlastńı hodnotu známe).
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Př́ıklad

Pro matici A z 1. p̌ŕıkladu máme

|A− λE | =

∣∣∣∣(−3 2
−5 4

)
−
(
λ 0
0 λ

)∣∣∣∣ =

∣∣∣∣−3− λ 2
−5 4− λ

∣∣∣∣
= (−3− λ) (4− λ)− (−10) = λ2 − λ− 2 = (λ+ 1) (λ− 2).

Pro matici A z 2. p̌ŕıkladu pak dostáváme

|A− λE | =

∣∣∣∣( −1 1
−10 −3

)
−
(
λ 0
0 λ

)∣∣∣∣ =

∣∣∣∣−1− λ 1
−10 −3− λ

∣∣∣∣
= (−1− λ) (−3− λ)− (−10) = λ2 + 4λ+ 13.
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V p̌redchoźıch p̌ŕıkladech je vidět, že výraz |A− λE | je polynom
v proměnné λ. Pro matici řádu n má tento polynom stupeň právě
n. Výraz

p(λ) := |A− λE |

se proto nazývá charakteristický polynom matice A a rovnice

p(λ) = |A− λE | = 0

se nazývá charakteristická rovnice matice A. A protože má každý
polynom stupně n právě n kǒrenů (poč́ıtáno včetně násobnost́ı),
plat́ı tedy následuj́ıćı tvrzeńı.

Věta

Vlastńı hodnoty matice A jsou právě kǒreny charakteristického
polynomu.
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Př́ıklad

Určete vlastńı hodnoty a vlastńı vektory matice

A =

(
2 3
0 2

)
.

Řešeńı

|A− λE | =

∣∣∣∣ 2− λ 3
0 2− λ

∣∣∣∣ = (2− λ)2,

a proto je λ1 = 2 (násobnosti 2) jediná vlastńı hodnota této
matice.
Vlastńı prostor pro λ1 = 2:

(A− λ1 E | 0) = (A− 2 E | 0) =

(
0 3 | 0
0 0 | 0

)
.
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Řešeńı (pokr.)

Vlastńı prostor pro λ1 = 2:

(A− λ1 E | 0) = (A− 2 E | 0) =

(
0 3 | 0
0 0 | 0

)
.

Volbou volné proměnné x1 = t dostaneme řešeńı (t, 0) = t · (1, 0),
tj. vlastńı vektor a p̌ŕıslušný vlastńı prostor jsou

u1 =

(
1
0

)
, Eigen(2) = 〈

(
1
0

)
〉.

Definice

Algebraická násobnost vlastńı hodnoty λ je definována jako
násobnost č́ısla λ jakožto kǒrene charakteristického polynomu.
Geometrická násobnost vlastńı hodnoty λ je definována jako
dimenze p̌ŕıslušného vlastńıho prostoru Eigen(λ).
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Lze ukázat, že geometrická násobnost je vždy nejvýše rovna
algebraické násobnosti, protože počet lineárně nezávislých vlastńıch
vektor̊u p̌ŕıslušej́ıćıch téže vlastńı hodnotě λ nemůže p̌revýšit
násobnost č́ısla λ jakožto kǒrene charakteristického polynomu.
Nap̌r. v p̌redchoźım p̌ŕıkladu je geometrická násobnost vlastńı
hodnoty λ = 2 rovna dimEigen(2) = 1, zat́ımco algebraická
násobnost této vlastńı hodnoty je 2. (V daľśım uvid́ıme, že tyto dvě
násobnosti jsou stejné právě když je matice A tzv.
diagonalizovatelná.)

Na druhou stranu, má-li vlastńı hodnota λ (algebraickou)
násobnost 1 (tj. jedná se o jednoduchý kǒren charakteristického
polynomu), potom k ńı p̌ŕısluš́ı (alespoň jeden) vlastńı vektor
u 6= 0. Je tedy geometrická násobnost této vlastńı hodnoty alespoň
1. Ale protože, jak jsme výše uvedli, nemůže být geometrická
násobnost věťśı než algebraická násobnost, plyne odsud, že
v tomto p̌ŕıpadě jsou tyto dvě násobnosti stejné (obě jsou rovny
1).
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Postup pro nalezeńı vlastńıch hodnot a vlastńıch vektor̊u matice A
je tedy následuj́ıćı:

1. Najdeme kǒreny charakteristického polynomu, tj. vy̌reš́ıme
charakteristickou rovnici

p(λ) = |A− λE | = 0.

2. Pro každou vlastńı hodnotu λ najdeme (bázi prostoru) řešeńı
homogenńıho systému

(A− λE ) · u = 0.

Z definice vlastńı hodnoty muśı tento systém ḿıt netriviálńı
řešeńı.

Př́ıklad

Určete vlastńı hodnoty a vlastńı vektory matice

A =

2 −3 1
1 −2 1
1 −3 2

 .
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Př́ıklad
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(A− λE ) · u = 0.
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Struktura charakteristického polynomu

Protože je p(λ) := |A− λE | polynom stupně n, je tvaru

p(λ) = cn λ
n + cn−1 λ

n−1 + · · ·+ c1 λ+ c0.

Př́ıklad

Pro matice řádu n = 2 je A =

(
a b
c d

)
,

p(λ) =

∣∣∣∣ a− λ b
c d − λ

∣∣∣∣ = (a− λ)(d − λ)− bc =

= λ2 − (a + d)λ+ ad − bc,

tj. c2 = 1, c1 = −(a + d), c0 = ad − bc.

Odtud vid́ıme, že absolutńı člen tohoto polynomu, tj. koeficient c0,
je c0 = p(0) = |A− 0 .E | = |A|.
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Dále, koeficient cn u nejvyš̌śı mocniny dostaneme tak, že
vynásob́ıme všechny koeficienty u proměnné λ, protože součin
diagonálńıch prvk̊u matice A− λE je zcela určitě jeden ze sč́ıtanc̊u
v rozvoji determinantu |A− λE |, tj.

cn = (−1)n.

Každý polynom stupně n lze jednoznačně napsat jako součin
kǒrenových činitel̊u, p̌ričemž jednotlivé kǒrenové činitele odpov́ıdaj́ı
kǒrenům polynomu p(λ), tj. vlastńım hodnotám matice A. Tzn.
Jsou-li λ1, . . . , λn vlastńı hodnoty matice A (a každá vlastńı
hodnota se zde vyskytuje tolikrát, jaká je jej́ı algebraická násobnost
– tedy celkem je n kǒrenů pro polynom p(λ) stupně n), potom je

p(λ) = (−1)n (λ− λ1) (λ− λ2) . . . (λ− λn).

Opětovnou volbou λ = 0 dostaneme

p(0) = (−1)n (−1)n λ1 λ2 . . . λn = λ1 λ2 . . . λn.

Porovnáńım s p̌redchoźım jsme odvodili následuj́ıćı důležitý fakt.
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Věta

Determinant matice A je roven součinu všech jej́ıch vlastńıch
hodnot. Tedy jsou-li λ1, . . . , λn vlastńı hodnoty matice A (a každá
vlastńı hodnota se zde vyskytuje tolikrát, jaká je jej́ı algebraická
násobnost), potom je

|A| = λ1 λ2 . . . λn.

Analogicky se odvod́ı:

Věta

Stopa matice A je rovna součtu všech jej́ıch vlastńıch hodnot. Tedy
jsou-li λ1, . . . , λn vlastńı hodnoty matice A (a každá vlastńı
hodnota se zde vyskytuje tolikrát, jaká je jej́ı algebraická
násobnost), potom je

tr A = λ1 + λ2 + · · ·+ λn.
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Př́ıklad

V 1. p̌ŕıkladu je

|A| = λ1 λ2 = (−1) . 2 = −2 =

∣∣∣∣−3 2
−5 4

∣∣∣∣ , a

tr A = λ1 + λ2 = (−1) + 2 = 1 = tr

(
−3 2
−5 4

)
.

V 2. p̌ŕıkladu je

|A| = λ1 λ2 = (−2+3i) . (−2−3i) = 4+9 = 13 =

∣∣∣∣ −1 1
−10 −3

∣∣∣∣ a

tr A = λ1 + λ2 = (−2 + 3i) + (−2− 3i) = −4 = tr

(
−1 1
−10 −3

)
.
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Mocniny diagonalizovatelných matic
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Lineárńı nezávislost vlastńıch vektor̊u

Jednou z nejdůležitěǰśıch vlastnost́ı vlastńıch vektor̊u je to, že
vlastńı vektory p̌ŕıslušej́ıćı r̊uzným vlastńım hodnotám jsou
lineárně nezávislé.

Věta

Jsou-li λ1, . . . , λk navzájem r̊uzné vlastńı hodnoty matice A a
u1, . . . , uk jejich p̌ŕıslušné vlastńı vektory, potom jsou vektory
u1, . . . , uk lineárně nezávislé.
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Důkaz.

Indukćı vzhledem k počtu vektor̊u. Pro k = 1 tvrzeńı žrejmě plat́ı,
protože jeden vlastńı vektor u1 tvǒŕı sám o sobě lineárně nezávislou
množinu.

Předpokládejme, že tvrzeńı plat́ı pro libovolnou množinu k − 1
vlastńıch vektor̊u p̌ŕıslušej́ıćıch r̊uzným vlastńım hodnotám.
Lineárńı závislost či nezávislost vektor̊u u1, . . . , uk urč́ıme z jejich
nulové lineárńı kombinace, tj.

a1 u1 + a2 u2 + · · ·+ ak uk = 0.

Předně si uvědomme, že pro i = 1, . . . , k je

(A− λ1 E ) ui = Aui − λ1 ui = λi ui − λ1 ui = (λi − λ1) ui ,

zejména pro i = 1 je pak (A− λ1 E ) u1 = 0. Předchoźı rovnost
vynásob́ıme zleva matićı A− λ1 E a dostaneme
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množinu.
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Pokr. důkazu.

0 = (A− λ1 E ) (a1 u1 + a2 u2 + · · ·+ ak uk)

= a1 (A− λ1 E ) u1︸ ︷︷ ︸
=0

+a2 (A− λ1 E ) u2 + · · ·+ ak (A− λ1 E ) uk

= a2 (λ2 − λ1) u2 + · · ·+ ak (λk − λ1) uk .

Dostali jsme tedy nulovou lineárńı kombinaci vlastńıch vektor̊u
u2, . . . , uk , kterých je k − 1. Podle indukčńıho p̌redpokladu je tato
množina k − 1 vektor̊u lineárně nezávislá, a tedy muśı platit

a2 (λ2 − λ1) = a3 (λ3 − λ1) = · · · = ak (λk − λ1) = 0.

Ale protože jsou vlastńı hodnoty λ1, . . . , λk navzájem r̊uzné, plyne
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koeficient a1 = 0.
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Př́ıklad

Ukázali jsme, že pro

A =

2 −3 1
1 −2 1
1 −3 2


dostáváme vlastńı hodnoty λ1 = 0, λ2 = 1 a jim p̌ŕıslušné
Eigen(0) = 〈(1, 1, 1)T 〉,Eigen(1) = 〈(−1, 0, 1)T , (3, 1, 0)T 〉.

Vlastńı vektor (1, 1, 1)T (či jeho libovolný nenulový násobek) je
lineárně nezávislý s každým z vektor̊u (−1, 0, 1)T , (3, 1, 0)T (či
jejich libovolnou nenulovou lineárńı kombinaćı). Samožrejmě plat́ı,
že posledńı 2 vektory jsou lineárně nezávislé, je tedy lineárně
nezávislá celá trojice těchto vektor̊u.

Důsledek

Má-li matice A n navzájem r̊uzných vlastńıch hodnot, potom je
množina p̌ŕıslušných vlastńıch vektor̊u (o n prvćıch) lineárně
nezávislá a tedy tvǒŕı bázi prostoru Rn.
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Eigen(0) = 〈(1, 1, 1)T 〉,Eigen(1) = 〈(−1, 0, 1)T , (3, 1, 0)T 〉.
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Tvrzeńı

Je-li λ ∈ C vlastńı hodnota matice A a u ∈ Cn p̌ŕıslušný vlastńı
vektor, potom splňuj́ı vztah

λ =
〈Au, u〉
〈u, u〉

=
uTAu

‖u‖2
2

.

Důkaz.

Snadno vynásobeńım rovnice Au = λ u zleva vektorem uT .

Př́ıklad

Pro matici z p̌redchoźıho p̌ŕıkladu máme

λ1 = 0, u1 = (1, 1, 1)T ,
uT

1 Au1

‖u1‖2
2

=
0

3
= 0 = λ1,

λ2 = 1, u2 = (−1, 0, 1)T ,
uT

2 Au2

‖u2‖2
2

=
2

2
= 1 = λ2.
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λ =
〈Au, u〉
〈u, u〉

=
uTAu

‖u‖2
2

.
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Tvrzeńı

Je-li A (horńı nebo dolńı) trojúhelńıková matice, potom jsou jej́ı
vlastńı hodnoty rovny prvk̊um na hlavńı diagonále. Zejména toto
pravidlo plat́ı pro matice diagonálńı.

Poznámka

Z vlastnost́ı kǒrenů polynomu vyplývá, že pokud má matice A
pouze reálné prvky, tak potom pokud má komplexńı vlastńı
hodnotu λ = α + βi , tak potom je vlastńı hodnota i č́ıslo
komplexně sdružené λ̄ = α− βi , tj. komplexńı vlastńı hodnoty se
vyskytuj́ı jako komplexně sdružené páry. Přitom vlastńı vektory
p̌ŕıslušné komplexně sdruženým vlastńım hodnotám jsou také
navzájem komplexně sdružené.
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Pomoćı vlastńıch hodnot lze jednoduše charakterizovat regulárńı a
singulárńı matice.

Tvrzeńı

(i) Matice A je singulárńı ⇔ λ = 0 je vlastńı hodnota matice A.

(ii) Matice A je regulárńı ⇔ všechny vlastńı hodnoty matice A
jsou r̊uzné od nuly.

Důkaz.

(i) Je-li matice A singulárńı, potom má homogenńı systém Au = 0
netriviálńı řešeńı u. Tedy pro tento vektor u plat́ı Au = 0 . u, neboli
u je vlastńı vektor p̌ŕıslušej́ıćı vlastńı hodnotě λ = 0. Naopak, je-li
λ = 0 vlastńı hodnota matice A, potom pro p̌ŕıslušný vlastńı vektor
u (6= 0) plat́ı vztah Au = 0 . u = 0, tedy matice A je singulárńı.
(ii) Tato část plyne z části (i), protože λ = 0 nemůže být vlastńı
hodnota regulárńı matice A.
Alternativně plyne důkaz obou část́ı plyne z tvrzeńı o výpočtu |A|
pomoćı vlastńıch hodnot.
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pomoćı vlastńıch hodnot.
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hodnota regulárńı matice A.
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Tvrzeńı

Necht’ A je regulárńı matice. Č́ıslo λ ∈ C je vlastńı hodnota matice
A ⇔ č́ıslo 1

λ je vlastńı hodnota matice A−1.

Důkaz.

Toto tvrzeńı plyne p̌ŕımo ze vztahu

0 = |A− λE |︸ ︷︷ ︸
pA(λ)

=
∣∣A (E − λA−1)

∣∣ =

∣∣∣∣λA

(
1

λ
E − A−1

)∣∣∣∣ =

= λn . |A| .
∣∣∣∣ 1λ E − A−1

∣∣∣∣ = λn︸︷︷︸
6=0

. |A|︸︷︷︸
6=0

. (−1)n .

∣∣∣∣A−1 − 1

λ
E

∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
pA−1 ( 1

λ
)

,

kde jsme použili Cauchyovu větu o determinantu součinu. Tedy
č́ıslo λ ∈ C je vlastńı hodnota matice A ⇔ č́ıslo 1

λ je vlastńı
hodnota matice A−1.
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V části o reprezentaci lineárńı transformace pomoćı matice jsme se
zabývali podobnými maticemi, tj. A ∼ B pokud B = T−1 A T pro
nějakou regulárńı matici T .

Tvrzeńı

Podobné matice maj́ı stejný charakteristický polynom.

Důkaz.

Je-li B = T−1 A T , potom je charakteristický polynom matice B
roven

pB(λ) = |B − λE | = |T−1 A T − λE | =
∣∣T−1 (A− λT E T−1) T

∣∣
= |T−1| . |A− λE | . |T | = |A− λE | = pA(λ),

tj. charakteristické polynomy matic A a B jsou totožné.

Důsledek

Podobné matice maj́ı stejné vlastńı hodnoty a tedy i stejný
determinant a stejnou stopu (součet prvk̊u na hlavńı diagonále).
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roven

pB(λ) = |B − λE | = |T−1 A T − λE | =
∣∣T−1 (A− λT E T−1) T

∣∣
= |T−1| . |A− λE | . |T | = |A− λE | = pA(λ),
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nějakou regulárńı matici T .
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Předchoźı důsledek ř́ıká, že vlastńı hodnoty a vlastńı vektory (tj.
preferované násobky a preferované směry) lineárńı transformace
nezávisej́ı na volbě báze, v ńıž tuto lineárńı transformaci
reprezentujeme pomoćı matice.

Jelikož je charakteristický polynom založen na výpočtu
determinantu a determinant lze spoč́ıtat rozvojem podle
libovolného řádku nebo sloupce (Laplaceova věta o rozvoji), maj́ı
matice A a AT stejný charakteristický polynom a tedy i stejné
vlastńı hodnoty.

Tvrzeńı

Matice A a matice AT maj́ı stejný charakteristický polynom a tedy
i stejné vlastńı hodnoty.
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Báze z vlastńıch vektor̊u

Před časem jsme viděli, že někdy je možné zvolit bázi prostoru Rn

z vlastńıch vektor̊u matice A.

Uvažujeme lineárńı transformaci L : Rn → Rn zadanou matićı A, tj.
L(u) = A · u (tedy L = LA). Je žrejmé, že maticová reprezentace
takové lineárńı transformace zálež́ı na volbě báze u prostoru Rn.
Pokud ale zvoĺıme bázi u šikovně, může být maticová reprezentace
transformace L velmi jednoduchá.

Tvrzeńı

Má-li matice A n lineárně nezávislých vlastńıch vektor̊u u1, . . . , un

a označ́ıme-li jako u := (u1, . . . , un) p̌ŕıslušnou bázi, potom má
lineárńı zobrazeńı LA v této bázi diagonálńı maticovou
reprezentaci. Nav́ıc, na hlavńı diagonále jsou právě vlastńı hodnoty
p̌ŕıslušné (postupně) vlastńım vektor̊um u1, . . . , un.



Analytická geometrie Vlastńı hodnoty (č́ısla) a vlastńı vektory Vlastnosti vlastńıch hodnot a vektor̊u
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Diagonalizovatelné matice

Je-li A čtvercová matice řádu n, potom nás zaj́ımá,

Kolik lineárně nezávislých vlastńıch vektor̊u matice A vlastně má?

Pokud má matice A plný počet (tj. n) lineárně nezávislých
vlastńıch vektor̊u, potom lze tuto matici diagonalizovat. Označme
jako λ1, . . . , λn vlastńı hodnoty (nemuśı být nutně všechny
navzájem r̊uzné) a jako u1, . . . , un p̌ŕıslušné lineárně nezávislé
vlastńı vektory (jako sloupcové vektory!), a položme

P :=

 | |
u1 . . . un

| |

 , D :=

λ1 . . . 0
...

. . .
...

0 . . . λn

 .

Matice P se nazývá matice vlastńıch vektor̊u a matice D se
nazývá matice vlastńıch hodnot.
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Definice

Čtvercová matice A řádu n se nazývá diagonalizovatelná, jestliže
je podobná diagonálńı matici, tj. jestliže existuje diagonálńı matice
D a regulárńı matice P takové, že plat́ı

A = PDP−1, neboli D = P−1AP.

Proces nalezeńı diagonálńı matice D a regulárńı matice P se
nazývá diagonalizace matice A

Důsledek

Každá matice A, která má n navzájem r̊uzných vlastńıch hodnot,
je diagonalizovatelná.

Poznámka

Snadno se ukáže i platnost opačného tvrzeńı, tj. každá
diagonalizovatelná matice má n lineárně nezávislých vlastńıch
vektor̊u (což ale neznamená, že muśı ḿıt n r̊uzných vlastńıch
hodnot).
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Př́ıklad

Podle p̌redchoźıho tvrzeńı neńı matice

A =

(
2 3
0 2

)
diagonalizovatelná, protože má (jak jsme ukázali minule) pouze
jeden lineárně nezávislý vlastńı vektor

u1 =

(
1
0

)
.
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Důsledek

Čtvercová matice A řádu n je diagonalizovatelná ⇔ pro každou
vlastńı hodnotu λi matice A je jej́ı geometrická násobnost rovna
násobnosti algebraické.

Odtud plyne:

Algoritmus pro nalezeńı maximálńıho počtu lineárně nezávislých
vlastńıch vektor̊u matice

1. Najdeme všechny navzájem r̊uzné vlastńı hodnoty matice A,
označme je jako λ1, . . . , λk .

2. Pro každý index i = 1, . . . , k (tj. pro každou vlastńı hodnotu
λi ), najdeme bázi p̌ŕıslušného podprostoru vlastńıch vektor̊u.

3. Sjednoceńı všech vektor̊u z takto nalezených báźı je
maximálńı množina lineárně nezávislých vlastńıch vektor̊u
matice A. Má-li tato množina n prvk̊u, potom je matice A
diagonalizovatelná. Má-li tato množina méně než n prvk̊u,
potom matice A diagonalizovatelná neńı.
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násobnosti algebraické.
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Mocniny diagonalizovatelných matic

Vzorec
A = PDP−1

lze dob̌re využ́ıt k výpočtu mocnin diagonalizovatelných matic.
Nap̌r. pro druhou mocninu matice A plat́ı

A2 = A · A = (PDP−1) · (PDP−1) = PD(P−1P)DP−1 = PD2P−1,

p̌ričemž druhá mocnina diagonálńı matice je opět diagonálńı
matice, jej́ıž diagonálńı prvky jsou druhými mocninami původńıch
prvk̊u, tj.

D2 =

λ1 . . . 0
...

. . .
...

0 . . . λn

 ·
λ1 . . . 0

...
. . .

...
0 . . . λn

 =

λ
2
1 . . . 0
...

. . .
...

0 . . . λ2
n

 .

Podobně se ukáže pomoćı matematické indukce (a pro záporná k
pomoćı tvrzeńı o vlastńıch hodnotách inverzńı matice) , že

Ak = PDkP−1, kde Dk = diag(λk1 , . . . , λ
k
n).
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Př́ıklad

Určete Ak , kde k ∈ Z pro matici

A =

2 −3 1
1 −2 1
1 −3 2

 .

Řešeńı

Ukázali jsme, že A má vlastńı hodnoty λ1 = 0, λ2 = 1 a jim
p̌ŕıslušné
Eigen(0) = 〈(1, 1, 1)T 〉,Eigen(1) = 〈(−1, 0, 1)T , (3, 1, 0)T 〉.
Vlastńı vektor (1, 1, 1)T (či jeho libovolný nenulový násobek) je
lineárně nezávislý s každým z vektor̊u (−1, 0, 1)T , (3, 1, 0)T (či
jejich libovolnou nenulovou lineárńı kombinaćı). Samožrejmě plat́ı,
že posledńı 2 vektory jsou lineárně nezávislé, je tedy lineárně
nezávislá celá trojice těchto vektor̊u.
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Řešeńı (pokr.)

Odtud A = PDP−1, kde

P =

1 −1 3
1 0 1
1 1 0

 , P−1 =

−1 3 −1
1 −3 2
1 −2 1

 ,

D =

0 0 0
0 1 0
0 0 1

 .

Matice A má vlastńı hodnotu 0, neńı proto regulárńı a Ak neńı pro
k < 0 definováno.

Pro k > 0 pak jde o tzv. idempotentńı matici (splňuj́ıćı A2 = A),
nebot’

Ak = PDkP−1 = P ·

0k 0 0
0 1k 0
0 0 1k

 · P−1 = A,
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Caley-Hamiltonova věta

Posledńı důležitý vztah, který lze bezprosťredně vyvodit z mocniny
diagonalizovatelné matice, je tzv. Cayley-Hamiltonova věta, která
ř́ıká, že každá (tzn. nejen diagonalizovatelná) matice A je kǒrenem
svého charakterictického polynomu.

Věta

Je-li A čtvercová matice řádu n a

p(λ) = (−1)n λn + cn−1 λ
n−1 + · · ·+ c1 λ+ c0

jej́ı charakteristický polynom, potom plat́ı identita

p(A) = (−1)n An + cn−1 An−1 + · · ·+ c1 A + c0 En = 0.

Důkaz.

Pro diagonalizovatelné matice je důkaz je p̌ŕımým důsledkem
p̌redchoźıho. Tvrzeńı plat́ı i pro obecné matice, kde je však ťreba
využ́ıt jejich Jordanova tvaru, čemuž se zde nevěnujeme.
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diagonalizovatelné matice, je tzv. Cayley-Hamiltonova věta, která
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