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Analytickd geometrie
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Euklidovskd geometrie

Standardni bodovy euklidovsky prostor &, je afinni prostor A,
jehoz zaméfenim je standardni euklidovsky prostor R” se skaldrnim
soudinem

(x,y)=x"-y.
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Euklidovskd geometrie

Standardni bodovy euklidovsky prostor &, je afinni prostor A,
jehoz zaméfenim je standardni euklidovsky prostor R” se skaldrnim

souinem

oy =x"-y.
Kartézska soutadna soustava je afinni soufadna soustava (Ag; u)
s ortonormalni bazi u.
Vzdalenost bodu A, B € &, definujeme jako velikost vektoru
|IB — Al|, budeme ji znatit p(A, B). Euklidovské podprostory
v &, jsou afinni podprostory, jejichZ zaméFeni uvaZujeme spolu se
zlZenymi skalarnimi soudiny.
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P¥ipomeiime nékolik tvrzeni o prostorech se skalarnim souéinem:

Pro kaZdé vektory u a v, které leZi' v realném vektorovém prostoru
V' se skalarnim soucinem, plati
Q |lu+v| <|u|l+]v] (trojihelnikova nerovnost). PFitom
rovnost nastane pravé, kdyZ jsou u a v linedrné zavislé.
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P¥ipomeiime nékolik tvrzeni o prostorech se skalarnim souéinem:

Pro kaZdé vektory u a v, které leZi' v realném vektorovém prostoru
V' se skalarnim soucinem, plati
Q |lu+v| <|u|l+]v] (trojihelnikova nerovnost). PFitom
rovnost nastane pravé, kdyZ jsou u a v linedrné zavislé.
@ |u-v| <|u||v| (Cauchyova nerovnost). Pfitom rovnost
nastane pravé, kdyZ jsou u a v linedrné zavislé.
@ pro kaZdy ortonormdini systém vektori (e1, ..., ex) plati
|ul|> > |u-er|> + -+ |u- e|> (Besselova nerovnost).
Q Pro ortonormalni systém vektori (e, ..., ex) je
u€er,...,ex) pravé kdy?
lul|>=|u-e1|> + -+ |u-e|?> (Parsevalova rovnost).
@ Pro ortonormdini systém vektorii (ey,...,ex) au € V je
w=(u-e)er+ -+ (u-ex)ex jedinym vektorem, ktery
minimalizuje velikost ||u — v|| pro vSechny v € (e, ..., ek).
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Odtud dostdvame jednoduché geometrické disledky:

Q p(A,B) = p(B,A)

@ p(A,B) =0 pravé, kdy? A= B

@ (A B) +p(B,C) = p(A, C)

Q V kaZdé kartézské souFadné soustavé (Ao; €) maji body
A=Ao+aie1+:--+anen, B=Ao+ bier+ - -+ byey
vzddlenost \/Y i1 (ai — bi)?.

© Je-li dan bod A a podprostor Q v &€, pak existuje bod P € Q
minimalizujici vzddlenosti bodii Q od A. Vzddlenost bodi A a
P je rovna velikosti kolmého priimétu vektoru A — B do
Z(Q)* pro libovolny B € Q.

© Obecnéji, pro podprostory Q@ a R v &, existuji body Q € Q a
R € R minimalizujici vzdalenosti bodii A € Q a B € R.
Vzddlenost bodi @ a R je rovna velikosti kolmého priimétu
vektoru A — B do Z(Q UR)™* pro libovolné body A € Q a
ReR.
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Uréeni vzdalenosti podprostort

Urlete vzdalenost pFimek v R3:

p:[1,-1,0]+t(~1,2,3), a q:[2,5—1]+t(—1,-2,1).
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Uréeni vzdalenosti podprostort

Priklad

Urlete vzdalenost pFimek v R3:

p: [1’ _130] + t(_13233)7 a q: [2a57 _1] + t(_]'? _27 1)

Regeni

| A\

Vzdilenost je dana jako velikost kolmého primétu libovolné p¥icky
(spojnice) danych p¥imek do ortogonalniho doplitku vektorového
podprostoru generovaného jejich zaméfenimi. Tento ortogonalni
doplnék zjistime naptiklad pomoci vektorového soucinu:
((-1,2,3),(-1,-2,1))* = ((-1,2,3) x (-1,-2,1)) =
((8,—2,4)).
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Uréeni vzdalenosti podprostort

Priklad

Urlete vzdalenost pFimek v R3:

p: [1’ _1301 + t(_13233)7 a q: [2a57 _1] + t(_]'? _27 1)

Regeni

| A\

Vzdilenost je dana jako velikost kolmého primétu libovolné p¥icky
(spojnice) danych p¥imek do ortogonalniho doplitku vektorového
podprostoru generovaného jejich zaméfenimi. Tento ortogonalni
doplnék zjistime naptiklad pomoci vektorového soucinu:
(ESIm2NsHN S DR S (SRS SN S DN =
((8,—2,4)). Spojnici danych p¥imek je nap¥iklad tsetka
[1,-1,0][2,5, —1], promitneme tedy vektor

[1,-1,0] — [2,5,—-1] = (-1,-6,1).
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Uréeni vzdalenosti podprostort

Priklad

Urlete vzdalenost pFimek v R3:

p: [1’ _1301 + t(_13233)7 a q: [2a57 _1] + t(_]'? _27 1)

Regeni

| A\

Vzdilenost je dana jako velikost kolmého primétu libovolné p¥icky
(spojnice) danych p¥imek do ortogonalniho doplitku vektorového
podprostoru generovaného jejich zaméfenimi. Tento ortogonalni
doplnék zjistime naptiklad pomoci vektorového soucinu:
(ESIm2NsHN S DR S (SRS SN S DN =
((8,—2,4)). Spojnici danych p¥imek je nap¥iklad tsetka
[1,-1,0][2,5, —1], promitneme tedy vektor

[1,-1,0] — [2,5,—1] = (—1,—6,1). Pro vzdalenost p¥imek pak
~1,-6,1)-(4,-12)] _ _4_

1(4,—1,2)]] V2l

dostavame: p(p, q) = I
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Na pfimce p: x+2y+z—-1=0, 3x—y+4z—-29=0
naleznéte bod A, ktery ma stejnou vzdalenost od bodii
B=[3,11,4] a C =[-5,-13,-2].
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P¥iklad

Na pfimce p: x+2y+z—-1=0, 3x—y+4z—-29=0
naleznéte bod A, ktery ma stejnou vzdalenost od bodii
B=[3,11,4] a C =[-5,-13,-2].

Regeni

| \

Nejprve vyjadfime p¥imku p parametricky a poté

@ porovname porovndme délky (parametrizovanych) vektort
A— B,A— C nebo
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P¥iklad

Na pfimce p: x+2y+z—-1=0, 3x—y+4z—-29=0
naleznéte bod A, ktery ma stejnou vzdalenost od bodii
B=[3,11,4] a C =[-5,-13,-2].

| \

Regen{
Nejprve vyjadfime p¥imku p parametricky a poté
@ porovname porovndme délky (parametrizovanych) vektort
A— B,A— C nebo
@ pomoci normalového vektoru vyjadfime obecnou rovnici

roviny, tvofené body se stejnou vzdalenosti od bodii A a B a
pak uréime jeji prisecik s pfimkou p.
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Odchylka podprostort

Definice

Necht U;, Us jsou podprostory v euklidovském prostoru V.
Odchylka podprostorti U;, Us je redlné &islo
a = ¢(Ur, Uz) € [0, 5] spliiujici:
1 Je-lidim Uy =dim Uy =1, Uy = (u), U = (v), pak
|u.v|

COS Q¥ = 7.
vl
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Odchylka podprostort

Definice
Necht U;, Us jsou podprostory v euklidovském prostoru V.
Odchylka podprostorti U;, Us je redlné &islo
a = ¢(Ur, Uz) € [0, 5] spliiujici:
1 Je-lidim Uy =dim Uy =1, Uy = (u), Us = (v), pak
|u.v|
coso = ———.
[[ullllv]l
2 Jsou-li dimenze U;, U, kladné a Uy N U, = {0}, pak je
odchylka minimem vSech odchylek jednorozmérnych
podprostort

a =min{p((u),(v));0# u e U1,0 # v € Up}.
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Definice (pokr.)

3 Je-li Uy C Uz nebo Up C Uy (zejména, je-li jeden z nich
nulovy), je o = 0.

Odchylka podprostorii Q;, Q> v bodovém euklidovském prostoru
En se definuje jako odchylka jejich zamé&feni Z(Q1), Z(Q2).
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Definice (pokr.)
3 Je-li Uy C Uz nebo Up C Uy (zejména, je-li jeden z nich
nulovy), je o = 0.
4 Je-li Uy NUp # {0} a Uy # Ui N U # Uy, pak

a = gO(Ul N (U1 N UQ)L, U N (U1 N Uz)l).

Odchylka podprostorii Q;, Q> v bodovém euklidovském prostoru
En se definuje jako odchylka jejich zamé&feni Z(Q1), Z(Q2).

V&imnéme si, Ze odchylka je vZdy dob¥e definovdna, zejména
v poslednim pFipadé je

(Ul N (Ul M UQ)J_) N (U2 N (Ul N Uz)L) = {0}

miZeme tedy opravdu odchylku urtit podle bodu (2).
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Je-li A &tvercova matice ¥adu n, pak uvaZujme linedrni zobrazeni
Lp:R" — R", které je ddno matici A. V tomto linedrnim
zobrazeni nas zajimaji sméry, které toto zobrazeni preferuje
(zachovavd), tj. zajimd nds, které vektory u € R" se zobrazi na
sviij nasobek. Cislo vyjadfujici tento nisobek pak mizeme chapat
jako pFirozenou frekvenci zobrazeni L a p¥isludny vektor (nebo
vektory) jako pFirozené sméry zobrazeni L.


http://en.wikipedia.org/wiki/Eigenvalues_and_eigenvectors
http://en.wikipedia.org/wiki/Eigenvalues_and_eigenvectors
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Je-li A &tvercova matice ¥adu n, pak uvaZujme linedrni zobrazeni
Lp:R" — R", které je ddno matici A. V tomto linedrnim
zobrazeni nas zajimaji sméry, které toto zobrazeni preferuje
(zachovavd), tj. zajimd nds, které vektory u € R" se zobrazi na
sviij nasobek. Cislo vyjadfujici tento nisobek pak mizeme chapat
jako pFirozenou frekvenci zobrazeni L a p¥isludny vektor (nebo
vektory) jako pFirozené sméry zobrazeni L.

V celé této prednasce budeme uvaZovat pouze Etvercové matice
¥adu n. Navic, i kdyZ budeme nuceni ob&as pracovat s komplexnimi
¢isly, prvky matice A budou vZzdy realné.

Viz napf. http:
//en.wikipedia.org/wiki/Eigenvalues_and_eigenvectors.


http://en.wikipedia.org/wiki/Eigenvalues_and_eigenvectors
http://en.wikipedia.org/wiki/Eigenvalues_and_eigenvectors
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Vlastni hodnoty (&isla) a vlastni vektory

Definice

Vlastni hodnota (téZ vlastni &islo) matice A je &islo A € C, pro
které existuje (alespoii jeden) nenulovy vektor u € C" s vlastnosti

A u=\-u.

Vektor u se pak nazyva vlastni vektor (eigenvector) matice A
prisluejici vlastni hodnot& (eigenvalue) A.

Mnozina vsech vlastnich vektori ptislusejicich téze vlastni hodnoté
A (spole&né s nulovym vektorem) se nazyva vlastni prostor
prisluejici vlastni hodnot& A a zna&ime ji Eigen(\) (z angl./n&m.
eigenspace).
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Vlastni hodnoty (&isla) a vlastni vektory

Definice

Vlastni hodnota (téZ vlastni &islo) matice A je &islo A € C, pro
které existuje (alespoii jeden) nenulovy vektor u € C" s vlastnosti

A u=\-u.

Vektor u se pak nazyva vlastni vektor (eigenvector) matice A
prisluejici vlastni hodnot& (eigenvalue) A.

Mnozina vsech vlastnich vektori ptislusejicich téze vlastni hodnoté
A (spole&né s nulovym vektorem) se nazyva vlastni prostor
prisluejici vlastni hodnot& A a zna&ime ji Eigen(\) (z angl./n&m.
eigenspace).

Nulovy vektor u = 0 vZdy vyhovuje rovnici A- u = XA - u, a proto je
v Definici poZzadavek na existenci nenulového vlastniho vektoru.
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Priklad
Uvazujme matici A a vektory u a v, kde

=G0 =) =)

|
N

(300 (0-
=39 0)-()-=0)->

Jsou tedy A1 = —1 a A\ = 2 vlastni hodnoty matice A a jejich
pFislusné vlastni vektory jsou pravé vektory u (pro Ay = —1) a v
(pro A2 = 2).
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Priklad

Uvazujme matici A a vektory u a v, kde

Ao (-1 1 B 1 B 1
“\-10 =3/ YT loa43i) VT \o1-3i)
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Priklad

Uvazujme matici A a vektory u a v, kde

Ao (-1 1 B 1 B 1
“\-10 =3/ YT loa43i) VT \o1-3i)

Potom plati




Vlastni hodnoty (&isla) a vlastni vektory
000@00000000000000
~ /|
Priklad

Uvazujme matici A a vektory u a v, kde

Ao (-1 1 B 1 B 1
“\-10 =3/ YT loa43i) VT \o1-3i)

Potom plati

Au = <—_110 —13> ' <—1i3i> =(=2+3)- <—1i3i>’
A= (—_110 —13> ' <—11—3i> =(=2-3i) <—11—3i>'

Jsou tedy \; = —2 4 3/ a A = —2 — 3/ vlastni hodnoty matice A
a jejich pfislugné vlastni vektory jsou pravé vektory u (pro
A1 =—-2+43i)av (pro Ao =—-2—3i).
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Pozndmka

Je-li u vlastni vektor matice A p¥islugejici vlastni hodnoté A\, potom

je také libovolny jeho (nenulovy) ndsobek vlastni vektor pfislusejici
téZe vlastni hodnoté&, protoze

A(au)=a(Au) =a(Au) = A(au).
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Pozndmka

Je-li u vlastni vektor matice A p¥islugejici vlastni hodnoté A\, potom
je také libovolny jeho (nenulovy) ndsobek vlastni vektor pfislusejici
téZe vlastni hodnoté&, protoze

A(au)=a(Au) =a(Au) = A(au).

Podobné, jsou-li u, v vlastni vektory matice A p¥islusejici vlastni
hodnoté A, potom je také jejich soucet vlastni vektor pfislusejici
téze vlastni hodnotg&, protoZe

Alu+v) = (Av) + (Av) = (Au) + (Av) = A (u+v).

Vlastni vektory pFisludejici téZe vlastni hodnoté tedy tvofi (spoletn&
s nulovym vektorem) podprostor vektorového prostoru R"”. To
také zdivodriuje terminologii viastni prostor.
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Priklad

(a) Pro matici A= (:ﬁ i) z 1. prikladu je
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Priklad

(a) Pro matici A= (:ﬁ i) z 1. prikladu je

-1 1

(b) Pro matici A= (_10 3

) z 2. prikladu je

Eigen(—2 + 3i) = (u) = <( ' >>,

Trgenl(—2 — 5) = () = <<—11—3/>>'
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Je-li X redind viastni hodnota matice A, potom jsou vsechny
pFislusné vlastni vektory taktéZ realné.
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Tvrzeni

Je-li X redind viastni hodnota matice A, potom jsou vsechny
pFislusné vlastni vektory taktéZ realné.

Diikaz.

ProtoZe je A € R, ma matice A — \ E taktéZ pouze redlné prvky.
Tedy ma homogenni systém (A — A E) - u = 0 redlna ¥edeni, tj.
vlastni vektory u jsou redlné.
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Z defini¢niho vztahu plyne, Ze vlastni vektory jsou nenulova feseni
homogenniho systému

(A—XE)-u=A-u—X-u=0.

Z ptedchoziho vime, Ze ma-li mit takova soustava nenulové ¥eseni,
musi byt matice

A—)NE
singularni, tj.
aig — A aio cen ain
dani dpo — AL don
|[A—XNE| = . ) . . =0.
ani an R

Matici A — X E dostaneme tedy tak, Ze v matici A odeéteme od
kazdého diagondlniho prvku prom&nnou A (&i &islo A, pokud ho jiz
jako vlastni hodnotu zname).
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Priklad

Pro matici A z 1. pfikladu mame

3 2\ (A 0\|_[-3-x 2
=[50 D=0 L2

=(-3-N(@-X2)—-(-10)=N-A-2=(A+1)(A12).
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Priklad
Pro matici A z 1. pfikladu mame

-3 2 A0 —3-A 2
=[50 D=0 L2

=(-3-N(@-X2)—-(-10)=N-A-2=(A+1)(A12).

Pro matici A z 2. pfikladu pak dostavame

-1 1 A0 -1-x 1
’A_AE|_'<—10 —3>_<0 A)’_‘ —10 —3—/\’

=(=1=)A)(=3—=X) = (=10) = A% + 4\ + 13.
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V predchozich p¥ikladech je vidét, Ze vyraz |A — X E| je polynom
v promé&nné A. Pro matici ¥ddu n md tento polynom stuperi pravé
n. Vyraz

p(\) = |A— AE|

se proto nazyva charakteristicky polynom matice A a rovnice
P(\) = |A— XE| =0

se nazyva charakteristickda rovnice matice A. A protoZze ma kaZzdy
polynom stupn& n pravé n kofenl (potitdno vEetn& nisobnosti),
plati tedy nasledujici tvrzeni.

Vlastni hodnoty matice A jsou pravé kofeny charakteristického
polynomu.
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Ur&ete vlastni hodnoty a vlastni vektory matice

()
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Priklad

Ur&ete vlastni hodnoty a vlastni vektory matice

()

N - T R
|A)\E|_‘ . 2_A‘_(2 e

a proto je A\; = 2 (ndsobnosti 2) jedind vlastni hodnota této

matice.
Vlastni prostor pro A1 = 2:

(A—>\1E]0):(A—2E]0):<8 ; i 8)
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Regeni (pokr.)

Vlastni prostor pro A\; = 2:

(A—/\lE]O):(A—2E]O):<8 ; ; 8)

Volbou volné proménné x; = t dostaneme ¥edeni (t,0) =t - (1,0),
tj. vlastni vektor a pfislusny vlastni prostor jsou

o5 = <(1)> . Eigen(2) = <<é>>.
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Regeni (pokr.)

Vlastni prostor pro A\; = 2:

(A—)\lE]O):(A—2E]O):<8 ; ; 8)

Volbou volné proménné x; = t dostaneme ¥edeni (t,0) =t - (1,0),
tj. vlastni vektor a pfislusny vlastni prostor jsou

o5 = <(1)> . Eigen(2) = <<é>>.

Algebraicka nasobnost vlastni hodnoty A je definovdna jako

nasobnost Cisla A jakoZto kofene charakteristického polynomu.
Geometricka nasobnost vlastni hodnoty A je definovdna jako
dimenze p¥islusného vlastniho prostoru Eigen(\).

Definice




Lze ukdazat, Ze geometrickd nasobnost je vZdy nejvyse rovna
algebraické ndsobnosti, protoZe polet linedrné nezdvislych vlastnich
vektorl pFislusejicich téZe vlastni hodnoté A nemiiZe prevysit
ndsobnost ¢isla A\ jakoZto kofene charakteristického polynomu.
Nap¥. v pfedchozim ptikladu je geometricka nasobnost vlastn{
hodnoty A = 2 rovna dim Eigen(2) = 1, zatimco algebraicka
ndsobnost této vlastni hodnoty je 2. (V daldim uvidime, Ze tyto dv&
ndsobnosti jsou stejné pravé kdyz je matice A tzv.
diagonalizovatelna.)



Lze ukdazat, Ze geometrickd nasobnost je vZdy nejvyse rovna
algebraické ndsobnosti, protoZe polet linedrné nezdvislych vlastnich
vektorl pFislusejicich téZe vlastni hodnoté A nemiiZe prevysit
ndsobnost ¢isla A\ jakoZto kofene charakteristického polynomu.
Nap¥. v pfedchozim ptikladu je geometricka nasobnost vlastn{
hodnoty A = 2 rovna dim Eigen(2) = 1, zatimco algebraicka
ndsobnost této vlastni hodnoty je 2. (V daldim uvidime, Ze tyto dv&
ndsobnosti jsou stejné pravé kdyz je matice A tzv.
diagonalizovatelna.)

Na druhou stranu, ma-li vlastni hodnota A (algebraickou)
nasobnost 1 (tj. jedna se o jednoduchy kofen charakteristického
polynomu), potom k ni p¥islusi (alespofi jeden) vlastni vektor

u # 0. Je tedy geometrickd nasobnost této vlastni hodnoty alespori
1. Ale protoZe, jak jsme vySe uvedli, nemiZe byt geometricka
ndsobnost vétsi neZ algebraicka ndsobnost, plyne odsud, Ze

v tomto pfFipadé jsou tyto dv& nisobnosti stejné (ob& jsou rovny

1).
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Postup pro nalezeni vlastnich hodnot a vlastnich vektorii matice A
je tedy nésledujici:
1. Najdeme koteny charakteristického polynomu, tj. vyfeSime

charakteristickou rovnici

p(\) = |A— \E|=0.



Postup pro nalezeni vlastnich hodnot a vlastnich vektorii matice A
je tedy nésledujici:
1. Najdeme koteny charakteristického polynomu, tj. vyfeSime
charakteristickou rovnici
p(A\) =|A—XE| =0.
2. Pro kazdou vlastni hodnotu A najdeme (bézi prostoru) ¥eseni
homogenniho systému
(A—XE)-u=0.

Z definice vlastni hodnoty musi tento systém mit netrividlni
feseni.



Postup pro nalezeni vlastnich hodnot a vlastnich vektorii matice A
je tedy nésledujici:
1. Najdeme koteny charakteristického polynomu, tj. vyfeSime
charakteristickou rovnici
p(A\) =|A—XE| =0.
2. Pro kazdou vlastni hodnotu A najdeme (bézi prostoru) ¥eseni
homogenniho systému
(A—XE)-u=0.

Z definice vlastni hodnoty musi tento systém mit netrividlni
feseni.
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Postup pro nalezeni vlastnich hodnot a vlastnich vektorii matice A
je tedy nésledujici:

1. Najdeme koFeny charakteristického polynomu, tj. vyfeSime
charakteristickou rovnici

p(\) = |A— \E|=0.

2. Pro kazdou vlastni hodnotu A najdeme (bézi prostoru) ¥eseni
homogenniho systému

(A—XE)-u=0.

Z definice vlastni hodnoty musi tento systém mit netrividlni
feseni.

Urcete vlastni hodnoty a vlastni vektory matice
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Struktura charakteristického polynomu

Protoze je p(\) := |A — X\ E| polynom stupné n, je tvaru
p(A\) = [ LR Uit S R Ry

Priklad

Pro matice Fadu n = 2 je A = <i b) )

d

a— A\ b
c d— A\

=X —(a+d)\+ad — bc,

’:(a—)\)(d—)\)—bc:

tj. =1 ¢ =—-(a+d), cg=ad— bc.




Vlastni hodnoty (&isla) a vlastni vektory

0000000000000 0e000

Struktura charakteristického polynomu
Protoze je p(\) := |A — X\ E| polynom stupné n, je tvaru

p()\):c,,)\”+c,,,1)\”_1+---—|—c1)\+co.

Priklad

Pro matice Fadu n = 2 je A = <a b) )
c d

a— A\ b
c d— A\

=X —(a+d)\+ad — bc,

’:(a—)\)(d—)\)—bc:

tj. =1 ¢ =—-(a+d), cg=ad— bc.

v

Odtud vidime, Ze absolutni &len tohoto polynomu, tj. koeficient ¢y,
je o= p(0) = |A—0.E| = |A]
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Dale, koeficient ¢, u nejvyssi mocniny dostaneme tak, Ze
vynasobime vechny koeficienty u promé&nné A\, protoZe sou&in
diagonalnich prvki matice A — X E je zcela uréité jeden ze s&itanci
v rozvoji determinantu |A — X\ E|, tj.

= (—1)".
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Dale, koeficient ¢, u nejvyssi mocniny dostaneme tak, Ze
vynasobime vechny koeficienty u promé&nné A\, protoZe sou&in

diagonalnich prvki matice A — X E je zcela uréité jeden ze s&itanci
v rozvoji determinantu |A — X\ E|, tj.

= (—1)".

Kazdy polynom stupn& n lze jednozna¢n& napsat jako soudin
kofenovych Cinitell, pfi¢emz jednotlivé kofenové &initele odpovidaji
kofenim polynomu p(A), tj. vlastnim hodnotdm matice A. Tzn.
Jsou-li A1, ..., A, vlastni hodnoty matice A (a kazd4 vlastni
hodnota se zde vyskytuje tolikrat, jaka je jeji algebraickd nasobnost
— tedy celkem je n kofen( pro polynom p(\) stupné& n), potom je

p(A) = (=1)" (A = A1) (A= A2) ... (A= An).
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Dale, koeficient ¢, u nejvyssi mocniny dostaneme tak, Ze
vynasobime vechny koeficienty u promé&nné A\, protoZe sou&in

diagonalnich prvki matice A — X E je zcela uréité jeden ze s&itanci
v rozvoji determinantu |A — X\ E|, tj.

= (—1)".

Kazdy polynom stupn& n lze jednozna¢n& napsat jako soudin
kofenovych Cinitell, pfi¢emz jednotlivé kofenové &initele odpovidaji
kofenim polynomu p(A), tj. vlastnim hodnotdm matice A. Tzn.
Jsou-li A1, ..., A, vlastni hodnoty matice A (a kazd4 vlastni
hodnota se zde vyskytuje tolikrat, jaka je jeji algebraickd nasobnost
— tedy celkem je n kofen( pro polynom p(\) stupné& n), potom je

pA) = (=1)"(A = A1) (A= A2) ... (A=)
Opétovnou volbou A = 0 dostaneme
p(0) = (=1)"(=1)" A\t d2 ... Ap= A1 A2 ... An

Porovnanim s pfedchozim jsme odvodili nasledujici dileZity fakt.
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Véta

Determinant matice A je roven soucinu vsech jejich viastnich
hodnot. Tedy jsou-li A1, ..., A\, vlastni hodnoty matice A (a kaZdd
vlastni hodnota se zde vyskytuje tolikrat, jaka je jeji algebraickd
ndsobnost), potom je

A=A X2 ... An.
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Véta

Determinant matice A je roven soucinu vsech jejich viastnich
hodnot. Tedy jsou-li A1, ..., A\, vlastni hodnoty matice A (a kaZdd
vlastni hodnota se zde vyskytuje tolikrat, jaka je jeji algebraickd
ndsobnost), potom je

A=A X2 ... An.

Analogicky se odvodi:

Véta

Stopa matice A je rovna souctu viech jejich vlastnich hodnot. Tedy
Jsou-li A1, ..., \p vlastni hodnoty matice A (a kaZdd vlastni
hodnota se zde vyskytuje tolikrat, jaka je jeji algebraicka
ndsobnost), potom je

trA=X1+Xo+ -+ Ap.
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Priklad

V 1. prikladu je

|A]:)\1)\2:(—1).2:—2:‘

trA:)\1+)\2:(—1)+2:1:tr<_3 2).
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Priklad

V 1. prikladu je

|A]:)\1)\2:(—1).2:—2:‘

trA:)\1+)\2:(—1)+2:1:tr<_3 2).
V 2. prikladu je

-1 1

IA] = A Ap = (—243i). (—2-3i) =449 = 13 = ‘ 10 3

A=A+ do = (=2431) + (=2 —3)) = 4= tr <_110 _13> .




Vlastnosti vlastnich hodnot a vektorti

Plan predndsky

© Vlastnosti vlastnich hodnot a vektordi
@ Mocniny diagonalizovatelnych matic
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®000

Linedrni nezavislost vlastnich vektort

MrLvrv

Jednou z nejdilezitéjSich vlastnosti vlastnich vektori je to, Ze
vlastni vektory p¥islusejici riznym vlastnim hodnotdm jsou
linearné nezavislé.

Jsou-li A1, ..., A\x navzdjem riizné vlastni hodnoty matice A a
ui, ..., ux jejich pfislusné viastni vektory, potom jsou vektory
ui, ..., Ux linedrné nezavislé.




Vlastnosti vlastnich hodnot a vektorti
0e00

Dikaz.

Indukci vzhledem k poctu vektorli. Pro k = 1 tvrzeni zfejmé plati,
protoZe jeden vlastni vektor u; tvofi sdm o sobé linedrné nezavislou
mnoZzinu.
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0e00

Diikaz.

Indukci vzhledem k poctu vektorli. Pro k = 1 tvrzeni zfejmé plati,
protoZe jeden vlastni vektor u; tvofi sdm o sobé linedrné nezavislou
mnozinu.

Pfedpokladejme, Ze tvrzeni plati pro libovolnou mnoZinu k — 1
vlastnich vektor( pfislusejicich riznym vlastnim hodnotdm.
Lineadrni zavislost ¢i nezavislost vektorl uy, ..., ux uréime z jejich
nulové linedrni kombinace, tj.

ajui+aup+ -+ agu =0.
Pf¥edné si uvédomme, Ze pro i =1,..., k je
(A—)\lE)u,-:Au,-—)\lu,-:/\,-u,-—)\lu,-:()\,-—/\l)u,-,

zejména pro i = 1 je pak (A — A\ E) u; = 0. P¥edchozi rovnost
vyndsobime zleva matici A — A\; E a dostaneme ]
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ooeo
°
Pokr. ditkazu.

0=(A—ME)(aru1+axus+ -+ agug)
=aa(A—ME)unn+aa(A—ME)u+--+ak(A— X 1 E) ug
\_;,O_z
=a(MA2— A1)+ -+ a (A — A1) k.

Dostali jsme tedy nulovou linedrni kombinaci vlastnich vektori
up, ..., ug, kterych je k — 1. Podle indukéniho ptfedpokladu je tato
mnozina k — 1 vektor( linedrné& nezdvisla, a tedy musi platit

32(A2—)\1):a3()\3—/\1): ---:ak()\k—)\l):o.
Ale protoZe jsou vlastni hodnoty A1, ..., Ay navzdjem riizné, plyne
z predchoziho, Ze ap = a3 =--- = a, = 0.

Odtud dale plyne, Ze a; u; = 0. A protoze je u; # 0, je také
koeficient a; = 0. O
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Priklad

Ukazali jsme, Ze pro

2 31
A=11 -2 1
1 -3 2

dostdvdme vlastni hodnoty Ay = 0, A\» =1 a jim pfFislusné
Elgen(O) = <(17 1> 1)T>7 Elgen(l) = <(_17 07 1)T7 (3a 1a 0)T>




Vlastnosti vlastnich hodnot a vektorti
oooe
Y
Priklad

Ukazali jsme, Ze pro

2 31
A=11 -2 1
1 -3 2

dostdvdme vlastni hodnoty Ay = 0, A\» =1 a jim pfFislusné
Elgen(O) = <(17 1> 1)T>7 Elgen(l) = <(_17 07 1)T7 (3a 1a 0)T>
Vlastni vektor (1,1,1)7 (&i jeho libovolny nenulovy ndsobek) je
linedrn& nezavisly s kazdym z vektort (—1,0,1)7,(3,1,0)7 (&i
jejich libovolnou nenulovou linedrni kombinaci). Samozfejmé& plati,
ze posledni 2 vektory jsou linedrn& nezavislé, je tedy linedrné
nezavisla celd trojice téchto vektor(.
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oooe
Y
Priklad

Ukazali jsme, Ze pro

2 31
A=11 -2 1
1 -3 2

dostdvdme vlastni hodnoty Ay = 0, A\» =1 a jim pfFislusné
Elgen(O) = <(17 1> 1)T>7 Elgen(l) = <(_17 07 1)T7 (3a 1a 0)T>
Vlastni vektor (1,1,1)7 (&i jeho libovolny nenulovy ndsobek) je
linedrn& nezavisly s kazdym z vektort (—1,0,1)7,(3,1,0)7 (&i
jejich libovolnou nenulovou linedrni kombinaci). Samozfejmé& plati,
ze posledni 2 vektory jsou linedrn& nezavislé, je tedy linedrné
nezavisla celd trojice téchto vektor(.

Disledek

Ma-Ii matice A n navzdjem riiznych vlastnich hodnot, potom je
mnoZina pfislusnych vlastnich vektord (o n prvcich) linedrné
nezavisla a tedv tvoli bazi prostoru IR™.
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Je-li A € C vlastni hodnota matice A a u € C" pfFislusny viastni
vektor, potom splriuji vztah

(Au,uy  uTAu
A= = i
(wu) w3
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Je-li A € C vlastni hodnota matice A a u € C" pfFislusny viastni
vektor, potom splriuji vztah

(Au,uy  uTAu

(uu) — Jlull3

Snadno vynasobenim rovnice Au = \ u zleva vektorem u' . [
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Je-li A € C vlastni hodnota matice A a u € C" pfFislusny viastni
vektor, potom splriuji vztah

(Au,uy  uTAu
A= = i
(wu) w3

Snadno vynasobenim rovnice Au = \ u zleva vektorem u' . [
P¥iklad
Pro matici z ptedchoziho p¥ikladu mame
A 0
M=0, um=(1,1,1)7, LL_>_g_),
funllz 3
TA 2
do=1, w=(-101)7, 22_"_1-),
w2z 2




Vlastnosti vlastnich hodnot a vektorti
0®000000000

Je-li A (horni nebo dolni) trojihelnikovd matice, potom jsou jeji
vlastni hodnoty rovny prvkiim na hlavni diagondle. Zejména toto
pravidlo plati pro matice diagonalni.
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Tvrzeni

Je-li A (horni nebo dolni) trojihelnikovd matice, potom jsou jeji
vlastni hodnoty rovny prvkiim na hlavni diagondle. Zejména toto
pravidlo plati pro matice diagonalni.

Poznamka

Z vlastnosti kofenli polynomu vyplyva, Ze pokud ma matice A
pouze realné prvky, tak potom pokud ma komplexni vlastni
hodnotu A = « + B, tak potom je vlastni hodnota i ¢&islo
komplexn& sdruzené X\ = o — i, tj. komplexni vlastni hodnoty se
vyskytuji jako komplexn& sdruzené pary. P¥itom vlastni vektory
prislusné komplexné sdruzenym vlastnim hodnotdm jsou také
navzajem komplexné sdruzené.
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Pomoci vlastnich hodnot Ize jednodu$e charakterizovat regularni a
singuldrni matice.

(i) Matice A je singuldrni < X\ = 0 je vlastni hodnota matice A.

(ii) Matice A je regularni < vsechny viastni hodnoty matice A
Jsou riizné od nuly.
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Pomoci vlastnich hodnot Ize jednodu$e charakterizovat regularni a
singuldrni matice.

(i) Matice A je singuldrni < X\ = 0 je vlastni hodnota matice A.

(ii) Matice A je regularni < vsechny viastni hodnoty matice A
Jsou riizné od nuly.

Dikaz.

(i) Je-li matice A singuldrni, potom ma homogenni systém Au =0
netrividlni feSeni u. Tedy pro tento vektor u plati Au = 0. u, neboli
u je vlastni vektor pfislusejici vlastni hodnot& A = 0. Naopak, je-li
A = 0 vlastni hodnota matice A, potom pro pFislusny vlastni vektor
u (# 0) plati vztah Au=0.u = 0, tedy matice A je singularni.

(ii) Tato &ast plyne z &asti (i), protoZze A = 0 nemiZe byt vlastni
hodnota regularni matice A.
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Pomoci vlastnich hodnot Ize jednodu$e charakterizovat regularni a
singuldrni matice.

(i) Matice A je singuldrni < X\ = 0 je vlastni hodnota matice A.

(ii) Matice A je regularni < vsechny viastni hodnoty matice A
Jsou riizné od nuly.

Diikaz.

(i) Je-li matice A singuldrni, potom ma homogenni systém Au =0
netrividlni feSeni u. Tedy pro tento vektor u plati Au = 0. u, neboli
u je vlastni vektor pfislusejici vlastni hodnot& A = 0. Naopak, je-li
A = 0 vlastni hodnota matice A, potom pro pFislusny vlastni vektor
u (# 0) plati vztah Au=0.u = 0, tedy matice A je singularni.

(ii) Tato &ast plyne z &asti (i), protoZze A = 0 nemiZe byt vlastni
hodnota regularni matice A.

Alternativné plyne diikaz obou ¢asti plyne z tvrzeni o vypo&tu |A|
pomoci vlastnich hodnot.

]
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Necht A je reguldrni matice. Cislo A € C je vlastni hodnota matice
A & dislo % Jje vlastni hodnota matice A~*.
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;
Tvrzeni

Necht A je reguldrni matice. Cislo A € C je vlastni hodnota matice
A & dislo % Jje vlastni hodnota matice A~*.

Diikaz.
Toto tvrzeni plyne p¥imo ze vztahu

1
0=]A—XE|=|A(E-XA"" \_’ ( —A—1>
——
pa(N)
1
=\".|A|. E Al = A" A (-D)". AT -2 E|,
A A
750 750 N —— e’
pA,I(%)

kde jsme pouZili Cauchyovu vétu o determinantu soucinu. Tedy
&islo A € C je vlastni hodnota matice A < ¢&islo % je vlastni
hodnota matice A~
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V C&asti o reprezentaci linedrni transformace pomoci matice jsme se
zabyvali podobnymi maticemi, tj. A~ B pokud B= T~ AT pro
néjakou regularni matici T.

Podobné matice maji stejny charakteristicky polynom.




Vlastnosti vlastnich hodnot a vektori
V C&asti o reprezentaci linedrni transformace pomoci matice jsme se
zabyvali podobnymi maticemi, tj. A~ B pokud B= T~ AT pro
néjakou regularni matici T.

Podobné matice maji stejny charakteristicky polynom.

Je-li B= T YAT, potom je charakteristicky polynom matice B
roven

pB()\):’B—)\E’:’T_lAT_/\E‘:‘T—I(A_)\TET_]_)T|
=|T7 Y. JA=XE|.|T| =|A— XE| = pa()),

tj. charakteristické polynomy matic A a B jsou totozné. [
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V C&asti o reprezentaci linedrni transformace pomoci matice jsme se
zabyvali podobnymi maticemi, tj. A~ B pokud B= T~ AT pro
néjakou regularni matici T.

Podobné matice maji stejny charakteristicky polynom.

Je-li B= T YAT, potom je charakteristicky polynom matice B
roven

pB()\):’B—)\E’:’T_lAT_/\E‘:‘T—I(A_)\TET_]_)T|
=|T7 Y. JA=XE|.|T| =|A— XE| = pa()),

tj. charakteristické polynomy matic A a B jsou totozné. [

Dusledek

Podobné matice maji stejné vlastni hodnoty a tedy i stejny
determinant a stejnou stopu (soucet prvki na hlavni diagondle).
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P¥edchozi diisledek ¥ika, Ze vlastni hodnoty a vlastni vektory (tj.
preferované ndsobky a preferované sméry) linedrni transformace
nezaviseji na volb& baze, v niz tuto linedrni transformaci
reprezentujeme pomoci matice.
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P¥edchozi diisledek ¥ika, Ze vlastni hodnoty a vlastni vektory (tj.
preferované ndsobky a preferované sméry) linedrni transformace
nezaviseji na volb& baze, v niz tuto linedrni transformaci
reprezentujeme pomoci matice.

JelikoZ je charakteristicky polynom zaloZen na vypoctu
determinantu a determinant lze spoditat rozvojem podle
libovolného ¥adku nebo sloupce (Laplaceova véta o rozvoji), maji
matice A a AT stejny charakteristicky polynom a tedy i stejné
vlastni hodnoty.

Matice A a matice AT maji stejny charakteristicky polynom a tedy
i stejné vlastni hodnoty.
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Baze z vlastnich vektort

Pfed Casem jsme vidéli, Ze nékdy je mozné zvolit bazi prostoru R"
z vlastnich vektord matice A.
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Baze z vlastnich vektort

Pfed Casem jsme vidéli, Ze nékdy je mozné zvolit bazi prostoru R"
z vlastnich vektori matice A.

UvaZujeme linearni transformaci L : R" — R” zadanou matici A, tj.
L(u) =A-u (tedy L = Lp). Je zfejmé, Ze maticova reprezentace
takové linedrni transformace zaleZi na volbé baze u prostoru R”.
Pokud ale zvolime bazi u sikovné, miZe byt maticovd reprezentace
transformace L velmi jednoducha.

Ma-Ii matice A n linedarné nezavislych vlastnich vektorii us, ..., u,
a ozna&ime-li jako u := (uy, ..., u,) pFislusnou bazi, potom ma
linedrni zobrazeni L, v této bazi diagonalni maticovou
reprezentaci. Navic, na hlavni diagonale jsou pravé vlastni hodnoty
pFislusné (postupné) vlastnim vektorim uy, ..., up,.
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Diagonalizovatelné matice

Je-li A &tvercova matice ¥adu n, potom nas zajima,

Kolik linedrné nezavislych vlastnich vektorli matice A vlastné ma?
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Diagonalizovatelné matice

Je-li A &tvercova matice ¥adu n, potom nas zajima,
Kolik linedrné nezavislych vlastnich vektorli matice A vlastné ma?

Pokud ma matice A plny pocet (tj. n) linedrn& nezdvislych
vlastnich vektori, potom lze tuto matici diagonalizovat. Ozna&me
jako A1, ..., A, vlastni hodnoty (nemusi byt nutn& viechny
navzdjem rizné) a jako uy, ..., up p¥islusné linedrné nezavislé
vlastni vektory (jako sloupcové vektory!), a polozme

‘ | A ... O

| | 0 ... An
Matice P se nazyvd matice vlastnich vektor a matice D se
nazyva matice vlastnich hodnot.



Vlastnosti vlastnich hodnot a vektori
Definice
Ctvercova matice A ¥adu n se nazyva diagonalizovatelna, jestlize

je podobna diagondlni matici, tj. jestliZze existuje diagondlni matice
D a regularni matice P takové, Ze plati

A= PDP™!, neboli D=PlAP.

Proces nalezeni diagonalni matice D a regularni matice P se
nazyva diagonalizace matice A

Disledek

KaZda matice A, kterda ma n navzdjem riiznych viastnich hodnot,
je diagonalizovatelna.




Vlastnosti vlastnich hodnot a vektori
Definice
Ctvercova matice A ¥adu n se nazyva diagonalizovatelna, jestlize

je podobna diagondlni matici, tj. jestliZze existuje diagondlni matice
D a regularni matice P takové, Ze plati

A= PDP™!, neboli D=PlAP.

Proces nalezeni diagonalni matice D a regularni matice P se
nazyva diagonalizace matice A

Disledek

KaZda matice A, kterda ma n navzdjem riiznych viastnich hodnot,
je diagonalizovatelna.

Pozndmka
Snadno se ukaZe i platnost opa&ného tvrzeni, tj. kaZdd
diagonalizovatelnd matice ma n linearné nezavislych vlastnich

vektorti (coz ale neznamend, Ze musi mit n riznych vlastnich
[T A Y
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Priklad

Podle predchoziho tvrzeni neni matice

2 3
A=
0 2
diagonalizovatelnd, protoZze m3 (jak jsme ukazali minule) pouze
jeden linedrn& nezavisly vlastni vektor

)
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Dusledek

Ctvercovd matice A Fidu n je diagonalizovatelnd < pro kaZdou
vlastni hodnotu \; matice A je jeji geometricka ndsobnost rovna
ndsobnosti algebraické.
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Dusledek

Ctvercovd matice A Fidu n je diagonalizovatelnd < pro kaZdou
vlastni hodnotu \; matice A je jeji geometricka ndsobnost rovna
ndsobnosti algebraické.

Odtud plyne:

Algoritmus pro nalezeni maximalniho poctu linedrné nezavislych

vlastnich vektori matice
1. Najdeme vSechny navzajem razné vlastni hodnoty matice A,
oznaéme je jako A, ..., Ak.
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Dusledek

Ctvercovd matice A Fidu n je diagonalizovatelnd < pro kaZdou
vlastni hodnotu \; matice A je jeji geometricka ndsobnost rovna
ndsobnosti algebraické.

Odtud plyne:

Algoritmus pro nalezeni maximalniho poctu linedrné nezavislych

vlastnich vektori matice
1. Najdeme vSechny navzajem razné vlastni hodnoty matice A,
oznaéme je jako A, ..., Ak.
2. Pro kazdy index i = 1,..., k (tj. pro kazdou vlastni hodnotu
Ai), najdeme bazi p¥islusného podprostoru vlastnich vektord.
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Dusledek

Ctvercovd matice A Fidu n je diagonalizovatelnd < pro kaZdou
vlastni hodnotu \; matice A je jeji geometricka ndsobnost rovna
ndsobnosti algebraické.

Odtud plyne:

Algoritmus pro nalezeni maximalniho poctu linedrné nezavislych

vlastnich vektori matice
1. Najdeme vSechny navzajem razné vlastni hodnoty matice A,
oznaéme je jako A, ..., Ak.
2. Pro kazdy index i = 1,..., k (tj. pro kazdou vlastni hodnotu
Ai), najdeme bazi p¥islusného podprostoru vlastnich vektord.

3. Sjednoceni v3ech vektor(i z takto nalezenych bazi je
maximalni mnoZina linedrné nezdvislych vlastnich vektor(
matice A. Ma-li tato mnoZina n prvki{, potom je matice A
diagonalizovatelnd. Ma-li tato mnoZina méné neZ n prvki,
potom matice A diagonalizovatelnd nenf.
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Mocniny diagonalizovatelnych matic

Vzorec
A= PDP!

Ize dob¥e vyuZit k vypoltu mocnin diagonalizovatelnych matic.
Nap¥. pro druhou mocninu matice A plati
A2 =A.-A=(PDP7Y).(PDP™) = PD(P~*P)DP! = PD?*P 71,
pficemz druhd mocnina diagonalni matice je opét diagonalni
matice, jejiz diagonalni prvky jsou druhymi mocninami pivodnich
prvki, tj.
A ... 0 Ao 0 A0
D=1 : -. S I I N I :
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Mocniny diagonalizovatelnych matic

Vzorec
A= PDP!

Ize dob¥e vyuZit k vypoltu mocnin diagonalizovatelnych matic.
Nap¥. pro druhou mocninu matice A plati

A2=A.A=(PDPY).(PDP™Y) = PD(P'P)DP' = PD?P,
pficemz druhd mocnina diagonalni matice je opét diagonalni
matice, jejiz diagonalni prvky jsou druhymi mocninami pivodnich
prvki, tj.
A ... 0 Ao 0 A0
pD2=1: -. N I Sl = } :
0 ... A 0 ... X 0 ... A2

Podobné& se ukdze pomoci matematické indukce (a pro zaporna k
pomoci tvrzeni o vlastnich hodnotach inverzni matice) , ze

Ak = pDkP~1 kde DX =diag(\f,...,\N).
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Urtete A, kde k € Z pro matici

2 31
A=11 -2 1
1 -3 2
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0e00

Urtete A, kde k € Z pro matici

2 31
A=11 -2 1
1 -3 2

Ukdzali jsme, Ze A md vlastni hodnoty A\; =0, Ao =1 a jim
pFislusné

Eigen(0) = ((1,1,1)7), Eigen(1) = ((-1,0,1)7,(3,1,0) 7).
Vlastni vektor (1,1,1)7 (&i jeho libovolny nenulovy ndsobek) je
linedrn& nezavisly s kazdym z vektorti (—1,0,1)7,(3,1,0)7 (&i
jejich libovolnou nenulovou linedrni kombinaci). Samoziejmé& plati,
Ze posledni 2 vektory jsou linedrné nezdvislé, je tedy linedrné
nezavisla celd trojice téchto vektord.
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coeo

Redeni (pokr.)
Odtud A = PDP~1, kde

1 -1 3
P=(1 0 1|, P'=|1 -3 2],
1 1 0

00O
D={0 1 0
0 01

Matice A ma vlastni hodnotu 0, neni proto reguldrni a AX nenf pro
k < 0 definovéno.




Vlastnosti vlastnich hodnot a vektorti
coeo

Redeni (pokr.)
Odtud A = PDP~1, kde

1 -1 3
pP=|1 0 1|, P*=[1 -3 2],
1 1 0

00O
D={0 1 0
0 01

Matice A ma vlastni hodnotu 0, neni proto reguldrni a AX nenf pro
k < 0 definovéno.
Pro k > 0 pak jde o tzv. idempotentni matici (spliiujici A> = A),
nebot
o0k 0 0
AK=pDkPL=pP. [0 1k 0|-Pl=A4
0 0 1k




Vlastnosti vlastnich hodnot a vektorti
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Caley-Hamiltonova véta

Posledni dilezity vztah, ktery lze bezprostfedn& vyvodit z mocniny
diagonalizovatelné matice, je tzv. Cayley-Hamiltonova véta, ktera
¥ikd, Ze kazda (tzn. nejen diagonalizovatelnd) matice A je koFenem
svého charakterictického polynomu.
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Caley-Hamiltonova véta

Posledni dilezity vztah, ktery lze bezprostfedn& vyvodit z mocniny
diagonalizovatelné matice, je tzv. Cayley-Hamiltonova véta, ktera
¥ikd, Ze kazda (tzn. nejen diagonalizovatelnd) matice A je koFenem
svého charakterictického polynomu.

Je-li A &tvercova matice Fadu n a

PN =(-1)" X"+ c 1 A" T+ +arta

Jeji charakteristicky polynom, potom plati identita

p(A)=(-1)"A"+c, 1 A"+ .+ A+ qE,=0.
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Caley-Hamiltonova véta

Posledni dilezity vztah, ktery lze bezprostfedn& vyvodit z mocniny
diagonalizovatelné matice, je tzv. Cayley-Hamiltonova véta, ktera
¥ikd, Ze kazda (tzn. nejen diagonalizovatelnd) matice A je koFenem
svého charakterictického polynomu.

Véta
Je-li A &tvercova matice Fadu n a

PN =(-1)" X"+ c 1 A" T+ +arta
Jeji charakteristicky polynom, potom plati identita

p(A)=(-1)"A"+c, 1 A"+ .+ A+ qE,=0.

Diikaz.

Pro diagonalizovatelné matice je diikaz je pfimym dUsledkem
pfedchoziho. Tvrzeni plati i pro obecné matice, kde je vSak tfeba
vviizit ieiich lordanova tvarii &emuz se 7zde nevéniiieme ]
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