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Linearni procesy

Jednoduché linearni procesy jsou dany linedrnimi zobrazenimi

o : V. — W na vektorovych prostorech. Pokud ndm totiz vektor
v € V predstavuje stav n&jakého ndmi sledovaného jevu (t¥eba
potty ob&anl tf¥idénych dle nejvyssi dosazené kvalifikace, stav
zasob jednotlivych dilt a vyrobki atd.), pak ¢(v) miZe
predstavovat vysledek provedené operace (vysledek vzdélavaci
&innosti $kolské soustavy nebo vyroba a prodej za uréité asové
obdobi apod.). Pokud chceme dosédhnout ptedem daného vysledku

b € W takového jednorazového procesu, feSime problém

p(x) = b
pro nezndmy vektor x. V pevné zvolenych soufadnicich pak mame

matici A zobrazeni ¢ a soufadné vyjad¥eni vektoru b. Jak jsme si
ukazali uz d¥ive, ¥eSeni pf¥islusné homogenni tlohy

A-x=0

je vektorovym podprostorem.
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Iterované procesy

P¥edstavme si, Ze zkoumame né&jaky systém jednotlivcd (p&stovana
zvitata, hmyz, bun&né kultury apod) rozdéleny do m skupin
(tfeba podle sté¥i, fazi vyvoje hmyzu apod.). Stav x, je tedy dédn
vektorem (a1, ..., am) zavisejicim na okamziku t,, ve kterém
systém pozorujeme. Linearni model vyvoje takového systému je
dan matici A dimenze n, kterd zaddvad zménu vektoru x, na

Xnt1 = A Xp

v ~ 7/

pFi prirGstku Casu z tx na tiy1.
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Iterované procesy

P¥edstavme si, Ze zkoumame né&jaky systém jednotlivcd (p&stovana
zvitata, hmyz, bun&né kultury apod) rozdéleny do m skupin
(tfeba podle sté¥i, fazi vyvoje hmyzu apod.). Stav x, je tedy dédn
vektorem (a1, ..., am) zavisejicim na okamziku t,, ve kterém
systém pozorujeme. Linearni model vyvoje takového systému je
dan matici A dimenze n, kterd zaddvad zménu vektoru x, na

Xnt1 = A Xp

pFi prirGstku Casu z tx na tiy1.

V praktickych modelech se &asto setkdvame se situaci, kdy je vyvoj
systému v jednom &asovém obdobi dén linedrnim procesem,
zajimame se ale o chovani systému po mnoha iteracich. Casto
pritom samotny linedrni proces zlstavd porad stejny, z pohledu
naseho matematického modelu tedy nejde o nic jiného neZ
opakované ndsobeni stavového vektoru stdle stejnou matici.
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Lesliecho model rastu

Dobrym p¥ikladem linedrnich procesii je tzv. Leslieho model
ristu. V takovych modelech vystupuje matice popisujici vyvoj
populace rozdélené na nékolik v&kovych skupin

h h B f4 f
7m0 0 0 0
A=|l0 » 0 0 o],
0 0 5 0 0
0 0 0 = O

kde f; oznaluje relativni plodnost p¥isluiné vékové skupiny (ve
sledovaném &asovém skoku vznikne z N jedincl v i—té skupiné f;N
jedincl novych, tj. ve skupin& prvni), zatimco (1 — 7;) je relativni
umrtnost i-té skupiny b&hem jednoho obdobi.
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Leslieho model ristu (2)

Vsechny koeficienty jsou tedy kladna redlna &isla a 7 jsou mezi
nulou a jednitkou. P¥imym vypottem (t¥eba vyuZitim Laplaceova
rozvoje) nyni spotteme charakteristicky polynom

p(\) = det(A — XE) = —X\° + ad* + bA3 + c\?d) + e

s vesmés nezapornymi koeficienty a, b, ¢, d, e, napf. e = T 7oT374f5.
Je tedy
p(A) = —2°(1 = q(N))

kde g(\) = (5 + /\—1’2 + -+ + 55) je ost¥e klesajici a nezaporna
funkce pro A > 0. Evidentné bude proto existovat pravé jedno
kladné A, pro které bude g(\) =1 a tedy p(A) = 0. Jinymi slovy,
pro kazdou Leslieho matici existuje pravé jedno kladné vlastni &islo.



Pro konkrétni praktické koeficienty (nap¥. kdyZ viechny f; jsou
také mezi nulou a jednitkou) typicky dochazi k situaci, kdy
absolutni hodnoty ostatnich vlastnich &isel jsou ostfe mensi neZ
jedna, zatimco dominantni vlastni &islo byva vétsi nez jedna.

V takovém p¥ipadé pfi iteraci krokl (kdy vlastn& umociiujeme
matici A) na¥eho procesu dojde pfi libovolné po&ate¢ni hodnot& xp
k postupnému pfiblizeni rozloZeni populace do vékovych skupin

k pomérlim komponent vlastniho vektoru p¥islusného

k dominantnimu vlastnimu &islu.



Pro konkrétni praktické koeficienty (nap¥. kdyZ viechny f; jsou
také mezi nulou a jednitkou) typicky dochazi k situaci, kdy
absolutni hodnoty ostatnich vlastnich &isel jsou ostfe mensi neZ
jedna, zatimco dominantni vlastni &islo byva vétsi nez jedna.

V takovém p¥ipadé pfi iteraci krokl (kdy vlastn& umociiujeme
matici A) na¥eho procesu dojde pfi libovolné po&ate¢ni hodnot& xp
k postupnému pfiblizeni rozloZeni populace do vékovych skupin
k pomérlim komponent vlastniho vektoru p¥islusného

k dominantnimu vlastnimu &islu.

Je-li totiz obecny vektor x = a1 - x1 + ...+ am...Xxm linedrni
kombinaci vlastnich vektorl xi, ..., xmn, pfislusnych vliastnim
hodnotdm Aq,..., A,, pak po k iteracich dostaneme

Ak x = 31)\th1 + ... am)\’,;xm,

takZze za predpokladu, Ze |Aj| < 1 pro vdechna i > 2, budou
vdechny komponenty ve vlastnich podprostorech velmi rychle
mizet, kromé kompomenty 31/\le1- RozloZeni populace do
vékovych skupin se tak budou rychle bliZit pomériim sloZek
vlastniho vektoru p¥islusného k dominantnimu vlastnimu &isla \1.
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Leslieho model ristu (3)

Priklad

Napftiklad pro matici

0 02 08 06 0
095 0 0 0 O
A= 0 08 0 0 O
0 0 07 0 O
0 0 0 06 0

vyjdou vlastni hodnoty p¥iblizné
1.03, 0, —0.5, —0,27 + 0.74i, —0.27 — 0.74i

s velikostmi 1.03,0,0.5,0.78,0.78.
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Leslieho model ristu (3)

Priklad

Napftiklad pro matici

0 02 08 06 0
095 0 0 0 O
A= 0 08 0 0 O
0 0 07 0 O
0 0 0 06 0

vyjdou vlastni hodnoty p¥iblizné
1.03, 0, —0.5, —0,27 + 0.74i, —0.27 — 0.74i

s velikostmi 1.03,0,0.5,0.78,0.78.
Vlastnim vektorem pfislusnym dominantnimu vlastnimu &islu 1.03
je priblizné

x = (30 27 21 14 8).
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Leslieho model ristu (4)

P¥iklad

UvaZujme Lesliecho model rlistu pro populaci krys, které mame
rozdéleny do t¥i v&kovych skupin: do jednoho roku, od jednoho do
dvou let a od dvou let do tfi. Pfedpokladame, Ze se Zadna krysa
nedoZiva vice nez t¥i let. Prim&rna porodnost v jednotlivych
vékovych skupinach pfipadajicich na jednu krysu je ndsledujici:

v 1.skupiné je to nula a ve druhé i tfeti 2 krysy. Krysy, které se
doZiji jednoho roku, umiraji aZz po druhém roce Zivota (imrtnost ve
druhé skuping je nulovd). Urcete dmrtnost v prvni skuping, vite-li,
Ze dand populace krys stagnuje (po&et jedincl v ni se neméni).
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vékovych skupinach pfipadajicich na jednu krysu je ndsledujici:

v 1.skupiné je to nula a ve druhé i tfeti 2 krysy. Krysy, které se
doZiji jednoho roku, umiraji aZz po druhém roce Zivota (imrtnost ve
druhé skuping je nulovd). Urcete dmrtnost v prvni skuping, vite-li,
Ze dand populace krys stagnuje (po&et jedincl v ni se neméni).

Matice

o O
= O N
S ON
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Markovovy procesy a fetézce

Velice ¢asty a zajimavy pfipad linearnich procesii je popis systému,
ktery se miZe nachdzet v m rliznych stavech s rliznou
pravdépodobnosti. V jistém okamZziku je ve stavu

s pravdépodobnosti a; pro stav i a k pfechodu z moZného stavu i
do stavu j dojde s pravdépodobnosti t;;.

MiiZeme tedy proces zapsat takto: V Case n je systém popsan
pravd&podobnostnim vektorem x, = (a1,...,am). To znamen3, Ze
vsechny komponenty vektoru x jsou redlnd nezdporna Z&isla a jejich
soulet je roven jedné. Komponenty udavaji rozdélen{
pravdépodobnosti jednotlivych moznosti stavii systému. Rozdé&leni
pravdépodobnosti pro ¢as n+ 1 bude ddno vyndsobenim
pravdépodobnostni matici pfechodu T = (t;), tj.

Xpt1 = T - Xpn.
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ProtoZe predpokladdme, Ze vektor x zachycuje viechny mozné
stavy, budou vSechny sloupce matice T tvoreny také
pravdépodobnostnimi vektory. Takovému procesu fikdme
Markoviiv proces. VSimnéme si, 7e kaZzdy pravdépodobnostn{
vektor x je opét zobrazen na vektor se sou¢tem soufadnic jedna:

Dot = (D i)=Y x5=1
iJj i J

J
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ProtoZe predpokladdme, Ze vektor x zachycuje viechny mozné
stavy, budou vSechny sloupce matice T tvoreny také
pravdépodobnostnimi vektory. Takovému procesu fikdme
Markoviiv proces. VSimnéme si, 7e kaZzdy pravdépodobnostn{
vektor x je opét zobrazen na vektor se sou¢tem soufadnic jedna:

Yotpx=> O thg=) x=1
ij i J

ProtoZe je soulet ¥adki matice T vzdy roven vektoru (1,...,1), je

zfejmé matice T — E singuldrni a jedni¢ka proto bude zarucené

vlastnim &islem matice T. Abychom mohli podrobnégji pochopit

chovani Markovovych procesli, uvedeme si docela snadno

pochopitelné obecné tvrzeni o maticich, tzv. Perronovu—Frobeniovu

vétu.
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Véta (Perron-Frobenius)

Necht A je redlna &tvercovd matice dimenze m s kladnymi prvky.
Pak plati
©Q existuje redlné vlastni islo )\, matice A takové, Ze pro
vSechna ostatni viastni &isla X plati |\| < A, (dominantni
vl.g.),

@ Vvlastni &islo A\, ma algebraickou nasobnost jedna,

© vlastni podprostor odpovidajici A, obsahuje vektor se vsemi
soufadnicemi kladnymi

Q plati odhad min; Y a;j < Ay < max; Y _; ajj.
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Dasledkem této véty pro Markovovy procesy s matici, kterd nema
74dné nulové prvky (nebo jejiz nékterd mocnina ma tuto
vlastnost), je

@ vlastni &islo 1 je dominantni

@ existence vlastniho vektoru x,, pro vlastni &islo 1, ktery je
pravdépodobnostni

e priblizovani hodnoty iteraci T*xp k vektoru X, pro jakykoliv
pravdépodobnostni vektor xg.
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P¥iklady Markovovych procesii

@ viz lecturel3/iterovane_procesy.pdf (applet
http://cauchy.math.colostate.edu/Applets/
PredatorPrey/predatorprey.htm)
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http://cauchy.math.colostate.edu/Applets/PredatorPrey/predatorprey.htm
lecture13/google-PageRank.pdf
lecture13/SlideGooglePageRank.pdf
prednasky_MB101_podzim2008.pdf
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P¥iklady Markovovych procesii
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@ Misny hazardér (viz prednasky_MB101_podzim2008.pdf)

Hazardni hrac¢ sazi na to, kterd strana mince padne. Na zacatku
hry ma tfi kremrole. Na kaZdy hod vsadi jednu kremroli a kdyz
jeho tip vyjde, tak k ni ziskd jednu navic. Pokud ne, tak kremroli
prohrava. Hra kondi, pokud vsechny kremrole prohraje, nebo jich
ziskd pét. Jaka je pravd&podobnost, Ze hra skon&i do ¢tvrté sazky?
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P¥ed j-tym kolem (sdzkou) miZeme popsat stav, ve kterém se hra¢
nachazi, ndhodnym vektorem

)<j = (Po(/), pl(j)a p2(./)a p3(.j)a P4(j); p5(j))T7 kde p; je
pravdépodobnost, Ze hra¢ ma pravé i kremroli. Pokud ma hrac
pred j-tou sdzkou i kremroli (i = 1,2,3,4), tak po sdzce ma s
poloviéni pravdépodobnosti i — 1 kremroli a s poloviéni
pravdépodobnosti i + 1 kremroli. Pokud dosdhne péti kremroli
nebo pokud vSechny prohraje, jiz se polet kremroli neméni.
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P¥ed j-tym kolem (sdzkou) miZeme popsat stav, ve kterém se hra¢
nachazi, ndhodnym vektorem

)<j = (Po(/), pl(j)a p2(./)a p3(.j)a P4(j); p5(j))T7 kde p; je
pravdépodobnost, Ze hra¢ ma pravé i kremroli. Pokud ma hrac
pred j-tou sdzkou i kremroli (i = 1,2,3,4), tak po sdzce ma s
poloviéni pravdépodobnosti i — 1 kremroli a s poloviéni
pravdépodobnosti i + 1 kremroli. Pokud dosdhne péti kremroli
nebo pokud vSechny prohraje, jiz se polet kremroli neméni.

Vektor Xj 1 proto ziskdme z vektoru X; vyndsobenim matici

O O O O o
O O ONIE ONIR
O ONFE ONIR O
ONIk ONIRF O O
N ONRr O O O
= O O O O o
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Na zagatku mame Xp = (0,0,0,1,0,0)7, tedy vektor

Xy = A*Xg = (%, %, 0, %, 0, %), popisuje situaci po &tyfech
sazkach. Pravdépodobnost, Ze hra skon&i do &tvrté sazky (veetng)
— tj. pravdépodobnost, Ze bude hra¢ mit nula nebo pé&t kremroli —

je rovna souctu prvni a posledni hodnoty ve vektoru X, tj.

1,3 _1
stg=2
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st v v

Vsimnéme si jesté, Ze matice A popisujici vyvoj
pravdépodobnostniho vektoru X je pravdépodobnostni, tedy ma
soulet prvki v kazdém sloupci 1. Nema ale vlastnost vyZadovanou
v Perronové-Frobeniové v&té a snadnym vypoltem zjistite (nebo
pfimo uvidite bez potitani), Ze existuji dva linedrn& nezavislé
vlastni vektory pfislusné k vlastnimu &islu A = 1 — p¥ipad, kdy hradi
nezlistane #4dna kremrole, tj. x = (1,0,0,0,0,0)", nebo p¥ipad
kdy ziska 5 kremroli a hra tim padem kon&i a v8echny mu uz
zlistavaji, tj. x = (0,0,0,0,0,1)7. V&echna ostatni vlastni &isla
(p¥iblizn& 0.8, 0.3, —0.8, —0.3) jsou v absolutni hodnot& mensi nez
jedna. Proto komponenty v pFislusnych vlastnich podprostorech pfi
iteraci procesu s libovolnou potate¢ni hodnotou vymizi a proces se
blizi k limitni hodnoté pravdépodobnostiho vektoru tvaru

Xs0 := (a,0,0,0,0,1 — a)", kde hodnota a zdvisi na pottu
kremroli, se kterymi hra¢ zacina. V naSem p¥ipadé je to a = 0.4.
(Kdyby zatal se 4 kremrolemi, bylo by to a = 0.2 atd.)
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© Linedrni diferenéni rovnice
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Linearni diferenéni rovnice

Obecnou diferenéni rovnici prvniho fadu rozumime vyraz
f(n+1) = F(n,f(n)),

kde F je znama skalarni funkce zavisla na dvojicich p¥irozenych
Cisel. Zname-li po&dtecni hodnotu f(0), miZeme spocitat

f(1) = F(0, f(0)), poté f(2) = F(1,f(1)) atd. Timto postupnym
zplsobem miZeme tedy nakonec spo&itat hodnotu f(n) pro
libovolné n € N. VSimnéme si, Ze tato tdvaha je podobna konstrukci
pFirozenych &isel z prdzdné mnoziny nebo principu matematické
indukce.
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Linearni diferenéni rovnice

Obecnou diferenéni rovnici prvniho fadu rozumime vyraz
f(n+1) = F(n,f(n)),

kde F je znama skalarni funkce zavisla na dvojicich p¥irozenych
Cisel. Zname-li po&dtecni hodnotu f(0), miZeme spocitat
f(1) = F(0, f(0)), poté f(2) = F(1,f(1)) atd. Timto postupnym
zplsobem miZeme tedy nakonec spo&itat hodnotu f(n) pro
libovolné n € N. VSimnéme si, Ze tato tdvaha je podobna konstrukci
pFirozenych &isel z prdzdné mnoziny nebo principu matematické
indukce. Jako p¥iklad miZe slouzit defini¢ni formule pro faktorial,
tj.

(n+1)!'=(n+1)-n!

Vidime, Ze skute&n& vztah pro f(n+ 1) zavisi na n i na hodnot&

f(n).
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Linearni diferenéni rovnice

Dal$im obzvldst jednoduchym pt¥ikladem je f(n) = C pro n&jaky
pevny skalar C a v8echna n a tzv. linearni diferenéni rovnice

f(n+1)=a-f(n)+b,

kde a £ 0, a b jsou znamé skalary.
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Linearni diferenéni rovnice

Dal$im obzvldst jednoduchym pt¥ikladem je f(n) = C pro n&jaky
pevny skalar C a v8echna n a tzv. linearni diferenéni rovnice

f(n+1)=a-f(n)+b,

kde a £ 0, a b jsou znamé skalary.

Takovou diferenéni rovnici umime snadno ¥esit, je-li b = 0. Pak se
totiZz jedna o dobfe zndmou rekurentni definici geometrické
posloupnosti a plati (1) = af(0), f(2) = af(1) = a°f(0) atd.
Mame tedy pro v8echna n

f(n) = a"f(0).

To je nap¥. vztah pro tzv. Malthusidnsky model populaéniho ristu,
ktery vychazi z predstavy, Ze za zvoleny &asovy interval vzroste
populace s konstantni imérou a vidi pfedchozimu stavu.
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DokaZeme si obecny vysledek pro rovnice prvniho ¥adu, které se
podobaji linedrnim, ale p¥ipousti proménné koeficienty a a b,

f(n+1)=a,-f(n)+ by



Linearni diferenéni rovnice
DokaZeme si obecny vysledek pro rovnice prvniho ¥adu, které se

podobaji linedrnim, ale p¥ipousti proménné koeficienty a a b,
f(n+1)=a,-f(n)+ by
Tvrzenfi

Obecné Feseni diferenéni rovnice prvniho Fadu s po&atecni
podminkou f(0) = yy je ddno vztahem

n—2 n—1

n—1
f(n): Ha,- y0+z H a; bj+bn_1.
i=0 J

i=0 \i=j+1




00e00000000
DokaZeme si obecny vysledek pro rovnice prvniho ¥adu, které se
podobaji linedrnim, ale p¥ipousti proménné koeficienty a a b,

f(n+1)=a,-f(n)+ by

Tvrzeni

Obecné Feseni diferenéni rovnice prvniho Fadu s po&atecni
podminkou f(0) = yy je ddno vztahem

n—1 n—2 n—1
f(n) = <H ai> YO+Z H aj | bj + bp—1.
i=0 Jj=0 \i=j+1

Dusledek

Obecné Feseni linedrni diferen&ni rovnice prvniho Fadu s
konstantnimi koeficienty a #= 1, b a pocate¢ni podminkou

f(0) = yp je

1-—3a"

1_ab.

f(n) =a"yo +
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Linearni diferen¢ni rovnice vyssiho ¥adu

Nyni si ukdZeme obecnou teorii pro linedrni rovnice s konstantnimi
koeficienty, kterd poskytuje nejen velmi praktické nastroje, ale je
také péknou ilustraci pro koncepty vektorovych podprostori a
linedrnich zobrazeni.

Homogenni linearni diferenéni rovnice ¥adu k je ddna vyrazem

aoXn + a1Xn—1+ -+ akxp—k =0, a#0 ar#0,

kde koeficienty a; jsou skaldry, které mohou p¥ipadné i zaviset na n.
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Rikdme také, Ze takova rovnost zaddvda homogenni linearni
rekurenci ¥adu k a &asto zapisujeme hledanou posloupnost jako
funkci

a a
xn=f(n)=—ZF(n=1)—...— Kf(n—k).
ao ao
ReZenim této rovnice nazyvame posloupnost skalari x;, pro
v8echna i € N, p¥ipadné i € Z, které vyhovuji rovnici s libovolnym
pevnym n.
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Rikdme také, Ze takova rovnost zaddvda homogenni linearni
rekurenci ¥adu k a &asto zapisujeme hledanou posloupnost jako
funkci

xn:f(n):—z—(l) @-1)-...-% (n— k).

ReZenim této rovnice nazyvame posloupnost skalari x;, pro
v8echna i € N, p¥ipadné i € Z, které vyhovuji rovnici s libovolnym
pevnym n.

Prostor v8ech nekonelnych posloupnosti x; je vektorovy prostor,
kde s¢itani i nasobeni skaldry je dano po slozkach. P¥imo z definice
je zjevné, Ze soulet dvou FeSeni homogenni linedrni rovnice nebo
skaldrni ndsobek YeSeni je opét Yeeni. Stejné jako u homogennich
systémi linedrnich tedy vidime, Ze mnozina vSech FeSeni je
vektorovy podprostor.
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Pocate¢ni podminka na hodnoty feSeni je ddna jako k—rozmérny
vektor v KK, Souttu potatetnich podminek odpovida soutet
prislusnych ¥eSeni a obdobné se skaldrnimi ndsobky. Déle si
vdimné&me, Ze dosazenim nul a jedni¢ek do zadavanych
poclaste¢nich k hodnot snadno ziskdme k linedrné nezavislych
feSeni nasi rovnice. Jakkoliv jsou tedy zkoumané vektory nekonecné
posloupnosti skalarli, samotny prostor viech FeSeni je
kone&nérozmérny, predem vime, Ze jeho dimenze bude rovna ¥adu
rovnice k, a umime snadno ur&it bazi viech t&chto ¥edeni. Opét
hovofime o fundamentalnim systému ¥eSeni a viechna ostatni
YeSeni jsou pravé jejich linedrni kombinace.
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ReSeni homogennich rekurenci s konstantnimi koeficienty

V praktickych modelech velice €asto vystupuji rovnice, kde jsou
koeficienty konstantni. V tomto p¥ipadé se da¥i uhodnout vhodnou
formu ¥eSeni a skute¢né se ndm podati najit k linedrné& nezavislych
moZnosti. Tim budeme mit problém vyteSeny, protoze vSechny
ostatni budou jejich linedrni kombinaci.
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ReSeni homogennich rekurenci s konstantnimi koeficienty

V praktickych modelech velice €asto vystupuji rovnice, kde jsou
koeficienty konstantni. V tomto p¥ipadé se da¥i uhodnout vhodnou
formu ¥eSeni a skute¢né se ndm podati najit k linedrné& nezavislych
moZnosti. Tim budeme mit problém vyfeSeny, protoze vSechny
ostatni budou jejich linedrni kombinaci.

Pro jednoduchost zatneme rovnicemi druhého ¥adu. Takové
potkdvame obzvla$t asto v praktickych problémech, kde se
vyskytuji vztahy zdvisejici na dvou pfedchozich hodnotéach.
Linedrni diferen&ni rovnici druhého ¥adu s konstantnimi koeficienty
(resp. linedrni rekurenci druhého ¥adu s konstantnimi koeficienty)
tedy rozumime ptedpis

f(n+2)=a-f(n+1)+b-f(n)+c,

kde a, b, ¢ jsou zndmé skalarni koeficienty.
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Nap¥. v populaénich modelech miZeme zohlednit, Ze jedinci v
populaci dospivaji a pofadné se rozmnoZuji az o dvé obdobi pozdéji
(tj. pFispivaji k hodnoté& f(n + 2) ndsobkem b - f(n) s kladnym

b > 1), zatimco nedospéli jedinci vysili a zni¢i &ast dospélé
populace (tj. koeficient a pak bude zdporny). Navic si je tfeba
nékdo péstuje a priibéZné si ujida konstantni pocet ¢ < 0 v kazdém
jednotlivém obdobi.

Specidlnim takovym p¥ikladem s ¢ = 0 je nap¥. Fibonacciho

posloupnost &isel yo, y1, ..., kde Ynio = Ynt1 + Vn-



Linearni diferen&ni rovnice
Zkusme nyni stejné jako v p¥ipadé rovnic 1. ¥adu dosadit volbu

Xn = A" pro né&jaky (zatim nezndmy) skaldr A do obecné
homogenni rovnice z definice. Dostavame pro kaZzdé n podminku

)\n_k(ao)\k + 31)\k_1 o+ ak)=0

co? znamend, 7e bud X\ = 0 nebo je A\ kofenem tzv.
charakteristického polynomu v zivorce. Charakteristicky
polynom ale uz neni zavisly na n.



Linearni diferenéni rovnice
Zkusme nyni stejné jako v p¥ipadé rovnic 1. Fadu dosadit volbu

Xn = A" pro né&jaky (zatim nezndmy) skaldr A do obecné
homogenni rovnice z definice. Dostavame pro kaZzdé n podminku

)\n_k(ao)\k + 31)\k_1 o+ ak)=0

co? znamend, 7e bud X\ = 0 nebo je A\ kofenem tzv.
charakteristického polynomu v zivorce. Charakteristicky
polynom ale uz neni zavisly na n.

Pfedpokladejme, Ze ma charakteristicky polynom k rliznych ko¥eni
AL, ..., Ak. Kazdy z koFenli ndm dava jedno mozné Fedeni

Xp = (Ai)".

Abychom byli uspokojeni, potfebujeme k linearné& nezavislych
feSeni, coZ vede na vypocet Vandermondova determinantu. Nalezli
jsme tedy fundamentdlni systém ¥eSeni homogenni diferenéni
rovnice v pfipadé&, Ze v8echny koteny jejiho charakteristického
polynomu jsou po dvou riizné.



Linearni diferenéni rovnice
Zkusme nyni stejné jako v p¥ipadé rovnic 1. Fadu dosadit volbu

Xn = A" pro né&jaky (zatim nezndmy) skaldr A do obecné
homogenni rovnice z definice. Dostavame pro kaZzdé n podminku

)\n_k(ao)\k + 31)\k_1 o+ ak)=0

co? znamend, 7e bud X\ = 0 nebo je A\ kofenem tzv.
charakteristického polynomu v zivorce. Charakteristicky
polynom ale uz neni zavisly na n.

Pfedpokladejme, Ze ma charakteristicky polynom k rliznych ko¥eni
AL, ..., Ak. Kazdy z koFenli ndm dava jedno mozné Fedeni

Xp = (Ai)".

Abychom byli uspokojeni, potfebujeme k linearné& nezavislych
feSeni, coZ vede na vypocet Vandermondova determinantu. Nalezli
jsme tedy fundamentdlni systém ¥eSeni homogenni diferenéni
rovnice v pfipadé&, Ze v8echny koteny jejiho charakteristického
polynomu jsou po dvou riizné. V pfipadé nasobnych ko¥enil dale
vstupuji do hry ¥edeni tvaru n\".
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Véta

KaZda homogenni linedrni diferenéni rovnice Fadu k nad libovolnym
&iselnym oborem K obsaZenym v komplexnich ¢&islech K ma za
mnoZinu vSech feSeni k—rozmérny vektorovy prostor generovany
posloupnostmi x, = n‘\", kde \ jsou (komplexni) koFeny
charakteristického polynomu a mocniny ¢ probihaji vsechna
pFirozena &isla od nuly aZ do ndsobnosti ptislusného kofenu M.
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Véta

KaZda homogenni linedrni diferenéni rovnice Fadu k nad libovolnym
&iselnym oborem K obsaZenym v komplexnich ¢&islech K ma za
mnoZinu vSech feSeni k—rozmérny vektorovy prostor generovany
posloupnostmi x, = n‘\", kde \ jsou (komplexni) koFeny
charakteristického polynomu a mocniny { probihaji vSechna
pFirozena &isla od nuly aZ do ndsobnosti ptislusného kofenu M.

Stejn& jako u systémi linedrnich rovnic miZeme dostat v&echna
feSeni nehomogennich linearnich diferen¢nich rovnic

ao(n)xn + a1(n)xn—1 + - - - + ak(n)xp—i = b(n),

kde koeficienty a; a b jsou skaldry, které mohou zaviset na n, a
a0(n) #. a(n) #0.

Postupujeme tak, Ze najdeme jedno feSeni a pfi¢teme cely
vektorovy prostor dimenze k YeSeni odpovidajicich systémii
homogennich. Skute¢né takto dostdvdme ¥eSeni a protoze je rozdil
dvou ¥eSeni nehomogenni rovnice zjevné FfeSenim homogenni,
dostavame takto Fedeni vSechna.
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Reste rekurenci:

1

Yn+2 = Ynt1 + EYn

s po¢dte¢nimi podminkami yo = 2,y; = 0.
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Priklad

Reste rekurenci:

1
Yn+2 = Ynt1 + EYn

s po¢dte¢nimi podminkami yo = 2,y; = 0.

Regen(
Obecné teSeni je tvaru y, = GGA] + G\, kde A1, A2 jsou koteny

o . 7 2 1
charakteristického polynomu x* — x — 3.
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P¥iklad

Reste rekurenci:

<
<
N

1

2"

s po¢dte¢nimi podminkami yo = 2,y; = 0.

Ynt2 = Ynt+1 +

Resen

Obecné teSeni je tvaru y, = GGA] + G\, kde A1, A2 jsou koteny
charakteristického polynomu x?—x— 1

Mame tedy A\1p = 3(1+V/3) az pocatecnlch podminek
Yo=Ci+ G =2 resp. y1 = G (1 +V3) + 3 G(1 — V3)

|
K
N
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P¥iklad

Reste rekurenci:

<
<
N

1

Yn+2 = Ynt1 + EYn

s po¢dte¢nimi podminkami yo = 2,y; = 0.

ReSeni

|
K
N

Obecné teSeni je tvaru y, = GGA] + G\, kde A1, A2 jsou koteny
charakteristického polynomu x?—x— 1

Mame tedy A\1p = 3(1+V/3) az pocatecnlch podminek
Yo=Ci+ G =2 resp. y1 = G (1 +V3) + 3 G(1 — V3)
Dostdvame jediné Feseni

f(n) = (1—ff)—(1+\f) +(1+ f)—(l—f)”
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