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Lineárńı procesy

Jednoduché lineárńı procesy jsou dány lineárńımi zobrazeńımi
ϕ : V →W na vektorových prostorech. Pokud nám totiž vektor
v ∈ V p̌redstavuje stav nějakého námi sledovaného jevu (ťreba
počty občanů ťŕıděných dle nejvyš̌śı dosažené kvalifikace, stav
zásob jednotlivých d́ıl̊u a výrobk̊u atd.), pak ϕ(v) může
p̌redstavovat výsledek provedené operace (výsledek vzdělávaćı
činnosti školské soustavy nebo výroba a prodej za určité časové
obdob́ı apod.). Pokud chceme dosáhnout p̌redem daného výsledku
b ∈W takového jednorázového procesu, řeš́ıme problém

ϕ(x) = b

pro neznámý vektor x . V pevně zvolených soǔradnićıch pak máme
matici A zobrazeńı ϕ a soǔradné vyjáďreńı vektoru b. Jak jsme si
ukázali už ďŕıve, řešeńı p̌ŕıslušné homogenńı úlohy

A · x = 0

je vektorovým podprostorem.
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Iterované procesy

Představme si, že zkoumáme nějaký systém jednotlivc̊u (pěstovaná
zv́ı̌rata, hmyz, buněčné kultury apod) rozdělený do m skupin
(ťreba podle stá̌ŕı, fáźı vývoje hmyzu apod.). Stav xn je tedy dán
vektorem (a1, . . . , am) závisej́ıćım na okamžiku tn, ve kterém
systém pozorujeme. Lineárńı model vývoje takového systému je
dán matićı A dimenze n, která zadává změnu vektoru xn na

xn+1 = A · xn

p̌ri p̌ŕır̊ustku času z tk na tk+1.

V praktických modelech se často setkáváme se situaćı, kdy je vývoj
systému v jednom časovém obdob́ı dán lineárńım procesem,
zaj́ımáme se ale o chováńı systému po mnoha iteraćıch. Často
p̌ritom samotný lineárńı proces z̊ustává pǒrád stejný, z pohledu
našeho matematického modelu tedy nejde o nic jiného než
opakované násobeńı stavového vektoru stále stejnou matićı.
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Leslieho model r̊ustu

Dobrým p̌ŕıkladem lineárńıch proces̊u je tzv. Leslieho model
r̊ustu. V takových modelech vystupuje matice popisuj́ıćı vývoj
populace rozdělené na několik věkových skupin

A =


f1 f2 f3 f4 f5

τ1 0 0 0 0
0 τ2 0 0 0
0 0 τ3 0 0
0 0 0 τ4 0

 ,

kde fi označuje relativńı plodnost p̌ŕıslušné věkové skupiny (ve
sledovaném časovém skoku vznikne z N jedinc̊u v i–té skupině fiN
jedinc̊u nových, tj. ve skupině prvńı), zat́ımco (1− τi ) je relativńı
úmrtnost i-té skupiny během jednoho obdob́ı.
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Leslieho model r̊ustu (2)

Všechny koeficienty jsou tedy kladná reálná č́ısla a τ jsou mezi
nulou a jedničkou. Př́ımým výpočtem (ťreba využit́ım Laplaceova
rozvoje) nyńı spočteme charakteristický polynom

p(λ) = det(A− λE ) = −λ5 + aλ4 + bλ3 + cλ2dλ+ e

s vesměs nezápornými koeficienty a, b, c , d , e, nap̌r. e = τ1τ2τ3τ4f5.
Je tedy

p(λ) = −λ5(1− q(λ))

kde q(λ) = ( a
λ + b

λ2 + · · ·+ e
λ5 ) je osťre klesaj́ıćı a nezáporná

funkce pro λ > 0. Evidentně bude proto existovat právě jedno
kladné λ, pro které bude q(λ) = 1 a tedy p(λ) = 0. Jinými slovy,
pro každou Leslieho matici existuje právě jedno kladné vlastńı č́ıslo.
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Pro konkrétńı praktické koeficienty (nap̌r. když všechny fi jsou
také mezi nulou a jedničkou) typicky docháźı k situaci, kdy
absolutńı hodnoty ostatńıch vlastńıch č́ısel jsou osťre menš́ı než
jedna, zat́ımco dominantńı vlastńı č́ıslo bývá věťśı než jedna.
V takovém p̌ŕıpadě p̌ri iteraci krok̊u (kdy vlastně umocňujeme
matici A) našeho procesu dojde p̌ri libovolné počátečńı hodnotě x0

k postupnému p̌ribĺıžeńı rozložeńı populace do věkových skupin
k poměr̊um komponent vlastńıho vektoru p̌ŕıslušného
k dominantńımu vlastńımu č́ıslu.

Je-li totiž obecný vektor x = a1 · x1 + . . .+ am . . . xm lineárńı
kombinaćı vlastńıch vektor̊u x1, . . . , xm, p̌ŕıslušných vlastńım
hodnotám λ1, . . . , λm, pak po k iteraćıch dostaneme

Ak · x = a1λ
k
1x1 + . . . amλ

k
mxm,

takže za p̌redpokladu, že |λi | < 1 pro všechna i ≥ 2, budou
všechny komponenty ve vlastńıch podprostorech velmi rychle
mizet, kromě kompomenty a1λ

k
1x1. Rozložeńı populace do

věkových skupin se tak budou rychle bĺıžit poměr̊um složek
vlastńıho vektoru p̌ŕıslušného k dominantńımu vlastńımu č́ıslu λ1.
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Leslieho model r̊ustu (3)

Př́ıklad

Nap̌ŕıklad pro matici

A =


0 0.2 0.8 0.6 0

0.95 0 0 0 0
0 0.8 0 0 0
0 0 0.7 0 0
0 0 0 0.6 0


vyjdou vlastńı hodnoty p̌ribližně

1.03, 0, −0.5, −0, 27 + 0.74i , −0.27− 0.74i

s velikostmi 1.03, 0, 0.5, 0.78, 0.78.

Vlastńım vektorem p̌ŕıslušným dominantńımu vlastńımu č́ıslu 1.03
je p̌ribližně

x = (30 27 21 14 8).

Zvolili jsme p̌ritom rovnou jediný vlastńı vektor se součtem složek
rovným stu, zadává nám proto p̌ŕımo výsledné procentńı rozložeńı
populace.
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Leslieho model r̊ustu (4)

Př́ıklad

Uvažujme Leslieho model r̊ustu pro populaci krys, které máme
rozděleny do ťŕı věkových skupin: do jednoho roku, od jednoho do
dvou let a od dvou let do ťŕı. Předpokládáme, že se žádná krysa
nedož́ıvá v́ıce než ťŕı let. Pr̊uměrná porodnost v jednotlivých
věkových skupinách p̌ripadaj́ıćıch na jednu krysu je následuj́ıćı:
v 1.skupině je to nula a ve druhé i ťret́ı 2 krysy. Krysy, které se
dožij́ı jednoho roku, uḿıraj́ı až po druhém roce života (úmrtnost ve
druhé skupině je nulová). Určete úmrtnost v prvńı skupině, v́ıte-li,
že daná populace krys stagnuje (počet jedinc̊u v ńı se neměńı).

Řešeńı

Matice 0 2 2
a 0 0
0 1 0


má ḿıt vlastńı hodnotu 1, odkud a = 1/4.
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Markovovy procesy a řetězce

Velice častý a zaj́ımavý p̌ŕıpad lineárńıch proces̊u je popis systému,
který se může nacházet v m r̊uzných stavech s r̊uznou
pravděpodobnost́ı. V jistém okamžiku je ve stavu
s pravděpodobnost́ı ai pro stav i a k p̌rechodu z možného stavu i
do stavu j dojde s pravděpodobnost́ı tij .
Můžeme tedy proces zapsat takto: V čase n je systém popsán
pravděpodobnostńım vektorem xn = (a1, . . . , am). To znamená, že
všechny komponenty vektoru x jsou reálná nezáporná č́ısla a jejich
součet je roven jedné. Komponenty udávaj́ı rozděleńı
pravděpodobnosti jednotlivých možnost́ı stav̊u systému. Rozděleńı
pravděpodobnost́ı pro čas n + 1 bude dáno vynásobeńım
pravděpodobnostńı matićı p̌rechodu T = (tij), tj.

xn+1 = T · xn.
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Protože p̌redpokládáme, že vektor x zachycuje všechny možné
stavy, budou všechny sloupce matice T tvǒreny také
pravděpodobnostńımi vektory. Takovému procesu ř́ıkáme
Markov̊uv proces. Všimněme si, že každý pravděpodobnostńı
vektor x je opět zobrazen na vektor se součtem soǔradnic jedna:∑

i ,j

tijxj =
∑
j

(
∑
i

tij)xj =
∑
j

xj = 1.

Protože je součet řádk̊u matice T vždy roven vektoru (1, . . . , 1), je
žrejmě matice T − E singulárńı a jednička proto bude zaručeně
vlastńım č́ıslem matice T . Abychom mohli podrobněji pochopit
chováńı Markovových proces̊u, uvedeme si docela snadno
pochopitelné obecné tvrzeńı o matićıch, tzv. Perronovu–Frobeniovu
větu.
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Věta (Perron-Frobenius)

Necht’ A je reálná čtvercová matice dimenze m s kladnými prvky.
Pak plat́ı

1 existuje reálné vlastńı č́ıslo λm matice A takové, že pro
všechna ostatńı vlastńı č́ısla λ plat́ı |λ| < λm ( dominantńı
vl.č.),

2 vlastńı č́ıslo λm má algebraickou násobnost jedna,

3 vlastńı podprostor odpov́ıdaj́ıćı λm obsahuje vektor se všemi
soǔradnicemi kladnými

4 plat́ı odhad minj
∑

i aij ≤ λm ≤ maxj
∑

i aij .
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Důsledkem této věty pro Markovovy procesy s matićı, která nemá
žádné nulové prvky (nebo jej́ıž některá mocnina má tuto
vlastnost), je

vlastńı č́ıslo 1 je dominantńı

existence vlastńıho vektoru x∞ pro vlastńı č́ıslo 1, který je
pravděpodobnostńı

p̌ribližováńı hodnoty iteraćı T kx0 k vektoru x∞ pro jakýkoliv
pravděpodobnostńı vektor x0.
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Př́ıklady Markovových proces̊u

viz lecture13/iterovane_procesy.pdf (applet
http://cauchy.math.colostate.edu/Applets/

PredatorPrey/predatorprey.htm)

viz lecture13/google-PageRank.pdf (resp.
lecture13/SlideGooglePageRank.pdf)

Mlsný hazardér (viz prednasky_MB101_podzim2008.pdf)

Př́ıklad

Hazardńı hráč sáźı na to, která strana mince padne. Na začátku
hry má ťri kremrole. Na každý hod vsad́ı jednu kremroli a když
jeho tip vyjde, tak k ńı źıská jednu nav́ıc. Pokud ne, tak kremroli
prohrává. Hra konč́ı, pokud všechny kremrole prohraje, nebo jich
źıská pět. Jaká je pravděpodobnost, že hra skonč́ı do čtvrté sázky?

lecture13/iterovane_procesy.pdf
http://cauchy.math.colostate.edu/Applets/PredatorPrey/predatorprey.htm
http://cauchy.math.colostate.edu/Applets/PredatorPrey/predatorprey.htm
lecture13/google-PageRank.pdf
lecture13/SlideGooglePageRank.pdf
prednasky_MB101_podzim2008.pdf
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Mlsný hazardér (viz prednasky_MB101_podzim2008.pdf)

Př́ıklad

Hazardńı hráč sáźı na to, která strana mince padne. Na začátku
hry má ťri kremrole. Na každý hod vsad́ı jednu kremroli a když
jeho tip vyjde, tak k ńı źıská jednu nav́ıc. Pokud ne, tak kremroli
prohrává. Hra konč́ı, pokud všechny kremrole prohraje, nebo jich
źıská pět. Jaká je pravděpodobnost, že hra skonč́ı do čtvrté sázky?
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Před j-tým kolem (sázkou) můžeme popsat stav, ve kterém se hráč
nacháźı, náhodným vektorem
Xj = (p0(j), p1(j), p2(j), p3(j), p4(j), p5(j))T , kde pi je
pravděpodobnost, že hráč má právě i kremroĺı. Pokud má hráč
p̌red j-tou sázkou i kremroĺı (i = 1, 2, 3, 4), tak po sázce má s
polovičńı pravděpodobnost́ı i − 1 kremroĺı a s polovičńı
pravděpodobnost́ı i + 1 kremroĺı. Pokud dosáhne pěti kremroĺı
nebo pokud všechny prohraje, již se počet kremroĺı neměńı.

Vektor Xj+1 proto źıskáme z vektoru Xj vynásobeńım matićı

A :=



1 1
2 0 0 0 0

0 0 1
2 0 0 0

0 1
2 0 1

2 0 0
0 0 1

2 0 1
2 0

0 0 0 1
2 0 0

0 0 0 0 1
2 1

 .
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Na začátku máme X0 = (0, 0, 0, 1, 0, 0)T , tedy vektor
X4 = A4X0 = ( 1

8 ,
3

16 , 0,
5

16 , 0,
3
8 ), popisuje situaci po čty̌rech

sázkách. Pravděpodobnost, že hra skonč́ı do čtvrté sázky (včetně)
– tj. pravděpodobnost, že bude hráč ḿıt nula nebo pět kremroĺı –
je rovna součtu prvńı a posledńı hodnoty ve vektoru X4, tj.
1
8 + 3

8 = 1
2 .
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Všimněme si ještě, že matice A popisuj́ıćı vývoj
pravděpodobnostńıho vektoru X je pravděpodobnostńı, tedy má
součet prvk̊u v každém sloupci 1. Nemá ale vlastnost vyžadovanou
v Perronově–Frobeniově větě a snadným výpočtem zjist́ıte (nebo
p̌ŕımo uvid́ıte bez poč́ıtáńı), že existuj́ı dva lineárně nezávislé
vlastńı vektory p̌ŕıslušné k vlastńımu č́ıslu λ = 1 – p̌ŕıpad, kdy hráči
nez̊ustane žádná kremrole, tj. x = (1, 0, 0, 0, 0, 0)T , nebo p̌ŕıpad
kdy źıská 5 kremroĺı a hra t́ım pádem konč́ı a všechny mu už
z̊ustávaj́ı, tj. x = (0, 0, 0, 0, 0, 1)T . Všechna ostatńı vlastńı č́ısla
(p̌ribližně 0.8, 0.3, −0.8, −0.3) jsou v absolutńı hodnotě menš́ı než
jedna. Proto komponenty v p̌ŕıslušných vlastńıch podprostorech p̌ri
iteraci procesu s libovolnou počátečńı hodnotou vymiźı a proces se
bĺıž́ı k limitńı hodnotě pravděpodobnost́ıho vektoru tvaru
x∞ := (a, 0, 0, 0, 0, 1− a)T , kde hodnota a záviśı na počtu
kremroĺı, se kterými hráč zač́ıná. V našem p̌ŕıpadě je to a = 0.4.
(Kdyby začal se 4 kremrolemi, bylo by to a = 0.2 atd.)
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Plán p̌rednášky

1 Lineárńı procesy
Iterované procesy
Markovovy procesy

2 Lineárńı diferenčńı rovnice
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Lineárńı diferenčńı rovnice

Definice

Obecnou diferenčńı rovnićı prvńıho řádu rozuḿıme výraz

f (n + 1) = F (n, f (n)),

kde F je známá skalárńı funkce závislá na dvojićıch p̌rirozených
č́ısel. Známe–li počátečńı hodnotu f (0), můžeme spoč́ıtat
f (1) = F (0, f (0)), poté f (2) = F (1, f (1)) atd. T́ımto postupným
způsobem můžeme tedy nakonec spoč́ıtat hodnotu f (n) pro
libovolné n ∈ N. Všimněme si, že tato úvaha je podobná konstrukci
p̌rirozených č́ısel z prázdné množiny nebo principu matematické
indukce.

Jako p̌ŕıklad může sloužit definičńı formule pro faktoriál,
tj.

(n + 1)! = (n + 1) · n!

Vid́ıme, že skutečně vztah pro f (n + 1) záviśı na n i na hodnotě
f (n).
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Lineárńı diferenčńı rovnice

Definice

Daľśım obzvlášt’ jednoduchým p̌ŕıkladem je f (n) = C pro nějaký
pevný skalár C a všechna n a tzv. lineárńı diferenčńı rovnice

f (n + 1) = a · f (n) + b,

kde a 6= 0, a b jsou známé skaláry.

Takovou diferenčńı rovnici uḿıme snadno řešit, je-li b = 0. Pak se
totiž jedná o dob̌re známou rekurentńı definici geometrické
posloupnosti a plat́ı f (1) = af (0), f (2) = af (1) = a2f (0) atd.
Máme tedy pro všechna n

f (n) = anf (0).

To je nap̌r. vztah pro tzv. Malthusiánský model populačńıho r̊ustu,
který vycháźı z p̌redstavy, že za zvolený časový interval vzroste
populace s konstantńı úměrou a v̊uči p̌redchoźımu stavu.
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f (n) = anf (0).

To je nap̌r. vztah pro tzv. Malthusiánský model populačńıho r̊ustu,
který vycháźı z p̌redstavy, že za zvolený časový interval vzroste
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Dokážeme si obecný výsledek pro rovnice prvńıho řádu, které se
podobaj́ı lineárńım, ale p̌ripoušt́ı proměnné koeficienty a a b,

f (n + 1) = an · f (n) + bn.

Tvrzeńı

Obecné řešeńı diferenčńı rovnice prvńıho řádu s počátečńı
podḿınkou f (0) = y0 je dáno vztahem

f (n) =

(
n−1∏
i=0

ai

)
y0 +

n−2∑
j=0

 n−1∏
i=j+1

ai

 bj + bn−1.

Důsledek

Obecné řešeńı lineárńı diferenčńı rovnice prvńıho řádu s
konstantńımi koeficienty a 6= 1, b a počátečńı podḿınkou
f (0) = y0 je

f (n) = any0 +
1− an

1− a
b.
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Lineárńı diferenčńı rovnice vyš̌śıho řádu

Nyńı si ukážeme obecnou teorii pro lineárńı rovnice s konstantńımi
koeficienty, která poskytuje nejen velmi praktické nástroje, ale je
také pěknou ilustraćı pro koncepty vektorových podprostor̊u a
lineárńıch zobrazeńı.

Definice

Homogenńı lineárńı diferenčńı rovnice řádu k je dána výrazem

a0xn + a1xn−1 + · · ·+ akxn−k = 0, a0 6= 0 ak 6= 0,

kde koeficienty ai jsou skaláry, které mohou p̌ŕıpadně i záviset na n.
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Ř́ıkáme také, že taková rovnost zadává homogenńı lineárńı
rekurenci řádu k a často zapisujeme hledanou posloupnost jako
funkci

xn = f (n) = −a1

a0
f (n − 1)− . . .− ak

a0
f (n − k).

Řešeńım této rovnice nazýváme posloupnost skalár̊u xi , pro
všechna i ∈ N, p̌ŕıpadně i ∈ Z, které vyhovuj́ı rovnici s libovolným
pevným n.

Prostor všech nekonečných posloupnost́ı xi je vektorový prostor,
kde sč́ıtáńı i násobeńı skaláry je dáno po složkách. Př́ımo z definice
je zjevné, že součet dvou řešeńı homogenńı lineárńı rovnice nebo
skalárńı násobek řešeńı je opět řešeńı. Stejně jako u homogenńıch
systémů lineárńıch tedy vid́ıme, že množina všech řešeńı je
vektorový podprostor.
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Počátečńı podḿınka na hodnoty řešeńı je dána jako k–rozměrný
vektor v Kk . Součtu počátečńıch podḿınek odpov́ıdá součet
p̌ŕıslušných řešeńı a obdobně se skalárńımi násobky. Dále si
všimněme, že dosazeńım nul a jedniček do zadávaných
počástečńıch k hodnot snadno źıskáme k lineárně nezávislých
řešeńı naš́ı rovnice. Jakkoliv jsou tedy zkoumané vektory nekonečné
posloupnosti skalár̊u, samotný prostor všech řešeńı je
konečněrozměrný, p̌redem v́ıme, že jeho dimenze bude rovna řádu
rovnice k , a uḿıme snadno určit bázi všech těchto řešeńı. Opět
hovǒŕıme o fundamentálńım systému řešeńı a všechna ostatńı
řešeńı jsou právě jejich lineárńı kombinace.
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Řešeńı homogenńıch rekurenćı s konstantńımi koeficienty

V praktických modelech velice často vystupuj́ı rovnice, kde jsou
koeficienty konstantńı. V tomto p̌ŕıpadě se dǎŕı uhodnout vhodnou
formu řešeńı a skutečně se nám podǎŕı naj́ıt k lineárně nezávislých
možnost́ı. T́ım budeme ḿıt problém vy̌rešený, protože všechny
ostatńı budou jejich lineárńı kombinaćı.

Pro jednoduchost začneme rovnicemi druhého řádu. Takové
potkáváme obzvlášt’ často v praktických problémech, kde se
vyskytuj́ı vztahy závisej́ıćı na dvou p̌redchoźıch hodnotách.
Lineárńı diferenčńı rovnićı druhého řádu s konstantńımi koeficienty
(resp. lineárńı rekurenćı druhého řádu s konstantńımi koeficienty)
tedy rozuḿıme p̌redpis

f (n + 2) = a · f (n + 1) + b · f (n) + c ,

kde a, b, c jsou známé skalárńı koeficienty.
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Nap̌r. v populačńıch modelech můžeme zohlednit, že jedinci v
populaci dosṕıvaj́ı a pǒrádně se rozmnožuj́ı až o dvě obdob́ı později
(tj. p̌risṕıvaj́ı k hodnotě f (n + 2) násobkem b · f (n) s kladným
b > 1), zat́ımco nedospěĺı jedinci vyśıĺı a znič́ı část dospělé
populace (tj. koeficient a pak bude záporný). Nav́ıc si je ťreba
někdo pěstuje a pr̊uběžně si uj́ıdá konstantńı počet c < 0 v každém
jednotlivém obdob́ı.
Speciálńım takovým p̌ŕıkladem s c = 0 je nap̌r. Fibonacciho
posloupnost č́ısel y0, y1, . . . , kde yn+2 = yn+1 + yn.
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Zkusme nyńı stejně jako v p̌ŕıpadě rovnic 1. řádu dosadit volbu
xn = λn pro nějaký (zat́ım neznámý) skalár λ do obecné
homogenńı rovnice z definice. Dostáváme pro každé n podḿınku

λn−k(a0λ
k + a1λ

k−1 · · ·+ ak) = 0

což znamená, že bud’ λ = 0 nebo je λ kǒrenem tzv.
charakteristického polynomu v závorce. Charakteristický
polynom ale už neńı závislý na n.

Předpokládejme, že má charakteristický polynom k r̊uzných kǒrenů
λ1, . . . , λk . Každý z kǒrenů nám dává jedno možné řešeńı

xn = (λi )
n.

Abychom byli uspokojeni, poťrebujeme k lineárně nezávislých
řešeńı, což vede na výpočet Vandermondova determinantu. Nalezli
jsme tedy fundamentálńı systém řešeńı homogenńı diferenčńı
rovnice v p̌ŕıpadě, že všechny kǒreny jej́ıho charakteristického
polynomu jsou po dvou r̊uzné. V p̌ŕıpadě násobných kǒrenů dále
vstupuj́ı do hry řešeńı tvaru n`λn.
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Věta

Každá homogenńı lineárńı diferenčńı rovnice řádu k nad libovolným
č́ıselným oborem K obsaženým v komplexńıch č́ıslech K má za
množinu všech řešeńı k–rozměrný vektorový prostor generovaný
posloupnostmi xn = n`λn, kde λ jsou (komplexńı) kǒreny
charakteristického polynomu a mocniny ` prob́ıhaj́ı všechna
p̌rirozená č́ısla od nuly až do násobnosti p̌ŕıslušného kǒrenu λ.

Stejně jako u systémů lineárńıch rovnic můžeme dostat všechna
řešeńı nehomogenńıch lineárńıch diferenčńıch rovnic

a0(n)xn + a1(n)xn−1 + · · ·+ ak(n)xn−k = b(n),

kde koeficienty ai a b jsou skaláry, které mohou záviset na n, a
a0(n) 6=, ak(n) 6= 0.
Postupujeme tak, že najdeme jedno řešeńı a p̌ričteme celý
vektorový prostor dimenze k řešeńı odpov́ıdaj́ıćıch systémů
homogenńıch. Skutečně takto dostáváme řešeńı a protože je rozd́ıl
dvou řešeńı nehomogenńı rovnice zjevně řešeńım homogenńı,
dostáváme takto řešeńı všechna.
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posloupnostmi xn = n`λn, kde λ jsou (komplexńı) kǒreny
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a0(n) 6=, ak(n) 6= 0.
Postupujeme tak, že najdeme jedno řešeńı a p̌ričteme celý
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Př́ıklad

Řešte rekurenci:

yn+2 = yn+1 +
1

2
yn

s počátečńımi podḿınkami y0 = 2, y1 = 0.

Řešeńı

Obecné řešeńı je tvaru yn = C1λ
n
1 + C2λ

n
2, kde λ1, λ2 jsou kǒreny

charakteristického polynomu x2 − x − 1
2 .

Máme tedy λ1,2 = 1
2 (1±

√
3) a z počátečńıch podḿınek

y0 = C1 + C2 = 2, resp. y1 = 1
2 C1(1 +

√
3) + 1

2 C2(1−
√

3)
Dostáváme jediné řešeńı

f (n) = (1− 1

3

√
3)

1

2n
(1 +

√
3)n + (1 +

1

3

√
3)

1

2n
(1−

√
3)n.
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Obecné řešeńı je tvaru yn = C1λ
n
1 + C2λ

n
2, kde λ1, λ2 jsou kǒreny
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f (n) = (1− 1

3

√
3)

1

2n
(1 +

√
3)n + (1 +

1

3

√
3)

1

2n
(1−

√
3)n.
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Řešeńı
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Máme tedy λ1,2 = 1
2 (1±

√
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