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Permutace

Z mnoziny n pfedmétil vytvafime poradi jejich prvka.
Pro volbu prvniho prvku je n moznosti, dalsi je volen z n — 1
moznosti atd., az nAm nakonec zbude jediny posledni prvek.
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poradi. Hovofime o permutacich prvkii mnoziny S.
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Permutace

Z mnoziny n pfedmétil vytvafime poradi jejich prvka.
Pro volbu prvniho prvku je n moznosti, dalsi je volen z n — 1
moznosti atd., az nAm nakonec zbude jediny posledni prvek.
Proto je na dané kone¢né mnoziné S s n prvky pravé n! riiznych
poradi. Hovofime o permutacich prvkii mnoziny S.
Jestlize si pfedem prvky v S ocislujeme, tj. ztotoznime si S s
mnozinou S = {1,..., n} n prirozenych Cisel, pak permutace
odpovidaji moznym poradim Cisel od jedné do n.
Dokazali jsme tak:
Pocet rtiznych poradi na konecné mnoziné s n prvky je dan funkci
faktorial:

f(n) = n!
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Kombinace

Dalsim jednoduchym prikladem hodnoty uréené formuli je pocet
zptsobil, kterymi lze vybrat k rtznych rozlisitelnych predmétil z
mnoziny n predméti.
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zptsobil, kterymi lze vybrat k rtznych rozlisitelnych predmétil z
mnoziny n predméti.

Zjevné mame n(n —1)---(n — k + 1) moznych vysledka
postupného vybéru nasich k prvki, pfitom ale stejnou vyslednou
k-tici dostaneme v k! raznych poradich.
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Kombinace

Dalsim jednoduchym prikladem hodnoty uréené formuli je pocet
zptsobil, kterymi lze vybrat k rtznych rozlisitelnych predmétil z
mnoziny n predméti.

Zjevné mame n(n —1)---(n — k + 1) moznych vysledka
postupného vybéru nasich k prvki, pfitom ale stejnou vyslednou
k-tici dostaneme v k! raznych poradich.

Dokazali jsme tedy:

Pro pocet kombinaci k-tého stupné z n prvkd plati (samoziejmé
je k <n)

k(k—1)...1 ~(n—k)k!”

c(n,k):<Z):”(”—1)---(n—k+1) nl

Cislam c(n, k) fikame binomicka cisla.
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Pokud nam ale zalezi i na poradi vybrané k-tice prvkil, hovofime o
variaci k-tého stupne. Jak jsme si jiz ovérili:
Pro pocet variaci plati

v(in,k)=n(n—1)---(n—k+1)

pro viechny 0 < k < n (a nula jinak).
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Pokud nam ale zalezi i na poradi vybrané k-tice prvkil, hovofime o
variaci k-tého stupne. Jak jsme si jiz ovérili:
Pro pocet variaci plati

v(in,k)=n(n—1)---(n—k+1)

pro viechny 0 < k < n (a nula jinak).
Binomicka Cisla dostala sviij nazev od tzv. binomického rozvoje:

n
n__ n k .n—k
(a+b)" = 2 <k>a b
k=0
protoze koeficient u mocniny akb"—* je roven pravé poctu
moznosti, jak vybrat k-tici z n zavorek v soucinu.
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Pokud nam ale zalezi i na poradi vybrané k-tice prvkil, hovofime o
variaci k-tého stupne. Jak jsme si jiz ovérili:
Pro pocet variaci plati

v(in,k)=n(n—1)---(n—k+1)

pro viechny 0 < k < n (a nula jinak).
Binomicka Cisla dostala sviij nazev od tzv. binomického rozvoje:

(a+b)" = z <Z> ak =k

k=0

protoze koeficient u mocniny akb"—* je roven pravé poctu
moznosti, jak vybrat k-tici z n zavorek v soucinu.

Vsimnéme si, ze pro odvozeni jsme potfebovali pouze distributivitu,
komutativnost a asociativitu nasobeni a s¢itani. Formule proto plati

v kazdém komutativnim okruhu.
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Jako ukazku, jak vypada matematicky diikaz si odvod' me nékolik
jednoduchych tvrzeni o kombinacnich ¢islech. Definujme (}) = 0,
kdykoliv je bud k < 0 nebo k > n.

Pro vSechna pfirozena Cisla k a n plati

@ (1) =02

@ (1) = (D) + ()
0>, (Z) =2"

Q >liok(k) =n2"t.
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Pascalav trojahelnik

Vsechna kombinacni €isla si miizeme sestavit do tzv. Pascalova
trojahelniku, kde kazdé €islo obdrzime jako soucet dvou
bezprostfedné nad nim lezicich sousedii:

n=0: 0 1 0

n=1: 0 1 1 0

n=2: 0 1 2 1 0
n=23: 0 1 3 3 1 0
n=4: 0 1 4 6 4 1 0

n=5: 1 5 10 10 5 1
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Pascalav trojahelnik

Vsechna kombinacni €isla si miizeme sestavit do tzv. Pascalova
trojahelniku, kde kazdé €islo obdrzime jako soucet dvou
bezprostfedné nad nim lezicich sousedii:

n=0: 0 1 0

n=1: 0 1 1 0

n=2: 0 1 2 1 0
n=23: 0 1 3 3 1 0
n=24: 0 1 4 6 4 1 0
n=5: 1 5 10 10 5 1

V jednotlivych radcich mame pravé koeficienty u jednotlivych
mocnin z binomického rozvoje, napf.

(a+ b)® = a° 4 5a*b 4 10a°b% + 10a°b> + 5ab* + b°.
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Poradi n prvkil, z nichz mezi nékterymi nerozlisujeme, nazyvame
permutace s opakovanim. Necht je mezi n danymi prvky p;
prvkid prvniho druhu, po prvki druhého druhu, ..., px prvkd k-tého
druhu, p1 + po + -+ - + px = n, potom pocet poradi téchto prvki s
opakovanim budeme znaéit P(p, ..., px). Zfejmé plati:

n!

P 1y-+yPk) = —.
(1o P) = 0
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Volny vybér prvki z n moznosti, véetné poradi, nazyvame variace
k-tého stupné s opakovanim, jejich pocet budeme znacit

V(n, k). Predpokladame, ze stale mame pro vybér stejné moznosti,
napf. diky tomu, ze vybrané prvky pred dalsim vybérem vracime
nebo tfeba hazime porad stejnou kostkou. Ziejmé plati:

V(n, k) = n.
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Pokud nas vybér zajima bez zohlednéni poradi, hovofime o
kombinacich s opakovanim a pro jejich pocet piseme C(n, k).
Pocet kombinaci s opakovanim k-té tfidy z n prvkd je pro vsechny

0<kaO<n
C(n, k) = <”+£_1).
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V predchozich odstavcich jsme vidéli formule, které zadavaly
hodnotu skalarni funkce definované na pfirozenych Eislech
(faktorial) nebo dvojicich €isel (binomicka cisla) pomoci
pfedchazejicich hodnot. Tomu lze rozumét také tak, ze misto
hodnoty nasi funkce zadavame jeji zménu pfi odpovidajici zméné
nezavislé proménné. Napf.

n+1 n _(n

k+1 k+1)  \k
fika, ze rozdil poctu moznosti, jak vybrat kK + 1 prvkiiz n+ 1
moznosti, je vyjadfitelny pomoci (mozna jiz znamé) hodnoty.
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V predchozich odstavcich jsme vidéli formule, které zadavaly
hodnotu skalarni funkce definované na pfirozenych Eislech
(faktorial) nebo dvojicich €isel (binomicka cisla) pomoci
pfedchazejicich hodnot. Tomu lze rozumét také tak, ze misto
hodnoty nasi funkce zadavame jeji zménu pfi odpovidajici zméné
nezavislé proménné. Napf.

n+1 n _(n

k+1 k+1)  \k
fika, ze rozdil poctu moznosti, jak vybrat kK + 1 prvkiiz n+ 1
moznosti, je vyjadfitelny pomoci (mozna jiz znamé) hodnoty.

Takto se skutecné velice casto postupuje pfi matematické formulaci
modelii, které popisuji realné systémy v ekonomice, biologii apod.
My si tu povsimneme jen nejednodussich pfipadii a budeme se k
této tématice postupné vracet.
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Obecnou diferencni rovnici prvniho radu rozumime vyraz
f(n+1) = F(n, f(n)),

kde F je znama skalarni funkce zavisla na dvojicich prirozenych
Cisel.
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Obecnou diferencni rovnici prvniho radu rozumime vyraz
f(n+1) = F(n, f(n)),

kde F je znama skalarni funkce zavisla na dvojicich prirozenych
Cisel.

Je zfejmé, ze takovy vztah, spolu s volbou pro £(0), zadava
jednoznaéné celou nekoneénou posloupnost hodnot
f(0),f(1),...,f(n),.... Jako priklad maze slouzit defini¢ni formule
pro faktorial, tj.

nl=n-(n-1)!

Vidime, ze skutecné vztah pro f(n+ 1) zavisi na n i na hodnoté

f(n).
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linearni diferencni rovnice

Po konstantni zavislosti je nejjednodussi
f(n+1)=a-f(n)+ b,

kde a, b € N. Takovou rovnici umime snadno fesit. Je-li b = 0, pak
zjevné

f(n) = a"f(0).
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linearni diferencni rovnice

Po konstantni zavislosti je nejjednodussi
f(n+1)=a-f(n)+ b,

kde a, b € N. Takovou rovnici umime snadno fesit. Je-li b = 0, pak
zjevné

To je napf. vztah pro tzv. Malthusiansky model populaéniho ristu,
ktery vychazi z predstavy, ze za zvoleny Casovy interval vzroste
populace s konstantni imérou a vici predchozimu stavu.
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linearni diferencni rovnice

Po konstantni zavislosti je nejjednodussi
f(n+1)=a-f(n)+ b,

kde a, b € N. Takovou rovnici umime snadno fesit. Je-li b = 0, pak
zjevné

To je napf. vztah pro tzv. Malthusiansky model populaéniho ristu,
ktery vychazi z predstavy, ze za zvoleny Casovy interval vzroste
populace s konstantni imérou a vici predchozimu stavu.

Rovnice s b nenulovym se objevi pfi aroceni (at uz vkladu nebo
pajcky — jde jen o znaménko .. .)
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Obecné pro rovnice prvniho fadu s proménnymi koeficienty plati
Obecné feseni diferenéni rovnice prvniho Fadu

f(n+1)=ap-f(n)+ by
s pocatecni podminkou f(0) = yo je dano vztahem

f(n) = (f[a,-> s ( I ) b,
i=0

r=0 \i=r+1
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Obecné reseni linearni diferenéni rovnice prvniho radu s
konstantnimi koeficienty a # 1, b a pocate¢ni podminkou 7(0) = yp
je

1- 3"

f(n)=a"yo+ 1 b.
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Obecné reseni linearni diferenéni rovnice prvniho radu s

konstantnimi koeficienty a # 1, b a pocate¢ni podminkou 7(0) = yp

je
1-3a"

f(n)=a"yo+ 1 b.

formule dostavame prvni s¢itanec okamzité.

Pro vycisleni souctu soucinti v druhém si je treba vsimnout, ze se
jedna o vyrazy (14 a+ --- + a"~1)b. Sectenim této geometrické
fady (pfipomefme, 7e 1 —a" = (1 —a)(1+a+---+a" 1))
dostaneme pravé pozadovany vysledek.
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Uved'me si prakticky priklad na feseni diferenénich rovnic prvniho
Fadu:

Mirek si chce koupit nové auto. Auto stoji 300 000 K&. Mirek by
chtél auto koupit na mésicni splatky. Prodavajici spoleGnost mu
nabizi pdjéku na koupi auta s roénim Grokem 6%. Mirek bych chtél
auto splatit za tfi roky. Jak vysoka bude mésicni splatka?
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Vidéli jsme uz funkce, jejichz hodnoty byly dany formuli nebo
popisem zmény hodnoty v zavislosti na zménach zavislé proménné.



Vidéli jsme uz funkce, jejichz hodnoty byly dany formuli nebo
popisem zmény hodnoty v zavislosti na zménach zavislé proménné.
Dalsi obvykly pfipad — sledované hodnoty jsou vysledkem né&jaké
nahodilosti a my se snazime popsat s jakou pravdépodobnosti
nastane ta ¢i ona moznost.

Nejbanalnéjsi priklad: hazeni kostkou s 3esti stranami s oznacenimi
1,2,3,4,5,6.

Matematicky model takového hazeni ,,poctivou’ kostkou
predepisuje, ze kazda ze stran pada stejné Casto.
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nastane ta ¢i ona moznost.

Nejbanalnéjsi priklad: hazeni kostkou s 3esti stranami s oznacenimi
1,2,3,4,5,6.

Matematicky model takového hazeni ,,poctivou’ kostkou
predepisuje, ze kazda ze stran pada stejné Casto.

Pro konkrétni kostku je ale jisté, ze skutecné relativni Cetnosti
vysledki nebudou stejné. Z velikého poctu pokusii Ize usoudit na
relativni Cetnosti jednotlivych vysledki hodii a tyto ustanovit jako
pravdépodobnosti v nasem matematickém popisu.



Vidéli jsme uz funkce, jejichz hodnoty byly dany formuli nebo
popisem zmény hodnoty v zavislosti na zménach zavislé proménné.
Dalsi obvykly pfipad — sledované hodnoty jsou vysledkem né&jaké
nahodilosti a my se snazime popsat s jakou pravdépodobnosti
nastane ta ¢i ona moznost.

Nejbanalnéjsi priklad: hazeni kostkou s 3esti stranami s oznacenimi
1,2,3,4,5,6.

Matematicky model takového hazeni ,,poctivou’ kostkou
predepisuje, ze kazda ze stran pada stejné Casto.

Pro konkrétni kostku je ale jisté, ze skutecné relativni Cetnosti
vysledki nebudou stejné. Z velikého poctu pokusii Ize usoudit na
relativni Cetnosti jednotlivych vysledki hodii a tyto ustanovit jako
pravdépodobnosti v nasem matematickém popisu.

Nicméné pfi sebevétsim poctu pokusti nemiizeme vylouéit moznost,
Ze se nahodou povedla velice nepravdépodobna kombinace vysledkii
a ze se tim nas matematicky model skuteénosti stal (pro tento
konkrétni pfipad) nedobrym.
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V matematice pracujeme s abstraktnim matematickym popisem
pravdépodobnosti. To, do jaké miry je takovy popis adekvatni pro
konkrétni pokusy ¢i jiny problém, je zalezitosti mimo samotnou
matematiku (ta ale umi pomoci).
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V matematice pracujeme s abstraktnim matematickym popisem
pravdépodobnosti. To, do jaké miry je takovy popis adekvatni pro
konkrétni pokusy ¢i jiny problém, je zalezitosti mimo samotnou
matematiku (ta ale umi pomoci).

Vratime se k tomuto tématu, ale az na konci étvrtého semestru v
matematické statistice! Jde o teorii umozhujici posoudit, do jaké
miry lze ocekavat, Ze vybrany model je ve shodé s realitou. K jejimu
studiu bude jiz potfebny dosti rozsahly matematicky aparat.



Pravdépodobnost
00®0000000

Definition (Nahodné jevy)

Budeme pracovat s neprazdnou pevné zvolenou mnozinou 2 viech
moznych vysledkii, kterou nazyvame zakladni prostor.
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Definition (Nahodné jevy)

Budeme pracovat s neprazdnou pevné zvolenou mnozinou 2 viech
moznych vysledkii, kterou nazyvame zakladni prostor.
Pro jednoduchost bude pro nas Q kone¢na mnozina s prvky
w1, ...,w,, pfedstavujicimi jednotlivé mozné vysledky.
Kazda podmnozina A C Q predstavuje mozny jev.
Systém podmnozin A zakladniho prostoru se nazyva jevové pole,
jestlize
o Q € A, tj. zakladni prostor, je jevem,
o je-li A, B € A, pak A\ B € A, tj. pro kazdé dva jevy je jevem i
jejich mnozinovy rozdil,
@ jsou-li A,B € A, pak AU B € A, tj. pro kazdé dva jevy je
jevem i jejich sjednoceni.
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Jevové pole je tedy systém podmnozin (konecného) zakladniho
prostoru uzavieny na priiniky, sjednoceni a rozdily. Jednotlivé
mnoziny A € A nazyvame nahodné jevy (vzhledem k A).
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Jevové pole je tedy systém podmnozin (konecného) zakladniho
prostoru uzavieny na priiniky, sjednoceni a rozdily. Jednotlivé
mnoziny A € A nazyvame nahodné jevy (vzhledem k A).

o Komplement A° = Q\ A jevu A je jevem, ktery nazyvame
opacny jev k jevu A.
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Jevové pole je tedy systém podmnozin (konecného) zakladniho
prostoru uzavieny na priiniky, sjednoceni a rozdily. Jednotlivé
mnoziny A € A nazyvame nahodné jevy (vzhledem k A).

o Komplement A° = Q\ A jevu A je jevem, ktery nazyvame
opacny jev k jevu A.

@ Prinik dvou jevil opét jevem, protoze pro kazdé dvé
podmnoziny A, B C Q plati

A\ (Q\ B)=AnNB.
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Jevové pole je tedy systém podmnozin (konecného) zakladniho
prostoru uzavieny na priiniky, sjednoceni a rozdily. Jednotlivé
mnoziny A € A nazyvame nahodné jevy (vzhledem k A).

o Komplement A° = Q\ A jevu A je jevem, ktery nazyvame
opacny jev k jevu A.

@ Prinik dvou jevil opét jevem, protoze pro kazdé dvé
podmnoziny A, B C Q plati

A\ (Q\ B)=AnNB.

Pro nase hazeni kostkou je Q = {1,2,3,4,5,6} a jevové pole je
tvoreno vsemi podmnozinami. Napf. ndhodny jev {1,3,5} pak
interpretujeme jako ,,padne liché Cislo".
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Terminologie pfipomina souvislosti s popisem skuteénych modeli:

o cely zakladni prostor € se nazyva jisty jev, prazdna
podmnozina () € A se nazyva nemozny jev,
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@ jednoprvkové podmnoziny {w} € Q se nazyvaji elementarni
jevy,
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Terminologie pfipomina souvislosti s popisem skuteénych modeli:

o cely zakladni prostor € se nazyva jisty jev, prazdna
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Terminologie pfipomina souvislosti s popisem skuteénych modeli:

o cely zakladni prostor € se nazyva jisty jev, prazdna
podmnozina () € A se nazyva nemozny jev,

@ jednoprvkové podmnoziny {w} € Q se nazyvaji elementarni
jevy,

@ spolecné nastoupeni jevi A;, i € I, odpovida jevu N;c,A;,
nastoupeni alespon jednoho z jevii A;, i € I, odpovida jevu
UielAj,

e A, B € A jsou neslucitelné jevy, je-li AN B =0,

@ jev A ma za dusledek jev B, kdyz A C B,

o je-li Ae A, pak se jev B =Q\ A nazyva opacny jev k jevu
A, piseme B = A°.
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Definition (Pravdépodobnost)

Pravdepodobnostni prostor je jevové pole A podmnozin
(konecného) zakladniho prostoru €2, na kterém je definovana
skalarni funkce P : A — R s nasledujicimi vlastnosti:
@ je nezaporna, tj. P(A) > 0 pro viechny jevy A,
e je aditivni, tj. P(AU B) = P(A) + P(B), kdykoliv je
ANB=0aABeA,

@ pravdépodobnost jistého jevu je 1.

Funkci P nazyvame pravdépodobnosti na jevovém poli (€, .4).
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Diisledky
Pro vsechny jevy plati P(A€) =1 — P(A).
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Definition (Pravdépodobnost)

Pravdepodobnostni prostor je jevové pole A podmnozin
(konecného) zakladniho prostoru €2, na kterém je definovana
skalarni funkce P : A — R s nasledujicimi vlastnosti:

@ je nezaporna, tj. P(A) > 0 pro viechny jevy A,

e je aditivni, tj. P(AU B) = P(A) + P(B), kdykoliv je
ANB=0aABEeA,

@ pravdépodobnost jistého jevu je 1.

Funkci P nazyvame pravdépodobnosti na jevovém poli (€, .4).

|

Diisledky

Pro vsechny jevy plati P(A°) =1 — P(A).

Additivnost plati pro jakykoliv koneény pocet neslucitelnych jevi
A CQ, i€l .

P(Uic1 Al) ZP ), kdykolivje AinA; =0,i#j,i,j€l.
i€l
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Definition (Klasicka konecna pravdépodobnost)

Necht Q je konecny zakladni prostor a necht jevové pole A je pravé
systém vsech podmnozin v Q. Klasicka pravdepodobnost je
takovy pravdépodobnostni prostor (£2,.A, P) s pravdépodobnostni

funkci P: A — R,
Al

P(A) = Q

Zjevné takto zadana funkce skute¢né definuje pravdépodobnost.
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Jako priklad, jak z hazeni kostkou dostat riizné pravdépodobné jevy,
budeme pozorovat soucty pfi hodu vice kostkami.
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Uvazujme takto: pfi hodu jednou kostkou je kazdy vysledek stejné
pravdépodobny s pravdépodobnosti %. Pfi hodu dvémi kostkami je
kazdy predem zvoleny vysledek (a, b), tj. dvojice pfirozenych Cisel
od jedné do Sesti (vCetné poradi), stejné pravdépodobny s
pravdépodobnosti %.
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Jako priklad, jak z hazeni kostkou dostat riizné pravdépodobné jevy,
budeme pozorovat soucty pfi hodu vice kostkami.

Uvazujme takto: pfi hodu jednou kostkou je kazdy vysledek stejné
pravdépodobny s pravdépodobnosti %. Pfi hodu dvémi kostkami je
kazdy predem zvoleny vysledek (a, b), tj. dvojice pfirozenych Cisel
od jedné do Sesti (vCetné poradi), stejné pravdépodobny s
pravdépodobnosti %.

Pokud se budeme ptat po dvou pétkach, je tedy pravdépodobnost
poloviéni nez u dvou riiznych hodnot bez uvedeni poradi. Pro
jednotlivé mozné soucty uvedené v hornim fadku nam vychazi pocet
moznosti v fadku dolnim:

[2|3|4]5]6]7[8]9]10]|11]12]
(1[2[3]4]5]6[5[4[3[2]1]
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Nasledujici véta je promitnutim tzv. kombinatorického principu
inkluze a exkluze do nasi koneéné pravdépodobnosti:

Theorem
Budte Ai,...,Ax € A libovolné jevy na zakladnim prostoru Q s
Jjevovym polem A. Pak plati

k k=1 k
P(UI_ 1 A) = > P(A; > P(AINA)
i=1 i=1 j=i+1
k—2 k-1 k
+ > P(AiNANA)
i=1 j=i+1/l=j+1

+ (-1 P(AL N AN N A).
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Nasledujici véta je promitnutim tzv. kombinatorického principu
inkluze a exkluze do nasi koneéné pravdépodobnosti:

Theorem
Budte Ai,...,Ax € A libovolné jevy na zakladnim prostoru Q s
Jjevovym polem A. Pak plati

\ |
\

k k=1 k
P(UI_ 1 A) = > P(A; > P(AINA)
i=1 i=1 j=i+1
k—2 k-1 k
+ > P(AiNANA)
i=1 j=i+1/l=j+1

+ (-1 P(AL N AN N A).

Jde o dobry priklad matematického tvrzeni, kde nejtézsi je najit
dobrou formulaci a pak se da fici, ze (intuitivné) je tvrzeni ziejmé.
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Princip inkluze a exkluse

Specialnim pripadem predchozi véty je situace, kdy vsechny
kone¢né podmnozniny zakladniho prostoru jsou jevy a vsechny
elementarni jevy maji stejnou pravdépodobnost. Ve formuli z
predchozi véty pak vsechny pravdépodobnosti davaji pravé pocet
prvki prislusnych podmnozin, az na spoleény faktor % kde n je
pocet prvkil zakladniho prostoru. Pak miizeme vycist nasledujici
tvrzeni pro obecnou kone€nou mnozinu M a jeji podmnoziny

A1, ..., Ak. Budeme psat |[M| pro pocet prvkid mnoziny M, tj. pro
mohutnost mnoziny M.

k
M\ (U1 A)| = M +Z((—1)" YA m‘-'mA,-,-»).
j=1

1<ii<--<ij<k

Tomuto tvrzeni o0 mnozinach se fika princip inkluze a exkluze.
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