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Obsah trojuhelnika

Zavérem dvodniho vyletu do geometrie se zamé&¥me na pojem
obsah.

Trojuhelnik je vymezen dvojici vektord v a w, které ptiloZeny do
pocatku O zadaji zbylé dva vrcholy. Chté&li bychom tedy najit
formuli (skalarni funkci vol), kterd dv&ma vektoriim pfifadi &islo
rovné obsahu vol A(v, w) takto definovaného trojihelniku A(v, w).
Ze zadani je vidét, Ze by mélo platit

vol A(v + v/, w) = vol A(v, w) + vol A(V/, w)

vol A(av, w) = avol A(v, w)
a pridejme pozadavek
vol A(v, w) = —vol A(w, v),

ktery odpovida pfedstavé, Ze opat¥ime plochu znaménkem podle
toho, v jakém poradi bereme vektory.
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Pokud vektory v a w napiSeme do sloupcii matice A, pak
A= (v,w)— detA

spliiuje v8echny tfi naSe poZadavky. Kolik takovych zobrazeni ale
muZe byt?

Kazdy vektor umime vyjadfit pomoci dvou soutadnych vektor(
v=(1,0) aw = (0,1) a evidentn& tedy kazdd moZnost pro vol A
je jednoznadné urcena uz vyc&islenim na této jediné dvojici
argumentd (v, w). Jsou si tedy viechny moznosti rovny aZ na
skalarni nasobek. Ten umime uréit pozadavkem

vol A((1,0), (0,1)) = %

tj. volime orientaci a mé¥itko.
Vidime tedy, Ze determinant zadava plochu rovnobé&znika uréeného
sloupci matice A (a plocha trojihelniku je tedy polovi¢ni).



Rovina geometrie
ocoe

Obsah mnohouhelnika

Mnohothelnik rozdélime na trojihelniky, jejichZz obsahy se¢teme
(tzv. triangulace — promyslete si, Ze je to vZdy, i u nekonvexnich
mnohothelnikl, mozné).

Priklad

Uloha o hlidagich v galerii (art gallery problem —
http://en.wikipedia.org/wiki/Art_gallery_problem) — je
tfeba v rozich galerie mnohothelnikového tvaru umistit co nejmensi
polet hlidatd (kamer) tak, aby byl stfeZeno kazdé misto v galerii.
Problém nékdy nese jméno svého Fesitele, Vaska Chvatala.

| A\

Reseni

S pomoci triangulace a obarveni jejich vrcholil (je moZzné obarvit

vrcholy kazdé triangulace n-dhelnika 3 barvami tak, Ze zZadné 2

sousedni nemaji tutéZ barvu) lze snadno dokdzat, Ze hlida¢i vzdy
2 I @

staci | 3.
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Viditelnost

P¥edchozi popis hodnot pro orientovany objem ndm déava do rukou
elegantni nastroj pro uréovani viditelnosti orientovanych dsecek.
Orientovanou tise¢kou rozumime dva body v rovin& R? s uréenym
pofadim. MiiZeme si ji pfedstavovat jako Sipku od prvého

k druhému bodu. Takova orientovana tse¢ka nam rozdé&luje rovinu
na dvé poloroviny, Fikejme jim levou a pravou.

JestliZze uvazujeme obvyklou orientaci proti sméru hodinovych
rucic¢ek pro hranici mnohothelnika, pak pozorovatel stojici vné
takového mnohothelnika nékteré jeho hrany vidi a nékteré nevidi.
Pokud je dany mnohothelnik konvexni, tj. jeho hrany zataleji
pouze doleva, potom pozorovatel vidi pravé ty hrany (orientované
dsetky), od nichZ je napravo.
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Je-li AB vektor takové orientované usetky, potom pro bod C leZici
napravo od ni plati, Ze vektory CA=A—Ca CB=B-C, které
smé&fuji z bodu C do bodi A a B, jsou vzajemné& orientovany

v zdporném sméru, a proto je jejich jejich

vol A(CA, CB) < 0, tsetku AB z bodu C vidime.
Naopak, pro bod C lezici nalevo od AB plati, Ze
vol A(CA, CB) >0,  dsetku AB z bodu C nevidime.

ProtoZe je funkce vol A pouze kladnym ndsobkem funkce det A,
kde sloupce matice A jsou vektory CA, CB v tomto pofadi, stadi
pouze sledovat znaménka pf¥islusnych determinantl. Pro konvexn{
mnohouhelnik nastanou zfejmé pravé 2 znaménkové zmény

v posloupnosti téchto determinantli. Uvedeny jednoduchy postup
je Casto vyuzivan pro testovani polohy p¥i standardnich dlohach ve
2D (a podobné pro pfisluinou funkci vol ve 3D) grafice.
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P¥iklad
Ur&ete, které hrany jsou vidét z bodu C = [2,0] pro &tyFihelnik
dany vrcholy

A=1[0,0, B=[2,1, D=[3,3, E=][1,4]

Body jsou jiz sefazeny v kladném sméru a tvofi konvexni
Etyfahelnik. Vypoditame pfislusné determinanty

20 0 1
m—as—q‘o J—zw—ao—qh J_L

1 -1 1 -2
|D—QE—Q_% 4‘_1E—QA—Q_‘4 0'_&

Pororovatel v bodé C tedy vidi pouze prvni dv& hrany: AB a BD.
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Relace a zobrazeni

V zdvére¢né Casti lvodni motivalni kapitoly se vratime

k formalnimu popisu matematickych struktur, budeme se je ale
priibézné& snaZit ilustrovat na jiz zndmych p¥ikladech. Zaroveri
muiZeme tuto &ast brat jako cviceni ve formalnim p¥istupu

k objektiim a konceptlim matematiky.

Definice

Kartézskym souc¢inem A x B dvou mnoZin A a B rozumime
mnoZinu viech uspofddanych dvojic (a, b), kde a € A, b € B.
Binarni relaci mezi mnozinami A a B rozumime libovolnou
podmnoZinu R kartézského soutinu A x B. Casto pieme a ~g b
(nebo aRb) pro vyjad¥eni skute¢nosti, Ze (a, b) € R, tj. Ze body
ac€ Aabe Bjsouv relaci R. Pro A= B hovofime o (binarni)
relaci na mnoziné A. Pozdéji se setkate s pt¥iklady obecnéjsich
n-arnich relaci.
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Definiénim oborem relace je podmnoZzina
DCA D={aeA3IbeB,(a,b) e R}

Podobné oborem hodnot relace je podmnoZina

ICB, I={beB;JacA,€ ab)ecR}
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Specidlnim p¥ipadem relace mezi mnoZinami je zobrazeni
z mnoziny A do mnoziny B. Je to pfipad, kdy pro kazdy prvek
defini¢niho oboru relace existuje pravé jeden prvek z oboru hodnot,
ktery je s nim v relaci. Ndm zndmym pFipadem zobrazeni jsou
vSechny skalarni funkce, kde oborem hodnot zobrazeni je mnoZina
skalarli, tfeba celych nebo redlnych &isel. Pro zobrazeni zpravidla
pouzivame znaleni, které jsme také u skaldrnich funci zavedli.
Piseme

f:DCA—I1CB,f(a)=0b

pro vyjad¥eni skute&nosti, Ze (a, b) pat¥i do relace, a ¥ikdme, Ze b
je hodnotou zobrazeni f v bodé a.
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Déle ¥ikdme, Ze f je

@ zobrazeni mnoziny A do mnoziny B, jestlize je D = A,

@ zobrazeni mnoziny A na mnoZinu B, jestlize je D = A a
| = B, &asto také surjektivni zobrazeni,

o injektivni zobrazeni, jestlize je D = A a pro kazdé b € |
existuje pravé jeden vzor a € A, f(a) = b (injektivita se
nejCast&ji dokazuje ve tvaru f(a1) = f(a2) = a1 = a2).

Vyjad¥eni zobrazeni f : A — B jakoZto relace

fCAxB, f=1{(af(a));ac A} zndme také pod nizvem graf
zobrazeni f.
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U zobrazeni je jasna koncepce, jak se skladaji. Mdme-li zobrazeni
f:A— Bag:B— C, pak jejich slozeni g o f je definovano

(g o f)(a) = g(f(a)).
Ve znadeni pouZivaném pro relace totéZ miZeme zapsat jako

fCAxB, f={(af(a));acA}
g§CBxC, g={(bg(b));be B}
gof CAxC, gof=1{(ag(f(a)));ac A}l
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Zcela obdobné definujeme skladani relaci, v pfedchozich vztazich
jen doplnime existen&ni kvantifikatory, tj. musime uvaZovat

v8echny vzory a v8echny obrazy.Uvazme relace R C A x B,
S C B x C. Potom

SoRCAXxC, SoR={(ac);3dbeB,(a,b) € R,(b,c) € S}.
Zvlastnim p¥ipadem relace je identické zobrazeni
ida ={(a,a) e Ax Aja e A}

na mnozin& A. Je neutrdlni vzhledem ke skladani s kaZdou relaci
s defini¢nim oborem nebo oborem hodnot A.
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Pro kazdou relaci R C A x B definujeme inverzni relaci
R™' = {(b,a);(a, b) € R} C B x A.

Pozor, u zobrazenf je stejny pojem uZivan ve specifi¢téjsi situaci.
Samoziejmé, Ze existuje pro kazdé zobrazeni jeho invezni relace, ta
v8ak nemusi byt zobrazenim. Zcela logicky proto hovofime

o existenci inverzniho zobrazeni, pokud kaZzdy prvek b € B je
obrazem pro pravé jeden vzor v A. V takovém ptipadé je
samozfejmé inverzni zobrazeni pravé inverzni relaci.

Vsimnéme si, Ze slozenim zobrazeni a jeho inverzniho zobrazenfi
(pokud obg existuji) vZdy vznikne identické obrazeni, u obecnych
relaci tomu tak byt nemusi.
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Definice

V ptipadé A = B hovo¥ime o relaci na mnozin& A. Rikdme, %e R
Jje
o reflexivni, pokud ida C R (tj. (a,a) € R pro v3echny a € A),
o symetricka, pokud R~! = R (tj. pokud (a, b) € R, pak i
(b7 a) e R)l
e antisymetrickd, pokud R~' N R Cidx (tj. pokud (a, b) € R
a zaroveii (b, a) € R, pak a = b),
e tranzitivni, pokud Ro R C R, tj. pokud z (a,b) € R a
(b,c) € R vyplyva i (a,c) € R.
Relace se nazyva ekvivalence, pokud je soucasné reflexivni,
symetrickd i tranzitivni. Relace se nazyva usporadani, jestlize je
reflexivni, tranzitivni a antisymetricka.
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Dobrym pt¥ikladem uspofadani je inkluze. UvaZme mnoZinu 24
vdech podmnozin kone&né mnoZiny A (znaeni je specialnim
ptipadem obvyklé notace B# pro mnoZinu viech zobrazeni A — B)
a na ni relaci danou vlastnosti byt podmnoZinou. Evidentné jsou
splnény v3echny t¥i vlastnosti pro usporadani: skute¢né, je—li

X C Y azairoveri Y C X musi byt nutné mnoziny X a Y stejné.
Je-li X C Y C Z je také X C Z a také reflexivita je zfejma.
Rikdme, ¥e uspo¥adani je uplné, kdy# pro kazdé dva prvky plati Ze
jsou srovnatelné, tj. bud a < b nebo b < a. Véimn&me si, Ze ne
vdechny dvojice (X, Y) podmnoZin v A jsou srovnatelné v tomto
smyslu. P¥esnéji, pokud je v A vice nez jeden prvek, existuji
podmnoziny X a Y, kdy neni ani X C Y ani Y C X.
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P¥ipomefime rekurentni definici p¥irozenych &isel
N=1{0,1,2,3,...}, kde

0=0, n+1={0,1,2,...,n}.

Definujeme relaci m < n pravé, kdyz m € n. Evidentné jde o dplné
usporadani. Nap¥. 2 < 4, protoze

2= {@, {@}} - {@, {®}7 {@, {@}}, {@, {(2)}7 {@, {@}}}} =4

Jinak ¥eteno, samotna rekurentni definice zadava vztah n < n+41
a tranzitivné pak n < k pro v8echna k, kterd jsou timto postupem
definovdna pozdéji.
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Vlastnosti usporadani

Bud (A, <) uspofadand mnozina, B C A.
o Horni zadvora mnoziny B je prvek a € A tak, Ze
Vb € B: b < a, analogicky dolni zavora.

o Supremum mnoZiny B je prvek a € A, ktery je horni zavorou
B a kaZda jind horni zavora z spliiuje a < z. Analogicky
infimum.

sup(0,1) = L,inf{;n € N} v R je 0.
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Rozklad podle ekvivalence

Kazda ekvivalence R na mnoziné A zadava zaroveri rozklad
mnoZiny A na podmnoZiny vzdjemné ekvivalentnich prvkd, tzv.
tridy ekvivalance. Klademe pro libovolné a € A

R, =[alr = {b € A;(a,b) € A}.

Casto budeme psat pro R, prost& [a], je-li z kontextu zFejmé,

o kterou ekvivalenci jde.

Zjevné R, = Ry, pravé, kdyz (a, b) € R a kazda takova podmnoZina
je tedy reprezentovana kterymkoliv svym prvkem, tzv.
reprezentantem. Zirovel R, N R, # () pravé, kdyz R, = Ry, tj.
t¥idy ekvivalence jsou po dvou disjunktni. Kone¢né, A = U,caR,,
tj. celd mnozina A se skute¢né rozloZi na jednotlivé t¥idy.

MiZeme také tfiddm rozkladu rozumét tak, Ze t¥idu [a] vnimdme
jako prvek a aZ na ekvivalenci.
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Ekvivalence vs. rozklad

@ Z = S UL je rozklad celych &isel na suda a lichd, odpovidajici
relaci ekvivalence je a ~ b pravé tehdy, kdyZ ma a stejnou
paritu jako b.

e R=R~U{0} URT je rozklad redlnych &isel na zdporna, nulu
a kladna. Odpovidajici relace je ddna znaménkem.

v
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P¥iklad — konstrukce celych ¢&isel

Na ptirozenych &islech umime séitat a vime, Ze pfi¢tenim nuly se
¢islo nezméni. Umime i definovat odeditani, p¥i ném ale jen nékdy
existuje vysledek.

Zakladni ideou konstrukce celych &isel z p¥irozenych je tedy pfidat
k nim chybéjici rozdily. To miZeme udélat tak, Ze misto vysledku
odeditani budeme pracovat s uspofadanymi dvojicemi &isel, které
nam samoziejmé& vzdy vysledek dobfe reprezentuji. Zbyva jen dobfe
definovat, kdy jsou (z hlediska vysledku ode&itani) takové dvojice
ekvivalentni. Potfebny vztah tedy je:

(a,b) ~ (d,b) <= a—b=d-b <+ at+b =4a+b.

Vsimnéme si, Ze zatimco vyrazy v prostfedni rovnosti v pfirozenych
&islech neumime, vyrazy vpravo uZ ano. Snadno ov&fime, Ze
skutecné jde o ekvivalenci a jeji t¥idy ozna¢ime jako celd ¢isla Z.
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Na t¥iddch ekvivalence definujeme operaci s¢itani (a s ni i
odetitani) pomoci reprezentanti. Nap¥.

[(a, D)] + [(c,; d)] = [(a + ¢, b+ d)],

coZ zjevné nezavisi na vybéru reprezentantil. Lze si pfitom vZdy
volit reprezentanty (a,0) pro kladn3 &isla a reprezentanty (0, a) pro
isla zaporna, se kterymi se ndm bude patrné poditat nejlépe.
Tento jednoduchy p¥iklad ukazuje, jak dlleZité je umét nahlizet na
t¥idy ekvivalence jako na celistvy objekt a soustFedit se na
vlastnosti téchto objektl, nikoliv formalni popisy jejich konstrukci.
Ty jsou vsak dileZité k ovéFeni, Ze takové objekty viibec existuji.
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U celych &isel nam uz plati vSechny vlastnosti skalar(
(KG1)—(KG4) a (01)-(04), z popisu vlastnosti skalari. Pro
nasobeni je neutrdlnim prvkem jednicka, ale pro v8echna &isla a
riizna od nuly a jednitky neumime najit &islo a=! s vlastnosti

a-a ! =1, tzn. chybi ndm inverzni prvky. Zarovetfi si povimnéte,
Ze plati vlastnost oboru integrity (Ol), tzn. je-li soucin dvou &isel
nulovy, musi byt alespoii jedno z nich nula.

Diky posledni jmenované vlastnosti miZeme zkonstruovat
racionalni &isla Q p¥idanim vech chybéjicich inverzi zcela
obdobnym zplisobem, jak jsme konstruovali Z z N.
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P¥iklad — konstrukce racionalnich ¢&isel

Na mnozin& usporadanych dvojic (p, q), g # 0, celych &isel
definujeme relaci ~ tak, jak olekdavdme, Ze se maji chovat podily
p/q:

(p,a)~(p,d) <= pla=p/d <<= p-d=p-q
Opé&t neumime o&ekdvané chovani v prostfedni rovnosti v mnoziné
Z formulovat, nicméné rovnost na pravé strané ano. Zjevné jde
o dob¥e definovanou relaci ekvivalence (ov&fte podrobnosti!) a
raciondlni &isla jsou pak jeji t¥idy ekvivalence. KdyZz budeme
formdln& psat p/q misto dvojic (p, g), budeme definovat operace
nasobeni a s¢itani pravé pomoci formuli, které ndm jsou jisté dobfe
znamy.
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P¥iklad — zbytkové tFidy

Jinym dobrym a jednoduchym ptikladem jsou tzv. zbytkové tfidy
celych &isel. Pro pevné zvolené ptirozené &islo k definujeme
equivalenci ~ tak, Ze dvé &isla a, b € Z jsou ekvivalentni, jestlize
jejich zbytek po dé&leni &islem k je stejny. Vyslednou mnoZinu t¥id
ekvivalence oznadujeme Zy.

Nejjednodussi je tato procedura pro k = 2. To dostdvame

Zp = {0, 1}, kde nula reprezentuje suda &isla, zatimco jednitka
&isla licha. Opét Ize snadno zjistit, Ze pomoci reprezentanti
muZeme definovat ndsobeni a s¢itani. Zkuste si ovéfit, Ze vysledna
mnoZzina skalard je komutativnim t&lesem (tj. spliiuje i vlastnost
pole (P) ) pravé& kdyz je k prvotislo.
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