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Geometrie v rovině, relace a zobrazeńı
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Obsah trojúhelńıka

Závěrem úvodńıho výletu do geometrie se zamě̌rme na pojem
obsah.
Trojúhelńık je vymezen dvojićı vektor̊u v a w , které p̌riloženy do
počátku O zadaj́ı zbylé dva vrcholy. Chtěli bychom tedy naj́ıt
formuli (skalárńı funkci vol), která dvěma vektor̊um p̌rǐrad́ı č́ıslo
rovné obsahu vol ∆(v ,w) takto definovaného trojúhelńıku ∆(v ,w).
Ze zadáńı je vidět, že by mělo platit

vol ∆(v + v ′,w) = vol ∆(v ,w) + vol ∆(v ′,w)

vol ∆(av ,w) = a vol ∆(v ,w)

a p̌ridejme požadavek

vol ∆(v ,w) = − vol ∆(w , v),

který odpov́ıdá p̌redstavě, že opaťŕıme plochu znaménkem podle
toho, v jakém pǒrad́ı bereme vektory.
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Pokud vektory v a w naṕı̌seme do sloupc̊u matice A, pak

A = (v ,w) 7→ det A

splňuje všechny ťri naše požadavky. Kolik takových zobrazeńı ale
může být?
Každý vektor uḿıme vyjáďrit pomoćı dvou soǔradných vektor̊u
v = (1, 0) a w = (0, 1) a evidentně tedy každá možnost pro vol ∆
je jednoznačně určena už vyč́ısleńım na této jediné dvojici
argument̊u (v ,w). Jsou si tedy všechny možnosti rovny až na
skalárńı násobek. Ten uḿıme určit požadavkem

vol ∆((1, 0), (0, 1)) =
1

2
,

tj. voĺıme orientaci a mě̌ŕıtko.
Vid́ıme tedy, že determinant zadává plochu rovnoběžńıka určeného
sloupci matice A (a plocha trojúhelńıku je tedy polovičńı).
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Obsah mnohoúhelńıka

Mnohoúhelńık rozděĺıme na trojúhelńıky, jejichž obsahy sečteme
(tzv. triangulace – promyslete si, že je to vždy, i u nekonvexńıch
mnohoúhelńık̊u, možné).

Př́ıklad

Úloha o hĺıdač́ıch v galerii (art gallery problem –
http://en.wikipedia.org/wiki/Art_gallery_problem) – je
ťreba v roźıch galerie mnohoúhelńıkového tvaru uḿıstit co nejmenš́ı
počet hĺıdač̊u (kamer) tak, aby byl sťreženo každé ḿısto v galerii.
Problém někdy nese jméno svého řešitele, Vaška Chvátala.

Řešeńı

S pomoćı triangulace a obarveńı jej́ıch vrchol̊u (je možné obarvit
vrcholy každé triangulace n-úhelńıka 3 barvami tak, že žádné 2
sousedńı nemaj́ı tutéž barvu) lze snadno dokázat, že hĺıdač̊u vždy
stač́ı bn3c.

http://en.wikipedia.org/wiki/Art_gallery_problem


Roviná geometrie Relace a zobrazeńı

Viditelnost

Předchoźı popis hodnot pro orientovaný objem nám dává do rukou
elegantńı nástroj pro určováńı viditelnosti orientovaných úseček.
Orientovanou úsečkou rozuḿıme dva body v rovině R2 s určeným
pǒrad́ım. Můžeme si ji p̌redstavovat jako šipku od prvého
k druhému bodu. Taková orientovaná úsečka nám rozděluje rovinu
na dvě poloroviny, ř́ıkejme jim levou a pravou.
Jestliže uvažujeme obvyklou orientaci proti směru hodinových
ručiček pro hranici mnohoúhelńıka, pak pozorovatel stoj́ıćı vně
takového mnohoúhelńıka některé jeho hrany vid́ı a některé nevid́ı.
Pokud je daný mnohoúhelńık konvexńı, tj. jeho hrany zatáčej́ı
pouze doleva, potom pozorovatel vid́ı právě ty hrany (orientované
úsečky), od nichž je napravo.
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Je-li ~AB vektor takové orientované úsečky, potom pro bod C lež́ıćı
napravo od ńı plat́ı, že vektory ~CA = A− C a ~CB = B − C , které
smě̌ruj́ı z bodu C do bodů A a B, jsou vzájemně orientovány
v záporném směru, a proto je jejich jejich

vol ∆( ~CA, ~CB) < 0, úsečku ~AB z bodu C vid́ıme.

Naopak, pro bod C lež́ıćı nalevo od ~AB plat́ı, že

vol ∆( ~CA, ~CB) > 0, úsečku ~AB z bodu C nevid́ıme.

Protože je funkce vol ∆ pouze kladným násobkem funkce det A,
kde sloupce matice A jsou vektory ~CA, ~CB v tomto pǒrad́ı, stač́ı
pouze sledovat znaménka p̌ŕıslušných determinant̊u. Pro konvexńı
mnohoúhelńık nastanou žrejmě právě 2 znaménkové změny
v posloupnosti těchto determinant̊u. Uvedený jednoduchý postup
je často využ́ıván pro testováńı polohy p̌ri standardńıch úlohách ve
2D (a podobně pro p̌ŕıslušnou funkci vol ve 3D) grafice.
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Př́ıklad

Určete, které hrany jsou vidět z bodu C = [2, 0] pro čty̌rúhelńık
daný vrcholy

A = [0, 0], B = [2, 1], D = [3, 3], E = [1, 4].

Body jsou již sěrazeny v kladném směru a tvǒŕı konvexńı
čty̌rúhelńık. Vypoč́ıtáme p̌ŕıslušné determinanty

|A− C ,B − C | =

∣∣∣∣−2 0
0 1

∣∣∣∣ = −2, |B − C ,D − C | =

∣∣∣∣ 0 1
1 3

∣∣∣∣ = −1,

|D − C ,E − C | =

∣∣∣∣ 1 −1
3 4

∣∣∣∣ = 7, |E − C ,A− C | =

∣∣∣∣−1 −2
4 0

∣∣∣∣ = 8.

Pororovatel v bodě C tedy vid́ı pouze prvńı dvě hrany: ~AB a ~BD.
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Relace a zobrazeńı

V závěrečné části úvodńı motivačńı kapitoly se vrát́ıme
k formálńımu popisu matematických struktur, budeme se je ale
pr̊uběžně snažit ilustrovat na již známých p̌ŕıkladech. Zároveň
můžeme tuto část brát jako cvičeńı ve formálńım p̌ŕıstupu
k objekt̊um a koncept̊um matematiky.

Definice

Kartézským součinem A× B dvou množin A a B rozuḿıme
množinu všech uspǒrádaných dvojic (a, b), kde a ∈ A, b ∈ B.
Binárńı relaćı mezi množinami A a B rozuḿıme libovolnou
podmnožinu R kartézského součinu A× B. Často ṕı̌seme a ∼R b
(nebo aRb) pro vyjáďreńı skutečnosti, že (a, b) ∈ R, tj. že body
a ∈ A a b ∈ B jsou v relaci R. Pro A = B hovǒŕıme o (binárńı)
relaci na množině A. Později se setkáte s p̌ŕıklady obecněǰśıch
n-árńıch relaćı.
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Definice

Definičńım oborem relace je podmnožina

D ⊆ A, D = {a ∈ A; ∃b ∈ B, (a, b) ∈ R}.

Podobně oborem hodnot relace je podmnožina

I ⊆ B, I = {b ∈ B;∃a ∈ A, (a, b) ∈ R}.
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Speciálńım p̌ŕıpadem relace mezi množinami je zobrazeńı
z množiny A do množiny B. Je to p̌ŕıpad, kdy pro každý prvek
definičńıho oboru relace existuje právě jeden prvek z oboru hodnot,
který je s ńım v relaci. Nám známým p̌ŕıpadem zobrazeńı jsou
všechny skalárńı funkce, kde oborem hodnot zobrazeńı je množina
skalár̊u, ťreba celých nebo reálných č́ısel. Pro zobrazeńı zpravidla
použ́ıváme značeńı, které jsme také u skalárńıch funćı zavedli.
Ṕı̌seme

f : D ⊆ A→ I ⊆ B, f (a) = b

pro vyjáďreńı skutečnosti, že (a, b) paťŕı do relace, a ř́ıkáme, že b
je hodnotou zobrazeńı f v bodě a.
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Dále ř́ıkáme, že f je

zobrazeńı množiny A do množiny B, jestliže je D = A,

zobrazeńı množiny A na množinu B, jestliže je D = A a
I = B, často také surjektivńı zobrazeńı,

injektivńı zobrazeńı, jestliže je D = A a pro každé b ∈ I
existuje právě jeden vzor a ∈ A, f (a) = b (injektivita se
nejčastěji dokazuje ve tvaru f (a1) = f (a2)⇒ a1 = a2).

Vyjáďreńı zobrazeńı f : A→ B jakožto relace
f ⊆ A× B, f = {(a, f (a)); a ∈ A} známe také pod názvem graf
zobrazeńı f .
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U zobrazeńı je jasná koncepce, jak se skládaj́ı. Máme-li zobrazeńı
f : A→ B a g : B → C , pak jejich složeńı g ◦ f je definováno

(g ◦ f )(a) = g(f (a)).

Ve značeńı použ́ıvaném pro relace totéž můžeme zapsat jako

f ⊆ A× B, f = {(a, f (a)); a ∈ A}
g ⊆ B × C , g = {(b, g(b)); b ∈ B}

g ◦ f ⊆ A× C , g ◦ f = {(a, g(f (a))); a ∈ A}.
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Zcela obdobně definujeme skládáńı relaćı, v p̌redchoźıch vztaźıch
jen doplńıme existenčńı kvantifikátory, tj. muśıme uvažovat
všechny vzory a všechny obrazy.Uvažme relace R ⊆ A× B,
S ⊆ B × C . Potom

S ◦ R ⊆ A× C , S ◦ R = {(a, c);∃b ∈ B, (a, b) ∈ R, (b, c) ∈ S}.

Zvláštńım p̌ŕıpadem relace je identické zobrazeńı

idA = {(a, a) ∈ A× A; a ∈ A}

na množině A. Je neutrálńı vzhledem ke skládáńı s každou relaćı
s definičńım oborem nebo oborem hodnot A.
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Pro každou relaci R ⊆ A× B definujeme inverzńı relaci

R−1 = {(b, a); (a, b) ∈ R} ⊆ B × A.

Pozor, u zobrazeńı je stejný pojem už́ıván ve specifičtěǰśı situaci.
Samožrejmě, že existuje pro každé zobrazeńı jeho invezńı relace, ta
však nemuśı být zobrazeńım. Zcela logicky proto hovǒŕıme
o existenci inverzńıho zobrazeńı, pokud každý prvek b ∈ B je
obrazem pro právě jeden vzor v A. V takovém p̌ŕıpadě je
samožrejmě inverzńı zobrazeńı právě inverzńı relaćı.
Všimněme si, že složeńım zobrazeńı a jeho inverzńıho zobrazeńı
(pokud obě existuj́ı) vždy vznikne identické obrazeńı, u obecných
relaćı tomu tak být nemuśı.
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Definice

V p̌ŕıpadě A = B hovǒŕıme o relaci na množině A. Ř́ıkáme, že R
je:

reflexivńı, pokud idA ⊆ R (tj. (a, a) ∈ R pro všechny a ∈ A),

symetrická, pokud R−1 = R (tj. pokud (a, b) ∈ R, pak i
(b, a) ∈ R),

antisymetrická, pokud R−1 ∩ R ⊆ idA (tj. pokud (a, b) ∈ R
a zároveň (b, a) ∈ R, pak a = b),

tranzitivńı, pokud R ◦ R ⊆ R, tj. pokud z (a, b) ∈ R a
(b, c) ∈ R vyplývá i (a, c) ∈ R.

Relace se nazývá ekvivalence, pokud je současně reflexivńı,
symetrická i tranzitivńı. Relace se nazývá uspǒrádáńı, jestliže je
reflexivńı, tranzitivńı a antisymetrická.
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Uspǒrádáńı

Dobrým p̌ŕıkladem uspǒrádáńı je inkluze. Uvažme množinu 2A

všech podmnožin konečné množiny A (značeńı je speciálńım
p̌ŕıpadem obvyklé notace BA pro množinu všech zobrazeńı A→ B)
a na ńı relaci danou vlastnost́ı být podmnožinou. Evidentně jsou
splněny všechny ťri vlastnosti pro uspǒrádáńı: skutečně, je–li
X ⊆ Y a zároveň Y ⊆ X muśı být nutně množiny X a Y stejné.
Je–li X ⊆ Y ⊆ Z je také X ⊆ Z a také reflexivita je žrejmá.
Ř́ıkáme, že uspǒrádáńı je úplné, když pro každé dva prvky plat́ı že
jsou srovnatelné, tj. bud’ a ≤ b nebo b ≤ a. Všimněme si, že ne
všechny dvojice (X ,Y ) podmnožin v A jsou srovnatelné v tomto
smyslu. Přesněji, pokud je v A v́ıce než jeden prvek, existuj́ı
podmnožiny X a Y , kdy neńı ani X ⊆ Y ani Y ⊆ X .
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Připomeňme rekurentńı definici p̌rirozených č́ısel
N = {0, 1, 2, 3, . . . }, kde

0 = ∅, n + 1 = {0, 1, 2, . . . , n}.

Definujeme relaci m < n právě, když m ∈ n. Evidentně jde o úplné
úspǒrádáńı. Nap̌r. 2 ≤ 4, protože

2 = {∅, {∅}} ⊆ {∅, {∅}, {∅, {∅}}, {∅, {∅}, {∅, {∅}}}} = 4.

Jinak řečeno, samotná rekurentńı definice zadává vztah n ≤ n + 1
a tranzitivně pak n ≤ k pro všechna k, která jsou t́ımto postupem
definována později.
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Vlastnosti uspǒrádáńı

Bud’ (A,≤) uspǒrádaná množina, B ⊆ A.

Horńı závora množiny B je prvek a ∈ A tak, že
∀b ∈ B : b ≤ a, analogicky dolńı závora.

Supremum množiny B je prvek a ∈ A, který je horńı závorou
B a každá jiná horńı závora z splňuje a ≤ z . Analogicky
infimum.

Př́ıklad

sup〈0, 1〉 = 1, inf{ 1
n ; n ∈ N} v R je 0.
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Rozklad podle ekvivalence

Každá ekvivalence R na množině A zadává zároveň rozklad
množiny A na podmnožiny vzájemně ekvivalentńıch prvk̊u, tzv.
ťŕıdy ekvivalance. Klademe pro libovolné a ∈ A

Ra = [a]R = {b ∈ A; (a, b) ∈ A}.

Často budeme psát pro Ra prostě [a], je-li z kontextu žrejmé,
o kterou ekvivalenci jde.
Zjevně Ra = Rb právě, když (a, b) ∈ R a každá taková podmnožina
je tedy reprezentována kterýmkoliv svým prvkem, tzv.
reprezentantem. Zároveň Ra ∩ Rb 6= ∅ právě, když Ra = Rb, tj.
ťŕıdy ekvivalence jsou po dvou disjunktńı. Konečně, A = ∪a∈ARa,
tj. celá množina A se skutečně rozlož́ı na jednotlivé ťŕıdy.
Můžeme také ťŕıdám rozkladu rozumět tak, že ťŕıdu [a] vńımáme
jako prvek a až na ekvivalenci.



Roviná geometrie Relace a zobrazeńı

Ekvivalence vs. rozklad

Př́ıklad

Z = S ∪ L je rozklad celých č́ısel na sudá a lichá, odpov́ıdaj́ıćı
relaćı ekvivalence je a ∼ b právě tehdy, když má a stejnou
paritu jako b.

R = R− ∪ {0} ∪ R+ je rozklad reálných č́ısel na záporná, nulu
a kladná. Odpov́ıdaj́ıćı relace je dána znaménkem.
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Př́ıklad – konstrukce celých č́ısel

Na p̌rirozených č́ıslech uḿıme sč́ıtat a v́ıme, že p̌ričteńım nuly se
č́ıslo nezměńı. Uḿıme i definovat odeč́ıtáńı, p̌ri něm ale jen někdy
existuje výsledek.
Základńı ideou konstrukce celých č́ısel z p̌rirozených je tedy p̌ridat
k nim chyběj́ıćı rozd́ıly. To můžeme udělat tak, že ḿısto výsledku
odeč́ıtáńı budeme pracovat s uspǒrádanými dvojicemi č́ısel, které
nám samožrejmě vždy výsledek dob̌re reprezentuj́ı. Zbývá jen dob̌re
definovat, kdy jsou (z hlediska výsledku odeč́ıtáńı) takové dvojice
ekvivalentńı. Poťrebný vztah tedy je:

(a, b) ∼ (a′, b′) ⇐⇒ a−b = a′−b′ ⇐⇒ a+b′ = a′+b.

Všimněme si, že zat́ımco výrazy v prosťredńı rovnosti v p̌rirozených
č́ıslech neuḿıme, výrazy vpravo už ano. Snadno ově̌ŕıme, že
skutečně jde o ekvivalenci a jej́ı ťŕıdy označ́ıme jako celá č́ısla Z.
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Na ťŕıdách ekvivalence definujeme operaci sč́ıtáńı (a s ńı i
odeč́ıtáńı) pomoćı reprezentant̊u. Nap̌r.

[(a, b)] + [(c , d)] = [(a + c , b + d)],

což zjevně nezáviśı na výběru reprezentant̊u. Lze si p̌ritom vždy
volit reprezentanty (a, 0) pro kladná č́ısla a reprezentanty (0, a) pro
č́ısla záporná, se kterými se nám bude patrně poč́ıtat nejlépe.
Tento jednoduchý p̌ŕıklad ukazuje, jak důležité je umět nahĺıžet na
ťŕıdy ekvivalence jako na celistvý objekt a sousťredit se na
vlastnosti těchto objekt̊u, nikoliv formálńı popisy jejich konstrukćı.
Ty jsou však důležité k ově̌reńı, že takové objekty v̊ubec existuj́ı.
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U celých č́ısel nám už plat́ı všechny vlastnosti skalár̊u
(KG1)–(KG4) a (O1)-(O4), z popisu vlastnost́ı skalár̊u. Pro
násobeńı je neutrálńım prvkem jednička, ale pro všechna č́ısla a
r̊uzná od nuly a jedničky neuḿıme naj́ıt č́ıslo a−1 s vlastnost́ı
a · a−1 = 1, tzn. chyb́ı nám inverzńı prvky. Zároveň si povšimněte,
že plat́ı vlastnost oboru integrity (OI), tzn. je-li součin dvou č́ısel
nulový, muśı být alespoň jedno z nich nula.
D́ıky posledńı jmenované vlastnosti můžeme zkonstruovat
racionálńı č́ısla Q p̌ridáńım všech chyběj́ıćıch inverźı zcela
obdobným způsobem, jak jsme konstruovali Z z N.



Roviná geometrie Relace a zobrazeńı

Př́ıklad – konstrukce racionálńıch č́ısel

Na množině uspǒrádáných dvojic (p, q), q 6= 0, celých č́ısel
definujeme relaci ∼ tak, jak očekáváme, že se maj́ı chovat pod́ıly
p/q:

(p, q) ∼ (p′, q′) ⇐⇒ p/q = p′/q′ ⇐⇒ p · q′ = p′ · q.

Opět neuḿıme očekávané chováńı v prosťredńı rovnosti v množině
Z formulovat, nicméně rovnost na pravé straně ano. Zjevně jde
o dob̌re definovanou relaci ekvivalence (ově̌rte podrobnosti!) a
racionálńı č́ısla jsou pak jej́ı ťŕıdy ekvivalence. Když budeme
formálně psát p/q ḿısto dvojic (p, q), budeme definovat operace
násobeńı a sč́ıtáńı právě pomoćı formuĺı, které nám jsou jistě dob̌re
známy.
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Př́ıklad – zbytkové ťŕıdy

Jiným dobrým a jednoduchým p̌ŕıkladem jsou tzv. zbytkové ťŕıdy
celých č́ısel. Pro pevně zvolené p̌rirozené č́ıslo k definujeme
equivalenci ∼k tak, že dvě č́ısla a, b ∈ Z jsou ekvivalentńı, jestliže
jejich zbytek po děleńı č́ıslem k je stejný. Výslednou množinu ťŕıd
ekvivalence označujeme Zk .
Nejjednoduš̌śı je tato procedura pro k = 2. To dostáváme
Z2 = {0, 1}, kde nula reprezentuje sudá č́ısla, zat́ımco jednička
č́ısla lichá. Opět lze snadno zjistit, že pomoćı reprezentant̊u
můžeme definovat násobeńı a sč́ıtáńı. Zkuste si ově̌rit, že výsledná
množina skalár̊u je komutativńım tělesem (tj. splňuje i vlastnost
pole (P) ) právě když je k prvoč́ıslo.
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