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Definice

Symbolem K budeme nadale znaéit né&jakou mnoZinu skalari
(obvykle R nebo C). Prozatim budeme vektorem rozumét
usporadanou n-tici skalarli, kde pevné zvolené n € N budeme
nazyvat dimenazi.
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Definice

Symbolem K budeme nadale znaéit né&jakou mnoZinu skalari
(obvykle R nebo C). Prozatim budeme vektorem rozumét
usporadanou n-tici skalarli, kde pevné zvolené n € N budeme
nazyvat dimenazi.

Séitani vektora definujeme po slozkach (skaldry samoziejmé
s¢itat umime)

ut+v=_(u14+vi,...,Us+ vp)
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Definice

Symbolem K budeme nadale znaéit né&jakou mnoZinu skalari
(obvykle R nebo C). Prozatim budeme vektorem rozumét
usporadanou n-tici skalarli, kde pevné zvolené n € N budeme
nazyvat dimenazi.

Séitani vektora definujeme po slozkach (skaldry samoziejmé
s¢itat umime)

ut+v=_(u14+vi,...,Us+ vp)

a nasobeni vektoru u = (u1, ..., u,) skalarem a definujeme tak,
Ze kazdy prvek n-tice u vyndsobime skaldrem a (skaldry v K
nasobit umime), tj.

a-u=a-(u1,...,un)=(a-u1,...,a-up).
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Pro vektory a jejich s¢itani zjevné plati axiomy komutativni grupy
s nulovym prvkem
0=(0,...,0) e K".

Zamérné zde pouZivdme pro nulovy prvek stejny symbol jako pro
nulovy prvek skalard.
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Pro vektory a jejich s¢itani zjevné plati axiomy komutativni grupy

s nulovym prvkem
0=(0,...,0) e K".

Zamérné zde pouZivdme pro nulovy prvek stejny symbol jako pro
nulovy prvek skalard.

Konvence zna&enf

Podobné budeme pro s¢itdni a ndsobeni pouzivat stale stejny
symbol (plus a bud tetku nebo prosté zfet&zeni znakii). Navic
nebudeme pouzivat pro vektory Zadné specidlni znaceni, a
ponechavame na ¢tendfi aby udrZoval svoji pozornost pfemyslenim
o kontextu. Pro skaldry ale spiSe budeme pouzivat pismena ze
zatatku abecedy a pro vektory od konce (prostfedek ndm zlstane

na indexy promé&nych a pro pouZiti v souttech).
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Vlastnosti operaci na vektorech

Pro v8echny vektory v, w € K" a skaldry a, b € K plati

a-(v+w)=a-v+a-w (V1)
(a+b)-v=a-v+b-v (V2)
a-(b-v)=(a-b)-v (V3)

(V4)

l-v=v
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Skalarni soudin redlnych vektor(

s

Skalarni souin dvou vektorl u,v € R” je realné ¢islo

n
uv=(ut,...,up)(vi,...,vp) = ur-vitup-vo+---+upvy, = E uj-v;.
i=1

Skalarni soudin Ize tedy brat jako zobrazeni - : R” x R” — R.
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Skalarni soudin redlnych vektor(

s

Skalarni souin dvou vektorl u,v € R” je realné ¢islo

n
uv=(ut,...,up)(vi,...,vp) = ur-vitup-vo+---+upvy, = E uj-v;.
i=1

Skalarni soudin Ize tedy brat jako zobrazeni - : R” x R” — R.

(1,2,3)-(2,-3,1)=1-2+42-(-3)+3-1=2—-6+3=—1

Pozor! Neplette si ndsobeni vektoru skaldrem (tj. ndsobeni vektoru
Cislem, kdy je vysledek opét vektor) se skalarnim sou&inem (dvou
vektoril, kdy je vysledek &islo)!



Vektory
ooooe

Pomoci skaldrniho soucinu lze zjednodusit geometricky vztah pro
thel dvou vektorli
u-v

cosY = ———,
[l vl
ptipadné zavést pojem kolmosti mezi vektory, tj. u L v pokud
u-v =0 (neboli cosy) =0, tj. ¥ = J).
V&imné&te si, Ze pro velikost vektoru u = (uy, ..., up) plati

ul =\/t?+ - +u2=\u-u, neboli wu-u=|ul?

Je-li dimenze obou vektoril 1, je zfejmé& skaldrni nasobeni vektori
(= Cisel) oby&ejnym ndsobenim Cisel.
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© Matice nad skalary
@ Linedrni rovnice a jejich soustavy



Matice nad skaldry
000
Definice

Matici typu m/n nad skaldry K rozumime obdélnikové schéma

aill dai12 ... din

ani ano 000 daon
A=

dml adm2 --- Amn

kde a;; € K pro v8echny 1 </ < m, 1 <j < n. Matici A s prvky
ajj znatime také A = (aj).
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Definice

Matici typu m/n nad skaldry K rozumime obdélnikové schéma

aill dai12 ... din

ani ano 000 daon
A=

dml adm2 --- Amn

kde a;; € K pro v8echny 1 </ < m, 1 <j < n. Matici A s prvky
aj znatime také A = (aj).

(Fveédkové) vektory (aj1, aj2, - - -, ain) € K" nazyvame (i—té) ¥adky
matice A, i = 1,..., m, (sloupcové) vektory

(aij, a2j,---,amj) € K™ nazyvame (j-té) sloupce matice A,
j=1...,n.
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Definice

Matici typu m/n nad skaldry K rozumime obdélnikové schéma

aill dai12 ... din

ani ano 000 daon
A=

dml adm2 --- Amn

kde a;; € K pro v8echny 1 </ < m, 1 <j < n. Matici A s prvky
aj znatime také A = (aj).
(Radkové) vektory (aj1, a2, - - -, ain) € K" nazyvame (i—té) ¥adky

matice A, i = 1,..., m, (sloupcové) vektory
(aij, a2j,---,amj) € K™ nazyvame (j-té) sloupce matice A,
j=1...,n.

Matici miZeme také chipat jako zobrazenf{
A:A{L....m} x{1,....,n} = K
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Matice typu 1/n nebo n/1 jsou vlastn& pravé vektory v K”.
Obecné matice Ize v8ak chapat jako vektory v K™", prosté
zapomeneme na Yadkovani. Zejména tedy je definovdno s&itani
matic a ndsobeni matic skalary:

A+ B = (aj + bjj),
kde A = (aj), B = (by),
a-A=(a.aj),

kde A = (aj), a € K.
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Matice typu 1/n nebo n/1 jsou vlastn& pravé vektory v K”.
Obecné matice Ize v8ak chapat jako vektory v K™", prosté
zapomeneme na Yadkovani. Zejména tedy je definovdno s&itani
matic a ndsobeni matic skalary:

A+ B = (aj + bjj),
kde A = (aj), B = (bj),
a-A=(a.aj),
kde A = (aj), a € K.

Daéle pak matice
—A=(—ay)

se nazyvad matice opacéna k matici A.
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Kone&né&, matice

se nazyvd nulova matice.
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Kone&né&, matice

se nazyvd nulova matice.
Zapomenutim ¥adkovani tak ziskdme nasledujici tvrzeni:

Predpisy pro A+ B, a- A, —A, 0 zadavaji na mnoZiné vSech matic
typu m/n operace s&itani a ndsobeni skaldry spliiujici axiomy

(V1)~(V4).
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Linearni rovnice a jejich soustavy

Linedrn{ rovnice je rovnice typu
aixy+axo+--+apx,=>b

X1, ..., X jSOU Nneznamé (téz proménné), ai, ..., a,, b jsou
koeficienty.
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Linearni rovnice a jejich soustavy

Linedrn{ rovnice je rovnice typu

aixy+axo+--+apx,=>b

X1, ..., X jSOU Nneznamé (téz proménné), ai, ..., a,, b jsou
koeficienty.
P¥iklad

Rovnice

(a) 2x1 +axa —x3 =1 je linearni,
(b) 2x1 + ax3 — x3 = 1 nenf linedrni,
(c) 2x1 4+ axox3 — x3 =1 neni linedrni,
(d)

2x1 —x3 = 1 je linearni.
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Maticovy zapis systémi linearnich rovnic

Matice Ize vhodné vyuZit pro zapis linearnich rovnic. Uvazme
nésledujici systém m rovnic o n neznamych:

aiix1 + awpxe + -+ ainXn = 11

az1X1 + axpXxo + -+ apXp = Y2

am1X1 + ameX2 + -+ amnXn = Ym-

Posloupnost xi, ..., x, Ize chapat jako vektor proménnych, tj.
sloupec v matici typu n/1, a podobn& s hodnotami yi, ..., yn.
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Systém rovnic lze pak formalné psat ve tvaru A-x =y :

a1 ... din X1 i

dml .-+ dmn Xn Yn
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Systém rovnic Ize pak formaln& psat ve tvaru A-x =y :

a1 ... din X1 i

dml .-+ dmn Xn Yn

Pavodni rovnice nyni obdrzime tak, Ze vidy bereme ¥adky z A a
s¢itdme souciny odpovidajicich komponent, tj. ajixy + - -+ + ajnXn.
Tim ziskdme i-ty prvek vysledného vektoru.

V roving, tj. pro vektory dimenze 2, jsme uZ zavedli takovyto pocet
a vidéli jsme, Ze s nim Ize pracovat velice efektivn&. Nyni budeme
postupovat obecnéji a zavedeme i na maticich operace ndsobeni.
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Soudin matic

Pro libovolnou matici A = (aj;) typu m/n nad okruhem skalari K
a libovolnou matici B = (bj) typu n/q nad K definujeme jejich
soutin C = A- B = (cjk) jako matici typu m/q s prvky

n
Cik = Zaijbjk. pro libovolné 1 </ < m, 1< k <gq,
Jj=1

tj. prvek cjx ve vysledné matici soucinu dostaneme tak, Ze skalarn&
vyndsobime

(i—ty ¥ddek matice A) a (k-ty sloupec matice B).
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Soudin matic

Pro libovolnou matici A = (aj;) typu m/n nad okruhem skalari K
a libovolnou matici B = (bj) typu n/q nad K definujeme jejich
soutin C = A- B = (cjk) jako matici typu m/q s prvky

n
Cik = Zaijbjk. pro libovolné 1 </ < m, 1< k <gq,
Jj=1

tj. prvek cjx ve vysledné matici soucinu dostaneme tak, Ze skalarn&
vyndsobime

(i—ty ¥ddek matice A) a (k-ty sloupec matice B).

Priklad
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Soudin matic

Pro libovolnou matici A = (aj;) typu m/n nad okruhem skalari K
a libovolnou matici B = (bj) typu n/q nad K definujeme jejich
soutin C = A- B = (cjk) jako matici typu m/q s prvky

n
Cik = Zaijbjk. pro libovolné 1 </ < m, 1< k <gq,
Jj=1

tj. prvek cjx ve vysledné matici soucinu dostaneme tak, Ze skalarn&
vyndsobime

(i—ty ¥ddek matice A) a (k-ty sloupec matice B).

ey B S

V opa¢ném poradi nelze tyto dv& matice nasobit!

Priklad
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Ctvercové matice

U matice typu n/n hovofime o &tvercové matici. Polet ¥adki a
sloupcii se nazyvda dimenze matice. Matici

1 ... 0
En = (51'1') = 1: .o
0o ... 1
se fikd jednotkova matice (symbol §;; je tzv. Kroneckerovo delta,
které je rovno 1, pokud i = j, jinak je rovno 0).
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Na mnozin& ¢tvercovych matic nad K dimenze n je soudin matic
definovdn pro kazdé dv& matice:

Véta

Pro libovolny okruh skalarii je na mnoZiné vsech ¢tvercovych matic
dimenze n definovana operace nasobeni. Spliiuje vlastnosti (O1)
(asociativita) a (O3) vzhledem k jednotkové matici E = (0;;). Dale
spolu se s¢itanim matic vyhovuje (O4) (distributivita). Obecné&
vSak neplati (02) (komutativita) ani (Ol) neexistence délitel nuly,
zejména tedy neplati (P) (existence inverzniho prvku)
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Na mnozin& ¢tvercovych matic nad K dimenze n je soudin matic
definovdn pro kazdé dv& matice:

Véta

Pro libovolny okruh skalarii je na mnoZiné vsech ¢tvercovych matic
dimenze n definovdana operace nasobeni. Spliiuje vlastnosti (O1)
(asociativita) a (O3) vzhledem k jednotkové matici E = (0;;). Dale
spolu se s¢itanim matic vyhovuje (O4) (distributivita). Obecné&
vSak neplati (02) (komutativita) ani (Ol) neexistence délitel nuly,
zejména tedy neplati (P) (existence inverzniho prvku)

P¥i dikazu p¥edchoziho tvrzeni neni podstatny stejny podet ¥adki
a sloupcti, kromé samotné existence operace nasobeni pro viechny
dvojice matice. P¥islusné vlastnosti proto plati obecnéji:

Nasobeni matic je asociativni a distributivni, tj.

A (B-C)=(A-B)-C,A-(B+C)=A-B+ A-C, kdykoliv jsou
tato ndsobeni definovana. Jednotkova matice je neutrdlnim prvkem
pro ndsobeni zleva i zprava.
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Trojuhelnikové matice

Specidlnim p¥ipadem &tvercové matice je matice trojihelnikova,
kterd ma bud pod hlavni diagondlou pouze nuly (tzv. horni
trojihelnikova matice) nebo nad hlavni diagondlou pouze nuly
(tzv. dolni trojihelnikova matice). Na hlavni diagonale mohou
byt prvky nenulové nebo i nulové.
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Trojuhelnikové matice

Specidlnim p¥ipadem &tvercové matice je matice trojihelnikova,
kterd ma bud pod hlavni diagondlou pouze nuly (tzv. horni
trojihelnikova matice) nebo nad hlavni diagondlou pouze nuly
(tzv. dolni trojihelnikova matice). Na hlavni diagonale mohou
byt prvky nenulové nebo i nulové.

Priklad

P¥iklady hornich trojihelnikovych matic jsou jednotkova matice E,
nebo nulovd matice 0 (ob& ¥adu n) nebo nap¥. matice

-1

2 1 0 2 23
0 0)’ 0 3)° 00 1
0 0 —1
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Trojuhelnikové matice

Specidlnim p¥ipadem &tvercové matice je matice trojihelnikova,
kterd ma bud pod hlavni diagondlou pouze nuly (tzv. horni
trojihelnikova matice) nebo nad hlavni diagondlou pouze nuly
(tzv. dolni trojihelnikova matice). Na hlavni diagonale mohou
byt prvky nenulové nebo i nulové.

Priklad

P¥iklady hornich trojihelnikovych matic jsou jednotkova matice E,
nebo nulovd matice 0 (ob& ¥adu n) nebo nap¥. matice

2 1 0 2 29 =1
00’03’001
0 0 -1

Ovéfte si, Ze soutin dvou (&i vice) hornich trojdhelnikovych matic
(p¥ipadné dolnich trojihelnikovych matic) je opé&t horni
trojiihelnikovd matice (p¥ipadn& dolni trojdhelnikova matice).
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Diagondlni matice

Je-li matice A soucasné horni i dolni trojihelnikova, potom m3a
mimo hlavni diagonalu pouze nuly. Takovd matice se nazyva
diagonalni. Na hlavni diagonale mohou byt prvky nenulové nebo i
nulové. Tj. &tvercova matice A = (ajj) ¥adu n je diagonalni, pokud
ajj = 0 pro v8echny indexy i # j.
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Diagondlni matice

Je-li matice A soucasné horni i dolni trojihelnikova, potom m3a
mimo hlavni diagonalu pouze nuly. Takovd matice se nazyva
diagonalni. Na hlavni diagonale mohou byt prvky nenulové nebo i
nulové. Tj. &tvercova matice A = (ajj) ¥adu n je diagonalni, pokud
ajj = 0 pro v8echny indexy i # j.

P¥iklad
P¥iklady diagonalnich matic jsou jednotkovd matice / nebo nulova
matice 0 (ob& ¥adu n) nebo nap¥. matice

2 0 0 0 200
0 0)’ 0 3)° 03 0
0 0 -1
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Diagondlni matice

Je-li matice A soucasné horni i dolni trojihelnikova, potom m3a
mimo hlavni diagonalu pouze nuly. Takovd matice se nazyva
diagonalni. Na hlavni diagonale mohou byt prvky nenulové nebo i
nulové. Tj. &tvercova matice A = (ajj) ¥adu n je diagonalni, pokud
ajj = 0 pro v8echny indexy i # j.

P¥iklad
P¥iklady diagonalnich matic jsou jednotkovd matice / nebo nulova
matice 0 (ob& ¥adu n) nebo nap¥. matice

2 0 0 0 200
0 0)’ 0 3)° 03 0
0 0 -1

Ovéfte si, Ze soutin dvou (&i vice) diagondlnich matic je opé&t
diagonalni matice.
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Inverzni matice

Se skalary umime pocitat tak, Ze z rovnosti a- x = b umime
vyjadfit x = a1 - b, kdykoliv inverze k a existuje. Podobn& bychom
to chtéli umé&t s maticemi, mame ale problém, jak poznat, zda
takova inverze existuje, a jak ji spoditat.
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Inverzni matice

Se skalary umime pocitat tak, Ze z rovnosti a- x = b umime
vyjadfit x = a1 - b, kdykoliv inverze k a existuje. Podobn& bychom
to chtéli umé&t s maticemi, mame ale problém, jak poznat, zda
takova inverze existuje, a jak ji spoditat.

Rikdme, 7e B je matice inverzni k matici A, kdy?
A-B=B-A=E.Pi%eme pak B = A~ a je samozFejmé, Ze obé
matice musi mit tutéz dimenzi n. Matici, k niZ existuje matice
inverzni, fikdme regularni (invertibilni) matice.
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Inverzni matice

Se skalary umime pocitat tak, Ze z rovnosti a- x = b umime
vyjadfit x = a1 - b, kdykoliv inverze k a existuje. Podobn& bychom
to chtéli umé&t s maticemi, mame ale problém, jak poznat, zda
takova inverze existuje, a jak ji spoditat.

Rikdme, 7e B je matice inverzni k matici A, kdy?
A-B=B-A=E.Pi%eme pak B = A~ a je samozFejmé, Ze obé
matice musi mit tutéz dimenzi n. Matici, k niZ existuje matice
inverzni, fikdme regularni (invertibilni) matice.

Pokud A1 a B71 existuji, pak existuje i (A-B)™1 = B~1.A7L Je
totiz (diky asociativité ndsobenf)
(B1.A1).(AB)=B"1.(A1.A).B=Ea
(A-B)-(BL-A1)=A-(B-B1)-Al=E
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Priklad

Matice
0 1
2=(s o)

nema inverzi. Pokud by méla byt né&jaka matice

= (2 9)

inverzni k matici A, potom by muselo platit

o3 8)-(9-G -G

coZ nelze splnit pro libovolnou volbu &isel a, b, ¢, d.
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Zakladni vlastnosti reguldrnich a singuldrnich matic jsou shrnuty
v nasledujicim tvrzeni.

Necht A, B jsou &tvercové matice Fadu n.
(i) Je-li A reguldrni, je jeji inverze A=Y uréena jednoznacné.

(i1) Je-li A regularni, pak je
(A H) T =A

(iii) Jsou-li A i B reguldrni, potom je také AB reguldrni a plati

AB) L =B YAl (Pozor, poFadi u inverzi se vyménilo!
y
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ProtoZe s maticemi umime pocitat obdobné jako se skaldry, jen
maji slozit&jsi chovani, mizeme formalné snadno Fesit systémy

linedrnich rovnic: Jestlize vyjadfime soustavu n rovnic pro n
nezndmych soudinem matic

a1l T dlm X1 n
A-x= . —
dml ' dmm Xm Ym

a existuje matice inverzni k matici A, pak lze nasobit zleva A~! a
dostaneme A~! .y = A"l A. x = E - x = x, tj. hledané Ye$eni.
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ProtoZe s maticemi umime pocitat obdobné jako se skaldry, jen
maji slozit&jsi chovani, mizeme formalné snadno Fesit systémy
linedrnich rovnic: Jestlize vyjadfime soustavu n rovnic pro n
nezndmych soudinem matic

a1 - dim X1 y1
A-x= . —

dml ' dmm Xm Ym

a existuje matice inverzni k matici A, pak lze nasobit zleva A~! a
dostaneme A~! .y = A"l A. x = E - x = x, tj. hledané Ye$eni.
Naopak rozepsanim podminky A - A~! = E pro neznamé skalary
v hledané matici A1 dostaneme n systémii linearnich rovnic se
stejnou matici na levé stran& a vektory napravo (postupné)

(1,0,...,0)7,(0,1,0,...,0)",...,(0,...,0,1)".
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Pozddji si ukazeme, jak Ize jednoduse vypotitat matici A~1. Pro
zatatek ale miZeme uvést vzorec pro vypolet inverze k matici typu

2 X 2:
_(a b -1 _ 1 d —b
A(c d)’ A detA(—c a)’
kde det A = ad — bc je determinant matice A. Ové&Fte pfimym
vypoltem, Ze jsou splnény defini¢ni vztahy pro inverzi.
Je tedy vid&t, Ze matice A ¥adu 2 je reguldrni < det A#0 (a
tedy A je singuldrni < det A=0.)
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Transponovand matice

Necht A = (a;) je matice typu m x n. Matici AT := (a;),
nazyvame transponovana matice k matici A.

Matice AT vznikne tak, ¥e ¥adky matice A napieme do sloupcii
(nebo sloupce matice A do ¥adkil). M4 tedy matice AT typ n x m.
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Transponovand matice

Necht A = (a;) je matice typu m x n. Matici AT := (a;),
nazyvame transponovana matice k matici A.

Matice AT vznikne tak, ¥e ¥adky matice A napieme do sloupcii
(nebo sloupce matice A do ¥adkil). M4 tedy matice AT typ n x m.

Priklad




Matice nad skaldry
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Tvrzeni

Plati nasledujici vztahy:
o (AT =A (A+B)T=AT +BT,
o (AB)T = BTAT  (Pozor, poFadi u transponovanych matic
se vymeénilo!),
° (AT)—l — (A—l)T.
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Tvrzeni

Plati nasledujici vztahy:
o (AT =A (A+B)T=AT +BT,
o (AB)T = BTAT  (Pozor, poFadi u transponovanych matic
se vymeénilo!),
° (AT)—l — (A—l)T.

Zkuste sami, jsou jednoduché. [




Ekvivalentni tpravy matic

Plan prednéasky

© Ekvivalentni tpravy matic



Ekvivalentni tpravy matic
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Z hlediska FeSeni systémi rovnic
A-x=b

je jisté ptirozené povazovat za ekvivalentni matice A a vektory b,
které zaddvaji systémy rovnic se stejnym FeSenim. Uvedeme si
jednoduché manipulace s ¥adky rovnic a stejnym zplisobem pak
muZeme upravovat i vektor napravo. KdyZ se nam podaf¥i vlevo
dostat systém s jednotkovou matici, bude napravo feSeni
ptvodniho systému.
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Z hlediska FeSeni systémi rovnic
A-x=b

je jisté ptirozené povazovat za ekvivalentni matice A a vektory b,
které zaddvaji systémy rovnic se stejnym FeSenim. Uvedeme si
jednoduché manipulace s ¥adky rovnic a stejnym zplisobem pak
muZeme upravovat i vektor napravo. KdyZ se nam podaf¥i vlevo
dostat systém s jednotkovou matici, bude napravo feSeni
ptvodniho systému.

Takovym operacim ¥fikdme Fadkové elementarni transformace.
Jsou to:

@ zaména dvou Fadki

@ vyndsobeni vybraného fddku nenulovym skaldrem
@ pri¢teni ¥adku k jinému ¥adku.
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Z hlediska FeSeni systémi rovnic
A-x=b

je jisté ptirozené povazovat za ekvivalentni matice A a vektory b,
které zaddvaji systémy rovnic se stejnym FeSenim. Uvedeme si
jednoduché manipulace s ¥adky rovnic a stejnym zplisobem pak
muZeme upravovat i vektor napravo. KdyZ se nam podaf¥i vlevo
dostat systém s jednotkovou matici, bude napravo feSeni
ptvodniho systému.
Takovym operacim ¥fikdme Fadkové elementarni transformace.
Jsou to:

@ zaména dvou Fadki

@ vyndsobeni vybraného fddku nenulovym skaldrem

@ pri¢teni ¥adku k jinému ¥adku.
Je zjevné, 7e odpovidajici operace na drovni rovnic v systému
nemohou zménit mnoZinu v8ech jeho feSeni. Pozdgji bude vidét, Ze
sloupcové transformace rovnéz odpovidaji feSeni téhoz systému,
tentokrat ale v transformovanych sou¥adnicich.
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Analogicky, sloupcové elementarni transformace matic jsou

@ zaména dvou sloupci

@ vynasobeni vybraného sloupce nenulovym skaldrem

@ pritteni sloupce k jinému sloupci,
ty v8ak nezachovavaji ¥eSeni pfislusnych rovnic, protoZe mezi sebou
michaji samotné proménné.
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Analogicky, sloupcové elementarni transformace matic jsou

@ zaména dvou sloupci

@ vynasobeni vybraného sloupce nenulovym skaldrem

@ pritteni sloupce k jinému sloupci,
ty v8ak nezachovavaji ¥eSeni pfislusnych rovnic, protoZe mezi sebou
michaji samotné proménné.
Systematicky miZeme pouZit elementdrni ¥adkové lpravy
k postupné eliminaci proménnych. Postup je algoritmicky a
vétSinou se mu ¥ikd Gausova eliminaéni metoda .
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Metodou Gaussovy eliminace vy¥eSte systém

X1 — X2 + 23 — xz =
dx; + 2x0 — X3 + 2x4 =
3x1 + x2 4+ X3 + xz =

w N =
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Véta

Nenulovou matici nad libovolnym okruhem skalari K Ize konecné
mnoha elementarnimi ¥adkovymi transformacemi prevést na tzv.
(Fadkové) schodovity tvar:

@ Je-li ajj = 0 a vSechny predchozi prvky na i-tém Fadku jsou
také nulové, potom a,; = 0 pro véechna k > i

o je-li aii_yy; prvni nenulovy prvek na (i — 1)-nim Fadku, pak
ajj = 0.
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Véta
Nenulovou matici nad libovolnym okruhem skalari K Ize konecné

mnoha elementarnimi ¥adkovymi transformacemi prevést na tzv.
(Fadkové) schodovity tvar:

@ Je-li ajj = 0 a vSechny predchozi prvky na i-tém Fadku jsou
také nulové, potom a,; = 0 pro véechna k > i

o je-li aii_yy; prvni nenulovy prvek na (i — 1)-nim Fadku, pak
ajj = 0.

Matice v Fadkové schodovitém tvaru vypada takto

o ... 0 aij .. aim
0 ... 0 0 cee A2k ... aA2m
0 ... ... ... ... 0 aip

a matice miZe, ale nemusi, kon&it nékolika nulovymi ¥adky.



Ekvivalentni tpravy matic
K pfevodu libovolné matice miZeme pouZit jednoduchy algoritmus:

Uprava matice na schodovity tvar

@ Zaménou ¥adkl docilime, Ze v prvnim ¥adku bude v prvnim
nenulovém sloupci nenulovy prvek, necht je to j-ty sloupec.
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K pfevodu libovolné matice miZeme pouZit jednoduchy algoritmus:

Uprava matice na schodovity tvar

@ Zaménou ¥adkl docilime, Ze v prvnim ¥adku bude v prvnim
nenulovém sloupci nenulovy prvek, necht je to j-ty sloupec.
@ Proi=2,..., vynasobenim prvniho ¥adku prvkem aj;, i-tého

faddku prvkem ay; a odectenim vynulujeme prvek a;; na i-tém
Fadku.




Ekvivalentni tpravy matic
K pfevodu libovolné matice miZeme pouZit jednoduchy algoritmus:

Uprava matice na schodovity tvar

@ Zaménou ¥adkl docilime, Ze v prvnim ¥adku bude v prvnim
nenulovém sloupci nenulovy prvek, necht je to j-ty sloupec.

@ Proi=2,..., vynasobenim prvniho ¥adku prvkem aj;, i-tého
faddku prvkem ay; a odectenim vynulujeme prvek a;; na i-tém
Fadku.

© Opakovanou aplikaci bodl (1) a (2), vzdy pro zbytek ¥adki a
sloupcii v ziskané matici dospéjeme po kone¢ném poctu krokd
k pozadovanému tvaru.
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K pfevodu libovolné matice miZeme pouZit jednoduchy algoritmus:

Uprava matice na schodovity tvar

@ Zaménou ¥adkl docilime, Ze v prvnim ¥adku bude v prvnim
nenulovém sloupci nenulovy prvek, necht je to j-ty sloupec.

@ Proi=2,..., vynasobenim prvniho ¥adku prvkem aj;, i-tého
faddku prvkem ay; a odectenim vynulujeme prvek a;; na i-tém
Fadku.

© Opakovanou aplikaci bodl (1) a (2), vzdy pro zbytek ¥adki a
sloupcii v ziskané matici dospéjeme po kone¢ném poctu krokd
k pozadovanému tvaru.
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K pfevodu libovolné matice miZeme pouZit jednoduchy algoritmus:

Uprava matice na schodovity tvar

@ Zaménou ¥adkl docilime, Ze v prvnim ¥adku bude v prvnim
nenulovém sloupci nenulovy prvek, necht je to j-ty sloupec.

@ Proi=2,..., vynasobenim prvniho ¥adku prvkem aj;, i-tého
faddku prvkem ay; a odectenim vynulujeme prvek a;; na i-tém
Fadku.

© Opakovanou aplikaci bodl (1) a (2), vzdy pro zbytek ¥adki a
sloupcii v ziskané matici dospéjeme po kone¢ném poctu krokd
k pozadovanému tvaru.

Uvedeny postup je obvykla eliminace proménnych v systémech
linedrnich rovnic. Pro FeSeni systém{ rovnic ma ale uvedeny postup
rozumny smysl jen, kdyZ mezi skalary neexistuji délitelé nuly. Pokud
tvofi skaldry pole, pak miZeme navic ze schodovitého tvaru snadno
spotist ¥eSeni (pFipadné& ové&fit jeho neexistenci). Rozdily jsou dob¥e
vid&t pt¥i porovnani tteba K = Z a K = R, pfipadné Z;, nebo Z3.
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Realizace pomoci elementarnich matic
V&imné&me si, Ze elementarni Fadkové (resp. sloupcové)
transformace odpovidaji vyndsobenim zleva (resp. zprava)
ndsledujicimi maticemi:

@ P¥ehozeni i-tého a j-tého ¥adku (resp. sloupce)

1 0
0
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Realizace pomoci elementarnich matic

@ Vyndasobeni i-tého ¥adku (resp. sloupce) skaldrem a:

1
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Realizace pomoci elementarnich matic

@ Setteni i-tého ¥adku (resp. sloupce) s j-tym:

1 0
0
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Toto jednoduché pozorovani je ve skuteénosti velice podstatné,
protoze soudin invertibilnich matic je invertibilni a v8echny
elementarni transformace jsou nad polem skalar( invertibilni. Pro
libovolnou matici A tedy dostaneme ndsobenim vhodnou
invertibilni matici P = Py - -- Py zleva (postupné ndsobeni k
maticemi zleva) jeji ekvivalentni ¥adkovy schodovity tvar

A =P-A
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Toto jednoduché pozorovani je ve skuteénosti velice podstatné,
protoze soudin invertibilnich matic je invertibilni a v8echny
elementarni transformace jsou nad polem skalar( invertibilni. Pro
libovolnou matici A tedy dostaneme ndsobenim vhodnou
invertibilni matici P = Py - -- Py zleva (postupné ndsobeni k
maticemi zleva) jeji ekvivalentni ¥adkovy schodovity tvar

A =P-A

Jestlize obecné& aplikujeme tentyZ eliminaéni postup na sloupce,
dostaneme z kazdé matice B jeji sloucovy schodovity tvar B’
vynasobenim vhodnou invertibilni matici Q@ = Qy - - - Q. Pokud ale
zatneme s matici B = A’ v ¥adkov& schodovitém tvaru, eliminuje
takovy postup pouze viechny dosud nenulové prvky mimo
diagondlu matice a zadv&rem lze jesté i tyto elementarnimi
operacemi zménit na jednic¢ky. Celkem jsme tedy ovéFili dileZity
vysledek, ke kterému se budeme mnohokrat vracet:



Ekvivalentni tpravy matic
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Véta

Pro kaZdou matici A typu m/n nad polem skaldri K existuji
Ctvercové invertibilni matice P dimenze m a Q dimenze n takové,
Ze matice P - A je v Fadkové schodovitém tvaru a

1 ... 0 ... ... ...0
0 1 0 0
Pefla Q)= 0 01 0 ...0
0 0 0 0 ... 0
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Algoritmus pro vypocet inverzni matice

V predchozich lGvahach jsme se dostali prakticky k tplnému
algoritmu pro vypodet inverzni matice. BEhem jednoduchého nize
uvedeného postupu bud' zjistime, Ze inverze neexistuje, nebo bude
inverze spoctena. | nadale pracujeme nad polem skalard.
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Algoritmus pro vypocet inverzni matice

V predchozich lGvahach jsme se dostali prakticky k tplnému
algoritmu pro vypodet inverzni matice. BEhem jednoduchého nize
uvedeného postupu bud' zjistime, Ze inverze neexistuje, nebo bude
inverze spoctena. | nadale pracujeme nad polem skalard.
Ekvivalentni ¥adkové transformace se ¢tvercovou matici A dimenze
n vedou k matici P’ takové, Ze P’ - A bude v ¥adkov& schodovitém
tvaru. P¥itom miZe (ale nemusi) byt jeden nebo vice poslednich
tadkid nulovych. Jestlize ma existovat inverzni matice k A, pak
existuje i inverzni matice k P’ - A. JestliZe vak je posledni ¥adek

v P - A nulovy, bude nulovy i posledni ¥adek v P - A- B pro
jakoukoliv matici B dimenze n. Existence takového nulového Fadku
ve vysledku (¥adkové) Gaussovy eliminace tedy vylu€uje existenci
AL
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P¥edpokladejme nyni, ¥e A~! existuje. Podle predchoziho
nalezneme ¥adkové schodovity tvar bez nulového ¥adku, tzn. Ze
v8echny diagondini prvky v P’ - A jsou nenulové. Pak ov&em
pokraovdnim eliminace od pravého dolniho rohu zpét a
vynormovanim diagondlnich prvkid na jedni¢ky ziskdame
jednotkovou matici E.
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P¥edpokladejme nyni, ¥e A~! existuje. Podle predchoziho
nalezneme ¥adkové schodovity tvar bez nulového ¥adku, tzn. Ze
v8echny diagondini prvky v P’ - A jsou nenulové. Pak ov&em
pokraovdnim eliminace od pravého dolniho rohu zpét a
vynormovanim diagondlnich prvkid na jedni¢ky ziskdame
jednotkovou matici E.
Matice A je tedy ekvivalentni s jednotkovou matici E, tj. existuji
elementdrni matice Py, ..., P, takové, Ze

PPy 1...PiA=E.

VyuZijme asociativitu ndsobeni matic a uzdvorkujme tento vztah
nasledovné:

(PcPi_1...P1)-A=E, neboli (PxPx_y...P1)-E=A"L
(1)
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P¥edpokladejme nyni, ¥e A~! existuje. Podle predchoziho
nalezneme ¥adkové schodovity tvar bez nulového ¥adku, tzn. Ze
v8echny diagondini prvky v P’ - A jsou nenulové. Pak ov&em
pokraovdnim eliminace od pravého dolniho rohu zpét a
vynormovanim diagondlnich prvkid na jedni¢ky ziskdame
jednotkovou matici E.
Matice A je tedy ekvivalentni s jednotkovou matici E, tj. existuji
elementdrni matice Py, ..., P, takové, Ze

PPy 1...PiA=E.

VyuZijme asociativitu ndsobeni matic a uzdvorkujme tento vztah
nasledovné:

(PcPi_1...P1)-A=E, neboli (PxPx_y...P1)-E=A"L
(1)

Potom Ize snadno vidét, Ze pro matici

B:=PPi_1...P, plati B-A=E neboli B=A"1



Ekvivalentni tpravy matic
000000000000e

Nagli jsme tedy inverzni matici A~% k matici A. Zbyva jen petist,
jak se vyZe uvedena matice B = A~ zkonstruuje.

Prakticky tedy mizeme postupovat tak, Ze vedle sebe napiseme
ptvodni matici A a jednotkovou matici E, matici A upravujeme
fadkovymi elementarnimi Gpravami nejprve na schodovity tvar,
potom tzv. zpétnou eliminaci na diagondlni matici a v té ndsobime
¥adky inverznimi prvky z K. TytéZ dpravy postupné provadéné s E
vedou pravé k matici B z ptedchozich tlvah, tedy z ni ziskdme
pravé hledanou inverzi. Pokud tento algoritmus narazi na
vynulovani celého ¥adku v plvodni matici, znamend to, Ze inverzni
matice neexistuje.



Linearni zavislost

Plan prednéasky

@ Linedrni zavislost
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Linedrni zavislost

V predchozich Gvahach a poétech s maticemi jsme stale pracovali
se s¢itanim ¥adkl nebo sloupcii coby vektort, spolu s jejich
ndsobenim skalary. Takové operaci fikdme linearni kombinace.

V abstraktnim pojeti se k operacim s vektory vratime pozdéji, bude
ale uzite¢né pochopit podstatu uz nyni. Linedrni kombinaci ¥adki
(nebo sloupcil) matice A = (a;;) typu m/n rozumime vyraz

aiuj, + - -+ + agu;,, kde a; jsou skaldry, u; = (aj1,. .., ajn) jsou
tadky (nebo uj = (ayj, ..., amj) jsou sloupce) matice A.
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Linedrni zavislost

V predchozich Gvahach a poétech s maticemi jsme stale pracovali
se s¢itanim ¥adkl nebo sloupcii coby vektort, spolu s jejich
ndsobenim skalary. Takové operaci fikdme linearni kombinace.

V abstraktnim pojeti se k operacim s vektory vratime pozdéji, bude
ale uzite¢né pochopit podstatu uz nyni. Linedrni kombinaci ¥adki
(nebo sloupcil) matice A = (a;;) typu m/n rozumime vyraz

aiuj, + - -+ + agu;,, kde a; jsou skaldry, u; = (aj1,. .., ajn) jsou
tadky (nebo uj = (ayj, ..., amj) jsou sloupce) matice A.

Jestlize existuje linedrni kombinace danych ¥adki s alespoii jednim
nenulovym skaldrnim koeficientem, jejimZ vysledkem je nulovy
Fadek, fikdme, Ze jsou linearné zavislé. V opalném ptipadé, tj.
kdyZ jedinou moZnost jak ziskat nulovy ¥adek je vynasobeni
vyhradné& nulovymi skalary, jsou linearné nezavislé. Obdobné
definujeme linedrn& zavislé a nezdvislé sloupce matice.
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P¥edchozi vysledky o Gausové eliminaci miZeme vnimat takovym
zplsobem, Ze polet vyslednych nenulovych schodl v ¥adkové nebo
sloupcové schodovitém tvaru je vzdy roven témuz p¥irozenému
¢islu a to poctu linedrné nezdvislych ¥adkd matice a témuZ poltu
linedrné nezavislych sloupci matice. Tomuto &islu fikdime hodnost
matice, zna&ime h(A). Zapamatujme si vysledné tvrzeni:
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P¥edchozi vysledky o Gausové eliminaci miZeme vnimat takovym
zplsobem, Ze polet vyslednych nenulovych schodl v ¥adkové nebo
sloupcové schodovitém tvaru je vZdy roven témuz pfirozenému
¢islu a to poctu linedrné nezdvislych ¥adkd matice a témuZ poltu
linedrné nezavislych sloupci matice. Tomuto &islu fikdime hodnost
matice, zna&ime h(A). Zapamatujme si vysledné tvrzeni:

Necht A je matice typu m/n nad polem skaldri K. Matice A md
stejny polet h(A) lindrn& nezavislych Fadki a linedrné nezavislych
sloupcii. Zejména hodnost neprevysi mensi z rozmérii matice A.
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P¥edchozi vysledky o Gausové eliminaci miZeme vnimat takovym
zplsobem, Ze polet vyslednych nenulovych schodl v ¥adkové nebo
sloupcové schodovitém tvaru je vZdy roven témuz pfirozenému
¢islu a to poctu linedrné nezdvislych ¥adkd matice a témuZ poltu
linedrné nezavislych sloupci matice. Tomuto &islu fikdime hodnost
matice, zna&ime h(A). Zapamatujme si vysledné tvrzeni:

Necht A je matice typu m/n nad polem skaldri K. Matice A md
stejny polet h(A) lindrn& nezavislych Fadki a linedrné nezavislych
sloupcii. Zejména hodnost neprevysi mensi z rozmérii matice A.

Algoritmus pro vypolet inverznich matic také ¥ika, Ze ¢tvercova
matice A dimenze m ma inverzi pravé, kdyz je jeji hodnost rovna
poctu Fadka m.
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Soustavy linearnich rovnic

Pomoci hodnosti matice systému h(A) a hodnosti rozsifené
matice systému h(A|b) Ize jednodude testovat Fesitelnost systému
linedrnich rovnic s matici A typu m X n a vektorem pravych stran
b € R™. Z¥ejm& je vzdy h(A) < h(A|b), protoze p¥idani sloupce b
miZe hodnost matice p¥ipadné jenom zvysit. Otazka je, kdy p¥idani
sloupce b skute¢né zvysi hodnost matice systému a kdy nikoliv.
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Soustavy linearnich rovnic

Pomoci hodnosti matice systému h(A) a hodnosti rozsifené
matice systému h(A|b) Ize jednodude testovat Fesitelnost systému
linedrnich rovnic s matici A typu m X n a vektorem pravych stran
b € R™. Z¥ejm& je vzdy h(A) < h(A|b), protoze p¥idani sloupce b
miZe hodnost matice p¥ipadné jenom zvysit. Otazka je, kdy p¥idani
sloupce b skute¢né zvysi hodnost matice systému a kdy nikoliv.

Vé&ta (Frobeniova)

Systém linedrnich rovnic ma (alespori jedno) Feseni

& h(A) = h(Alb).
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Soustavy linearnich rovnic

Pomoci hodnosti matice systému h(A) a hodnosti rozsifené
matice systému h(A|b) Ize jednodude testovat Fesitelnost systému
linedrnich rovnic s matici A typu m X n a vektorem pravych stran
b € R™. Z¥ejm& je vzdy h(A) < h(A|b), protoze p¥idani sloupce b
miZe hodnost matice p¥ipadné jenom zvysit. Otazka je, kdy p¥idani
sloupce b skute¢né zvysi hodnost matice systému a kdy nikoliv.

Vé&ta (Frobeniova)

Systém linedrnich rovnic ma (alespori jedno) Feseni

& h(A) = h(Alb).

| A

Dikaz.

h(A) = h(A|b), pravé kdyz je vektor b linedrni kombinaci sloupci
matice A. Neboli existuji &isla xg, ..., x, tak, Ze plati

(311, any, ... ,aml)T - X1 + (312, an, ..., amz)T X0+ -+

(alnaaZmH-aamn)TXn = (blab27-"abm)T- U
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Linedrni nezdvislost sloupcli matice

Regularni a singularni matice umoziiuji jednoduse charakterizovat
linedrni nezdvislost a zavislost n vektorl uy, ..., u, € R". Maji-li
byt vektory us, ..., u, linedrné nezavislé, musi mit linedrni systém

ajug+axu+---+au, =0

pouze trividlni ¥eSeni (a1,...,an) = (0,...,0). To nastane pravé
tehdy, kdyZ je &tvercova matice
U:==(vf ... ul),

jejiz sloupce jsou pravé vektory ui, ..., up, reguldrni.
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Tvrzeni

Necht jsou ddny vektory uy,...,u, € R" a necht U je matice, jeji¥
sloupce jsou vektory us, ..., u,. Potom
Ui, ..., Uy jsou linedrné nezavislé <  matice U je regularni,
ui, ..., Uy jsou linedrné zavislé &< matice U je singularni.
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Tvrzeni

Necht jsou ddny vektory uy,...,u, € R" a necht U je matice, jeji¥
sloupce jsou vektory us, ..., u,. Potom
Ui, ..., Uy jsou linedrné nezavislé <  matice U je regularni,
ui, ..., Uy jsou linedrné zavislé &< matice U je singularni.

Priklad
Rozhodnéte o linedrni (ne)zavislosti vektord
i = (17 2, 1)T7 u2 = (727 1, 1)T7 uz = (07 5, 3)T
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