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Determinanty

V roving& R? jsme pracovali s maticemi linearnich zobrazeni a
determinant matice A

det A =

a b
d

‘:ad—bc

prozrazoval, jestli umime najit inverzi k A. Pokud je totiZ
determinant nenulovy, pak A™! = deltA _dc _ab

Determinant byl uZite¢ny i jinak: obsah rovnobéznika by mél byt
linedrné zavisly na kazdém ze dvou vektori definujicich
rovnobéZznik a je uZite¢né zaroven pozadovat zmé&nu znaménka pfi
zméné poradi téchto vektorl. ProtoZe tyto vlastnosti mél, az na
pevny skalarni nasobek, jediné determinant, odvodili jsme, Ze je
obsah dan pravé takto.

Nyni budeme takové &islo det A € R definovat pro libovolnou
Etvercovou matici ¥adu n a ukdzeme, Ze ma pravé ty vlastnosti,
které jsme pottebovali vyse.




Determinanty

Budeme pracovat s libovolnymi skaldry K a maticemi nad témito
skaldry (nap¥. Z, R, C, Zy).

P¥ipomeiime, Ze bijektivni zobrazeni mnoziny X na sebe se nazyva
permutace mnoziny X. Je-li X = {1,2,..., n}, |ze permutace
zapsat pomoci vysledného po¥adi ve formé tabulky:

Prvek x € X se nazyvd samodruznym (pevnym) bodem
permutace o, je-li o(x) = x.

Permutace o takovd, Ze existuji prdvé dva riizné prvky x,y € X
splitujici o(x) = y,0(y) = x a 0(z) = z pro viechna ostatni z € X
se nazyva transpozice, znatime ji (x,y).
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V dimenzi dva byl vzorec pro determinant jednoduchy — vezmeme
vdechny mozné soutiny dvou prvki (kdy beereme po jednom z
kazdého sloupce a ¥adku matice), opatf¥ime je znaménkem tak, aby
p¥i pfehozeni dvou sloupci doslo ke zméné celkového znaménka a
tyto vyrazy selteme:

A:(a b), det A = ad — bc.
c d

Obecng, necht A = (ajj) je &tvercovd matice dimenze n nad K.

Definice

Determinant matice A je skalar (&islo) det A = |A| definovany
vztahem
Al =" sgn(0)aro(1)  32002) *** 2no(n)
oEY,
kde X, je mnoZina v8ech moZnych permutaci na {1,..., n}.

Kazdy z vyrazil sgn(0)ai,(1) - 324(2) " * * @no(n) Nazyvame Elen
determinantu |A|, znaménko sgn popiseme pozd&ji.
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Jednoduché ptiklady uz zname: je-li n =1, pak |a11| = a11 € K
(neplést s absolutni hodnotou!), a pro n =2 je

a1 a2

= +ai1a22 — aizagi.
a1 ax

Podobné pro n = 3 se da uhodnout (chceme linearitu v kazdém
sloupci a antisymetrii)

a11 412 ai3
az1 dxp a3| =+ aiiazpas3 — 313822431 + aizazias
a31 4da32 ass

— 3118233832 + 312823331 — 312321333.

Tomuto vzorci se ¥ikd Sarrusovo pravidlo.
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Parita permutace

Jak tedy najit spravnd znaménka? Rikdme, e dvojice prvkii

a,be X =1{1,...,n} tvofi inverzi v permutaci o, je-lia< b a
o(a) > o(b). Permutace o se nazyva suda (resp. licha),
obsahuje-li sudy (resp. lichy) po&et inverzi.

Parita permutace o je (—1)Pot inverzi 3 znagime ji pravé sgn(o).
Tolik definice, chceme ale védét, jak s paritou poditat.

Z niasledujiciho tvrzeni uZ je jasn& vidét, Ze Sarrusovo pravidlo
skutecné poditd determinant v dimenzi 3.

Na mnoZin& X = {1,2,...,n} je pravé& n! riznych permutaci. Tyto
Ize sefadit do posloupnosti tak, Ze kaZdé dvé po sobé jdouci se lisi
pravé jednou transpozici. Lze pFi tom zacit libovolnou permutaci a
kaZda transpozice méni paritu.
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Zjistili jsme, Ze provedeni libovolné transpozice zméni paritu

permutace a 7e kazdé poradi &isel {1,2,...,n} Ize ziskat
postupnymi transpozicemi sousednich prvk{. Disledkem tohoto
popisu je, Ze na kazdé mnozingé X = {1,...,n}, n> 1, je pravé

1 . 1 . ). .

5n! sudych a 5n! lichych permutaci.

Jestlize sloZzime dv& permutace za sebou, znamena to provést
napted vSechny transpozice tvofici prvni a pak druhou. Proto pro
libovolné permutace o,n : X — X platf

sgn(c o) = sgn(c) -sgn(n), sgn(o ") = sgn(o).

Napiste permutaci

1 2 3 45
3125 4

jako sloZeni transpozic a urlete jeji paritu.
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Zakladni vlastnosti determinantu

Pro kaZdou ¢&tvercovou matici A plati
0 |AT| = A
@ Je-li jeden Fidek v A tvoren nulovymi prvky z K, pak |A| =0,

7

© Jestlize matice B vznikla z A vyménou dvou Fadkd, pak
Al =—[B

@ Jestlize matice B vznikla z A vyndasobenim Fadku skaldrem
a€kK, pak |B| = alA

© Jsou-li prvky k-tého radku v A tvaru ayj = byj + cxj a vSechny
ostatni fadky v maticich A, B = (bj;), C = (cjj) jsou stejné,
pak |A| = |B| +|C

@ Determinant |A| se nezméni, pFi¢teme-li k libovolnému Fadku
A linedrni kombinaci ostatnich Fadkd.

’

7

1
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Dasledkem prvniho tvrzeni pfedchozi véty o rovnosti determinanti
matice a matice transponované je, Ze kdykoliv se ndm podafi
dokazat né&jaké tvrzeni o determinantech formulované s vyuZitim
radkd prislusné matice, pak analogické tvrzeni plati i pro sloupce.
Nap¥. tedy miZeme okamZité viechna tvrzeni (2)—(6) této véty
pfeformulovat jako tvrzeni o sloupcich matice.

Vlastnosti (3)—(5) ¥ikaji, Ze determinant jako zobrazeni, které n
vektorim dimenze n (¥adkim nebo sloupclim matice) p¥itadi skaldr
je antisymetrické zobrazeni linedrni v kaZzdém svém argumentu,
pfesné jak jsme podle analogie z dimenze 2 pozadovali.
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Vypocet determinantu tpravou na schodovity tvar

Pro matici v fadkovém nebo sloupcovém schodovitém tvaru je
jedinym nenulovym &lenem determinantu ten, ktery odpovida
identické permutaci. Vidime tedy, Ze determinant takové matice je
|A| = a11 - @22+ - - - ann. PFedchozi v&ta tedy poskytuje velice
efektivni metodu vypo&tu determinant pomoci Gaussovy
eliminaéni metody.
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Véta (Cauchyova)

Necht A = (ajj), B = (bjj) jsou &tvercové matice dimenze n nad
okruhem skalari K. Pak |A- B| = |A| - |B].

Casem uvidime, ¥e skutetn& stejn& jako v dimenzi dva je
determinant matice roven orientovanému objemu rovnobéznosténu
uréeného jejimi sloupci. Uvidime také, Ze kdyZ uvdzime zobrazeni
x — A - x zadané ¢tvercovou matici A na R”, pak miZeme
determinant této matice vidét jako vyjddreni pomé&ru mezi
objemem rovnobéznosténii danych vektory xi, ... x, a jejich obrazy
A-x1,...,A-x,. ProtoZe skladani zobrazeni x — A-x — B-(A-x)
odpovidd nasobeni matic, je Cauchyova véta docela pochopitelna.
My tuto vé&tu odvodime ryze algebraicky jako disledek tzv.
Laplaceovy véty o rozvoji. Ta bude vyZadovat zavedeni n&kolika
novych pojmd.
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Definice (Minory a algebraické dopliiky matice)

Necht A = (ajj) je matice typu m/nal<i <...<ix <m,
1< j1 <...<j; < njsou pevné zvolend pfirozena ¢isla. Pak matici

iyjy  dijp  --- iy
M — . .
Ajr iy - Qi
typu k/¢ nazyvame submatici matice A uréenou ¥adky /i, ..., ik a

sloupci Jj1, - .., jo-

Zbyvajicimi (m — k) ¥adky a (n — /) sloupci je urena matice M*
typu (m — k)/(n — £), kterd se nazyvd doplitkova submatice k M
v A. P¥i k =/ je definovan |M|, ktery nazyvdme subdeterminant
nebo minor fadu k matice A.




Véty Cauchyova a Laplaceova
00®00000

Definice (Minory a algebraické dopliiky matice - pokragovani)

Je-li m = n, pak pfi k ={ je i M* &tvercova a |[M*| se nazyva
dopln&k minoru |M|, nebo doplitkovy minor k submatici M v matici

A. Skalar
(_1)i1+~~-+ik+j1+~~-+j/ . |M*|

se nazyva algebraicky doplnék k minoru |[M|. Submatice tvofené
prvnimi k Fadky a sloupci se nazyvaji hlavni submatice, jejich
determinanty hlavni minory matice A.

P¥i specialni volbé k = ¢ =1, m = n hovofime o algebraickém
dopliiku A;; prvku a; matice A.
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Necht A je &tvercovd matice dimenze n a |M| je jeji minor F4du
k < n. Pak soucin libovolného &lenu |M| s libovolnym &lenem jeho
algebraického dopliiku je &lenem |A|.

Toto tvrzeni uz ptedjima, Ze by se pomoci takovych soudini
mensich determinanti skute¢n& mohl determinant matic
vyjadfovat. Vime, Ze |A| obsahuje pravé n! riznych &lend, pravé
jeden pro kazdou permutaci.

UvaZované soutiny |M| - |[M*| obsahuji prav& (7)k!(n — k)! = n!
riznych &lend z |A|, pfitom pro rizné vyb&ry M dostdvame rizné
¢leny, a proto takto musi byt vyjadfen pravé det A.
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Tim jsme naznadili dikaz véty:

Véta (Laplaceova)

Necht A = (aj;) je tvercovd matice dimenze n nad libovolnym
okruhem skaldrii a necht je pevn& zvoleno k jejich Fidkd. Pak |A|
je soucet vsech () sou¢ini (—1)1+ Fictitti. M| . |M*|
minorti Fadu k vybranych ze zvolenych Fadkii, s jejich algebraickymi
doplriky.
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Laplaceliv rozvoj determinantu

Laplaceova véta prevadi vypocet |A| na vypotet determinanti
nizsiho stupné. Této metodé vypoltu se ¥ikd Laplaceliv rozvoj
podle zvolenych ¥adki &i sloupcti. Nap¥. rozvoj podle i-tého Fadku
nebo i-tého sloupce:

n n
A= aA5 =) aiAi
j=1 j=1

kde Aj; oznaluje algebraicky dopln&k k prvku (minoru stupné 1)
ajj. PYi praktickém pod&itani determinanti byva vyhodné
kombinovat Laplaceliv rozvoj s pfimou metodou pFi¢itani linearnich
kombinaci ¥adki &i sloupc.
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Dikaz Cauchyovy véty |A- B| = |A| - |B]

UvaZme matici H dimenze 2n (pouZivdme tzv. blokovou
symboliku, tj. pi¥eme matici jakoby sloZenou z matic)

A 0
=% 5)-
Laplaceovym rozvojem podle prvnich n ¥adkd obdrzime

[H| = |Al - |B].
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Dikaz Cauchyovy véty |A- B| = |A| - |B]

Nyni budeme k poslednim n sloupciim H postupné pfi¢itat linedrni
kombinace prvnich n sloupci tak, abychom obdrZeli matici s
nulami v pravém dolnim rohu. Dostaneme

A A-B
- (A ).

Dostdvame tedy

Hl = |K| = (=1)"(=1)"*"*2"|A-B| = (~1)*"(""1).|A-B| = |A-B.
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Jiny vypodet inverzni matice

PYedpokladejme nejprve, Ze existuje matice inverzni k matici A, tj.
A-A-! = E. Protoze pro jednotkovou matici plati vZdy |E| =1, je
pro kaZdou invertibilni matici vzdy |A| invertibilni skaldr a plati
A1 = A1)

Pro libovolnou &tvercovou matici A = (ajj) dimenze n definujeme
matici A* = (a,j) kde aj; = Aj; jsou algebraické dopliiky k prvkim
ajj v A (v8imnéte si transponovanil). Nazyvame ji adjungovana
matice k matici A.
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Pro kaZdou ¢&tvercovou matici A nad okruhem skalari K plati
AA* = A*A=|A|-E.

Zejména tedy

@ Al existuje jako matice nad okruhem skalarii K pravé, kdy?
|A|~! existuje v K.
@ Pokud existuje A=Y, pak plati A=l = |A|~1 - A*.
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Diikaz.

Jak jsme jiz zminili, Cauchyova véta ukazuje, Ze z existence A~!
vyplyva invertibilita |A| € K. Pfedpoklddejme naopak, Ze |A| je
invertibilni skaldr. Spo¢teme p¥imym vypottem A - A* = (cj):

n n
*
i = akal =Y axAj
k=1 k=1

Pokud i = j je to pravé Laplacelv rozvoj |A| podle i-tého ¥adku.
Pokud i # j jde o rozvoj determinantu matice v niZ je i-ty a j-ty
fadek stejny a proto je ¢jj = 0. Odtud plyne A- A* = |A|- E, a tedy
i A*-A=|A|-E. N
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Vypoctéte inverzni matici k

1 -2 2
2 1 2
2 3 1
Regeni
1 -2 2
Al=1[2 1 2|=-1,
2 3 1
a tedy
5 -8 6
Al=—A=|-2 3 =2
-4 7 -5
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Disledky ptedchozich tvrzeni

Q A jesingulirni< |A| =0.
@ Necht U je matice, jeji# sloupce jsou vektory ulT so.,ul . Pak
vektory u1, ..., up jsou linearné zavislé < |U| = 0.

Vé&ta (Cramerovo pravidlo)

Necht A je reguldrni matice ¥adu n a b € R" a uvaZujme systém
linedrnich rovnic Ax = b. Ozna&me jako A; matici, kterou ziskime
z matice A zaménou jejiho i—tého sloupce za sloupec pravych stran
b. Potom (jediné) Feseni x = (x1,...,x,) tohoto systému je ddno
vztahem

_ Al
A

X; =1,...,n.
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°
Diikaz.

Zvejmé je x = A~1b jedinym Fefenim tohoto systému. Podle vzorce
pro vypocet inverzni matice pomoci matice adjungované je

X = —A* b,
Al

neboli (s vyuZitim Laplaceova rozvoje)

1
= A (i—ty prvek (sloupcového) vektoru A* b)
1
|A| (blAll aF b2A2I 00 bnAni)
Al
Al

]
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Poznamka

Cramerovo pravidlo je vyhodné pouZit pro systémy s malym n
(fekn&me n < 3) nebo pro systémy, kde je v matici systému hodn&
nul.

Vy¥este nasledujici systém Cramerovym pravidlem:

x1 + 2% + 3x3 = 2
2X1 — 3X2 — X3 = —3,
—3X1 + Xo + 2X3 — 3
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Regen{

1 2 3
Al=|2 -3 -1|=...=-28,

-3 1 2

2 3

Al —28

Al =|[=3] =3 —1|==-28 =x=""r=—"=1,

—1 1 A~ —28

: > Ao —56
Asl=1]2 [-3] -1|=-=-56 =x=>""1=—""=2

-3 [=3] 2 A -2
mls B Ll
T 51 (3] S E
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