Matematika | — 7. prednaska
Vektorové prostory

Michal Bulant

Masarykova univerzita
Fakulta informatiky

2. 4.2012



Obsah prednasky

@ Matice a determinanty

© Vektorové prostory

© Generatory a podprostory
e Baze a soutty podprostorti

© Souradnice vektorii



Doporucené zdroje

@ Martin Panak, Jan Slovdk — Drsna matematika, e-text.
@ Roman Hilscher — MB101, e-text.

o Slidy z p¥edndsek a democviceni


http://www.math.muni.cz/~horak

Doporucené zdroje

Martin Pandk, Jan Slovdk — Drsna matematika, e-text.
Roman Hilscher — MB101, e-text.

Slidy z pfednasek a democviceni

Pavel Hordk, Uvod do linearn{ algebry, MU Brno, skripta
(http://www.math.muni.cz/~horak)

@ Lubo$ Motl, Milo$ Zahradnik, Péstujeme linearni algebru, 3.
vydani, Univerzita Karlova v Praze, Karolinum, 348 stran
(elektronické vydani také na
http://www.kolej.mff.cuni.cz/~Imotm275 /skripta/).


http://www.math.muni.cz/~horak

Matice a determinanty

Plan prednéasky

@ Matice a determinanty



Matice a determinanty
©0000000

P¥ipomenuti z minula

@ determinant — definice a jeho zdkladni vlastnosti
e Cauchyova véta |A- B| = |A| - |B|.

o Laplaceliv rozvoj determinantu

Jiny vypocet inverzni matice

PYedpokladejme nejprve, Ze existuje matice inverzni k matici A, tj.
A-A~l = E. ProtoZe pro jednotkovou matici plati vzdy |E| =1, je
pro kaZdou invertibilni matici vzdy |A| invertibilni skalar a plati
A7 =AY,
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©0000000

P¥ipomenuti z minula

@ determinant — definice a jeho zdkladni vlastnosti
e Cauchyova véta |A- B| = |A| - |B|.

o Laplaceliv rozvoj determinantu

Jiny vypocet inverzni matice

PYedpokladejme nejprve, Ze existuje matice inverzni k matici A, tj.
A-A~l = E. ProtoZe pro jednotkovou matici plati vzdy |E| =1, je
pro kaZdou invertibilni matici vzdy |A| invertibilni skalar a plati
A1 = A

Pro libovolnou &tvercovou matici A = (aj;j) dimenze n definujeme
matici A* = (a};), kde aj; = Aj; jsou algebraické doplitky k prvkim
ajj v A (v8imnéte si transponovanil). Nazyvame ji adjungovana
matice k matici A.
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Pro kaZdou ¢&tvercovou matici A nad okruhem skalari K plati
AA* = A*A=|A|-E.

Zejména tedy

@ Al existuje jako matice nad okruhem skalarii K pravé, kdy?
|A|~! existuje v K.
@ Pokud existuje A=Y, pak plati A=l = |A|~1 - A*.
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Diikaz.

Jak jsme jiz zminili, Cauchyova véta ukazuje, Ze z existence A~!
vyplyva invertibilita |A| € K. Pfedpoklddejme naopak, Ze |A| je
invertibilni skaldr. Spo¢teme p¥imym vypottem A - A* = (cj):

n n
*
i = akal =Y axAj
k=1 k=1

Pokud i = j je to pravé Laplacelv rozvoj |A| podle i-tého ¥adku.
Pokud i # j jde o rozvoj determinantu matice v niZ je i-ty a j-ty
fadek stejny a proto je ¢jj = 0. Odtud plyne A- A* = |A|- E, a tedy
i A*-A=|A|-E. N
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Vypoctéte inverzni matici k
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Vypoctéte inverzni matici k

1 -2 2
2 1 2
2 3 1
Regeni
1 -2 2
Al=1[2 1 2|=-1,
2 3 1
a tedy
5 -8 6
Al=—A=|-2 3 =2
-4 7 -5
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Disledky ptedchozich tvrzeni

Dasledek
Q A jesingulirni< |A| =0.
@ Necht U je matice, jeji# sloupce jsou vektory ulT v ul . Pak
vektory u1, ..., up jsou linearné zavislé < |U| = 0.
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Disledky ptedchozich tvrzeni

Q A jesingulirni< |A| =0.
@ Necht U je matice, jeji# sloupce jsou vektory ulT so.,ul . Pak
vektory u1, ..., up jsou linearné zavislé < |U| = 0.

Vé&ta (Cramerovo pravidlo)

Necht A je reguldrni matice ¥adu n a b € R" a uvaZujme systém
linedrnich rovnic Ax = b. Ozna&me jako A; matici, kterou ziskime
z matice A zaménou jejiho i—tého sloupce za sloupec pravych stran
b. Potom (jediné) Feseni x = (x1,...,x,) tohoto systému je ddno
vztahem

_ Al
A

X; =1,...,n.
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Diikaz.

Zvejmé je x = A~1b jedinym Fefenim tohoto systému. Podle vzorce
pro vypocet inverzni matice pomoci matice adjungované je

X = —A* b,
Al

neboli (s vyuZitim Laplaceova rozvoje)

1
= A (i—ty prvek (sloupcového) vektoru A* b)
1
|A| (blAll aF b2A2I o bnAni)
Al
Al

]
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Poznamka
Cramerovo pravidlo je vyhodné pouZit pro systémy s malym n
(fekn&me n < 3) nebo pro systémy, kde je v matici systému hodn&

nul.

Vy¥este nasledujici systém Cramerovym pravidlem:

x1 + 2% + 3x3 = 2
2X1 — 3X2 — X3 = —3,
—3x1 + X + 2x3 = -—3.
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Reseni

1 2 3
-3 1 2
2 2 3
-3 1 2 |A] —28
1 2 3
A _
Agl=|2 -3 —1|=-.-=-56 g el 56,
-3 -3 2 Al —28
1 2 2
A 2
Al =|2 -3 3|=..c08 oMl 28
-3 1 -3 |A| _28
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Uvazujme systém m linedrnich rovnic pro n proménnych a
predpokladejme, Ze jde o rovnice tvaru A- x =0, tj.

dil1 ... diln X1 0

ami ... amn Xp 0
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Uvazujme systém m linedrnich rovnic pro n proménnych a
predpokladejme, Ze jde o rovnice tvaru A- x =0, tj.

dil1 ... diln X1 0

ami ... amn Xp 0

Diky vlastnosti distributivity pro ndsobeni matic je okamzit&
zfejmé, Ze soulet dvou Yedeni x = (x1,...,xn) ay = (V1,---+¥n)
spliiuje

A-(x+y)=A-x+A-y=0
a je tedy také Ye¥enim. Stejné tak zlistava ¥FeSenim i skalarni
nasobek a - x.
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MnoZina vSech YeSeni pevné zvoleného systému rovnic s nulovou
pravou stranou je proto uzaviena na scitani vektor( a nasobenf
vektorl skalary. To byly zakladn{ vlastnosti vektor( dimenze n

v K",

Ted ale mame vektory v prostoru YeSeni s n soufadnicemi a
dimenze tohoto prostoru urtité nebude n (pokud matice systému
neni nulovd).
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MnoZina vSech YeSeni pevné zvoleného systému rovnic s nulovou
pravou stranou je proto uzaviena na scitani vektor( a nasobenf
vektorl skalary. To byly zakladn{ vlastnosti vektor( dimenze n

v K",

Ted ale mame vektory v prostoru YeSeni s n soufadnicemi a
dimenze tohoto prostoru urtité nebude n (pokud matice systému
neni nulovd).

P¥ipad dvou rovnic pro dvé nezndmé jsme potkali pfi feSeni
geometrickych problémi v roviné a pro dvé zavislé rovnice byl
mnozinou vSech YeSeni jednorozmérny prostor — pfimka. U dvou
nezavislych rovnic to byl prisecik dvou p¥imek, tj. nularozmérny
prostor.
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MnoZina vSech YeSeni pevné zvoleného systému rovnic s nulovou
pravou stranou je proto uzaviena na scitani vektor( a nasobenf
vektorl skalary. To byly zakladn{ vlastnosti vektor( dimenze n

v K",

Ted ale mame vektory v prostoru YeSeni s n soufadnicemi a
dimenze tohoto prostoru urtité nebude n (pokud matice systému
neni nulovd).

P¥ipad dvou rovnic pro dvé nezndmé jsme potkali pfi feSeni
geometrickych problémi v roviné a pro dvé zavislé rovnice byl
mnozinou vSech YeSeni jednorozmérny prostor — pfimka. U dvou
nezavislych rovnic to byl prisecik dvou p¥imek, tj. nularozmérny
prostor.

Pot¥ebujeme proto obecngjsi definici vektorového prostoru a jeho
dimenze.
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Definice

Vektorovy prostor V' nad polem skalari K je mnoZina s operaci
s¢itani, pro kterou plati axiomy komutativni grupy, a ndsobenf
skalary takové, Ze platf

a-(v+w)=a-v+a-w (V1)
(a+b)-v=a-v+b-v (V2)
a-(b-v)=(a-b)-v (V3)
(V4)

l-v=v
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Definice

Vektorovy prostor V' nad polem skalari K je mnoZina s operaci
s¢itani, pro kterou plati axiomy komutativni grupy, a ndsobenf
skalary takové, Ze platf

<
—

a-(v+w)=a-v+a-w
(a+b)-v=a-v+b-v
a-(b-v)=(a-b)-v

l-v=v

<
W

AA,_\,_\
< <
S N
N’ N’ N’ N

Priklad
MnoZina

W= {(2,x), x e R}
s obvyklymi operacemi séitani a nasobeni po slozkach, tj.
(2,x1) + (2,x2) = (4, x1 +x) € W,a-(2,x) = (2a, ax) ¢ W
neni vektorovy prostor.
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Ptiklad

@ MnoZina Matp,x,(R) v8ech matic typu m x n s operacemi

s¢itani matic a nasobeni matice redlnym &islem je vektorovy
prostor nad R.
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@ MnoZina Matp,x,(R) v8ech matic typu m x n s operacemi
s¢itani matic a nasobeni matice redlnym &islem je vektorovy

prostor nad R.
@ Mnozina F v3ech funkci f : R — R s operacemi

je vektorovy prostor.
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@ MnoZina Matp,x,(R) v8ech matic typu m x n s operacemi
s¢itani matic a nasobeni matice redlnym &islem je vektorovy
prostor nad R.

@ Mnozina F v3ech funkci f : R — R s operacemi

+ ...scitani funkei, tj. (f 4+ g)(x) == f(x) + g(x), a

je vektorovy prostor.
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Ptiklad

@ MnoZina Matp,x,(R) v8ech matic typu m x n s operacemi
s¢itani matic a nasobeni matice redlnym &islem je vektorovy
prostor nad R.

@ Mnozina F v3ech funkci f : R — R s operacemi

+ ...scitani funkei, tj. (f 4+ g)(x) == f(x) + g(x), a
- ...nasobeni funkce redlnym &islem, tj. (a- f)(x) := a- f(x),

je vektorovy prostor.
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@ MnoZina Matp,x,(R) v8ech matic typu m x n s operacemi
s¢itani matic a nasobeni matice redlnym &islem je vektorovy
prostor nad R.

@ Mnozina F v3ech funkci f : R — R s operacemi

+ ...scitani funkei, tj. (f 4+ g)(x) == f(x) + g(x), a
- ...nasobeni funkce redlnym &islem, tj. (a- f)(x) := a- f(x),
je vektorovy prostor.

© Mnozina RT v&ech kladnych redlnych &isel s operacemi

je vektorovy prostor.




000e0000
Ptiklad

@ MnoZina Matp,x,(R) v8ech matic typu m x n s operacemi

s¢itani matic a nasobeni matice redlnym &islem je vektorovy
prostor nad R.

@ Mnozina F v3ech funkci f : R — R s operacemi
+ ...scitani funkei, tj. (f 4+ g)(x) == f(x) + g(x), a
- ...nasobeni funkce redlnym &islem, tj. (a- f)(x) := a- f(x),
je vektorovy prostor.
© Mnozina RT v&ech kladnych redlnych &isel s operacemi

@ ...stitdni, pro x,y € R definujme x ® y := xy, a

je vektorovy prostor.
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@ MnoZina Matp,x,(R) v8ech matic typu m x n s operacemi
s¢itani matic a nasobeni matice redlnym &islem je vektorovy
prostor nad R.

@ Mnozina F v3ech funkci f : R — R s operacemi

+ ...stitani funkci, tj. (f + g)(x) = f(x) + g(x), a
- ...nasobeni funkce redlnym &islem, tj. (a- f)(x) := a- f(x),
je vektorovy prostor.

© Mnozina RT v&ech kladnych redlnych &isel s operacemi

... stitani, pro x,y € RT definujme x® y := xy, a

@
® ...nasobeni skaldrem, pro x € R* a a € R definujme
a®x:=x?,

je vektorovy prostor.
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@ MnoZina Matp,x,(R) v8ech matic typu m x n s operacemi
s¢itani matic a nasobeni matice redlnym &islem je vektorovy
prostor nad R.

@ Mnozina F v3ech funkci f : R — R s operacemi

+ ...scitani funkei, tj. (f 4+ g)(x) == f(x) + g(x), a
- ...nasobeni funkce redlnym &islem, tj. (a- f)(x) := a- f(x),
je vektorovy prostor.

© Mnozina RT v&ech kladnych redlnych &isel s operacemi

@ ...stitdni, pro x,y € R definujme x ® y := xy, a
® ...nasobeni skaldrem, pro x € R* a a € R definujme
a®x:=x?,
je vektorovy prostor.

@ Mnozina C komplexnich &isel s obvyklymi operacemi s¢itani

ndsobeni je vektorovy prostor nad R.

a




Vektorové prostory
0000®000
Priklad

@ Mnozina W vsech polynomi sudého stupné s operacemi
s¢itani polynom( a ndsobeni polynomu skaldrem
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Priklad

@ Mnozina W vsech polynomi sudého stupné s operacemi
s¢itani polynomi a ndsobeni polynomu skaldrem neni
vektorovy prostor. Neni splnéna podminka uzav¥enosti
mnoziny W na operaci + Nap¥. pro polynomy
p(x) = x* +x3+x? a g(x) = —x* + 1, pro které je p,g € W,
plati (p+ q)(x) = x> + x2 + 1 € W (neni sudého stupn).




Vektorové prostory
0000®000
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@ Mnozina W vsech polynomi sudého stupné s operacemi
s¢itani polynomi a ndsobeni polynomu skaldrem neni
vektorovy prostor. Neni splnéna podminka uzav¥enosti
mnoziny W na operaci + Nap¥. pro polynomy
p(x) = x* +x3+x? a g(x) = —x* + 1, pro které je p,g € W,
plati (p+ q)(x) = x> + x2 + 1 € W (neni sudého stupn).

@ Mnozina Gl, v8ech (&tvercovych) reguldrnich matic ¥adu n
s operacemi

@ ...scitani, definované pro A, B € GL,, jako A® B := AB, a
© ...nasobeni matice skaldrem, tj. pro A€ GL, a a € R je
a®A:=a-A
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@ Mnozina W vsech polynomi sudého stupné s operacemi
s¢itani polynomi a ndsobeni polynomu skaldrem neni
vektorovy prostor. Neni splnéna podminka uzav¥enosti
mnoziny W na operaci + Nap¥. pro polynomy
p(x) = x* +x3+x? a g(x) = —x* + 1, pro které je p,g € W,
plati (p+ q)(x) = x> + x2 + 1 € W (neni sudého stupn).

@ Mnozina Gl, v8ech (&tvercovych) reguldrnich matic ¥adu n
s operacemi

@ ...scitani, definované pro A, B € GL,, jako A® B := AB, a
© ...nasobeni matice skaldrem, tj. pro A€ GL, a a € R je
a®A:=a-A
neni vektorovy prostor. Neni nap¥. splnéna podminka
komutativity operace ®. Prozkoumejte, které axiomy splnény
jsou! Zejména si viimnéte, Ze pro A, B € GL,, je také
A& B = AB € GL,, oproti tomu pro A€ GL, aa€eR je
a-Ae GL, pouze pokud a # 0.
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Necht V je vektorovy prostor nad polem skaldrii K, ddle uvaZzme
a,b,a; € K, vektory u,v,u; € V. Potom

©Q a-u=0 pravé kdy? a=0 nebo u =20

Q@ (-1)-u=-u

Q@a (u—v)y=a-u—a-v

Q (a—b)-u=a-u—>b-u

O (Xiia) (Xliu) =X X ai
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U matic jsme pracovali s tzv. linedrnimi kombinacemi ¥adki
matice. S obecnymi vektory budeme zachazet zcela analogicky:
Vyrazy tvaru aj - vi + - -+ + ak - vk nazyvame linedrni kombinace
vektordl vi,...,vx C V.
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U matic jsme pracovali s tzv. linedrnimi kombinacemi ¥adki
matice. S obecnymi vektory budeme zachazet zcela analogicky:
Vyrazy tvaru aj - vi + - -+ + ak - vk nazyvame linedrni kombinace
vektordl vi,...,vx C V.

Definice

MnoZzina vektori M C V' ve vektorovém prostoru V nad K se
nazyva linearné nezavisla jestlize pro kazdou k-tici vektori
Vi,...,Vx € M a kazdé skalary a;, ..., ax € K plati:

a-vi+--tag-v=0 — ai=a =---=a,=0.
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U matic jsme pracovali s tzv. linedrnimi kombinacemi ¥adki
matice. S obecnymi vektory budeme zachazet zcela analogicky:
Vyrazy tvaru aj - vi + - -+ + ak - vk nazyvame linedrni kombinace
vektordl vi,...,vx C V.

Definice

MnoZzina vektori M C V' ve vektorovém prostoru V nad K se
nazyva linearné nezavisla jestlize pro kazdou k-tici vektori

Vi,...,Vx € M a kazdé skalary a;, ..., ax € K plati:
a-vi+---t+ag-v=0 — aa=a=--=a=0.
Posloupnost vektorli vi, ..., vk nazveme linearné nezavislou jestlize

Vi,...,Vk jsou po dvou rizné a {vi,..., vk} je linedrn& nezdvisla.
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U matic jsme pracovali s tzv. linedrnimi kombinacemi ¥adki
matice. S obecnymi vektory budeme zachazet zcela analogicky:
Vyrazy tvaru aj - vi + - -+ + ak - vk nazyvame linedrni kombinace
vektordl vi,...,vx C V.

Definice

MnoZzina vektori M C V' ve vektorovém prostoru V nad K se
nazyva linearné nezavisla jestlize pro kazdou k-tici vektori

Vi,...,Vx € M a kazdé skalary a;, ..., ax € K plati:
a-vi+---t+ag-v=0 — aa=a=--=a=0.
Posloupnost vektorli vi, ..., vk nazveme linearné nezavislou jestlize
Vi,...,Vk jsou po dvou rizné a {vi,..., vk} je linedrn& nezdvisla.

Mnozina M vektor( je linearné zavisla, jestlize nenf linedrné
nezavisla.
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Linedrni zavislost a nezavislost

P¥imo z definice pak vyplyva, Ze neprdzdna podmnozina M vektor(
ve vektorovém prostoru nad polem skaldrl K je zdvisla pravé, kdyz
je jeden z jejich vektorl vyjad¥itelny jako linedrni kombinace
ostatnich.
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Linedrni zavislost a nezavislost

P¥imo z definice pak vyplyva, Ze neprdzdna podmnozina M vektor(
ve vektorovém prostoru nad polem skaldrl K je zdvisla pravé, kdyz
je jeden z jejich vektorl vyjad¥itelny jako linedrni kombinace
ostatnich.

P¥imo z definic plyne, Ze kazdad podmnoZina linedrné nezavislé
mnoziny M je linedrné nezdvisla. Stejné snadno vidime, ze M C V
je linedrné nezavisld pravé tehdy, kdyz kazda kone¢nd podmnoZina
v M je linedrn& nezavisla.
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Podmnozina M C V se nazyva vektorovym podprostorem
(nad K), jestlize spolu se ziZenymi operacemi s&itani a nasobenf
skalary je sama vektorovym prostorem. Tzn. poZadujeme

Va,be K, Yv,we M, a-v+b-we M.




Generatory a podprostory
[ Jelelelo)

Podmnozina M C V se nazyva vektorovym podprostorem
(nad K), jestlize spolu se ziZenymi operacemi s&itani a nasobenf
skalary je sama vektorovym prostorem. Tzn. poZadujeme

Va,be K, Yv,we M, a-v+b-we M.

P¥iklad
Q@ Necht V=R?a W := {(x1, %) € R?, x; + x, = 0}.
Potom je W vektorovy podprostor prostoru R?.




Generatory a podprostory
[ Jelelelo)

Podmnozina M C V se nazyva vektorovym podprostorem
(nad K), jestlize spolu se ziZenymi operacemi s&itani a nasobenf
skalary je sama vektorovym prostorem. Tzn. poZadujeme

Va,be K, Yv,we M, a-v+b-we M.

P¥iklad
Q@ Necht V=R?a W := {(x1, %) € R?, x; + x, = 0}.
Potom je W vektorovy podprostor prostoru R?.
@ Mnozina

W .= {A € Mat,x,, matice A ma samé nuly na diagona’le}

je vlastni podprostor vektorového prostoru Mat, .




Generatory a podprostory
0®000

P¥iklad

Prostor n—tic skalari R™ se s¢itdnim a ndsobenim po slozkach je
vektorovy prostor nad R, ale také vektorovy prostor nad Q. Nap¥.
pro m = 2 jsou vektory (1,0),(0,1) € R? linedrn& nezavislé,
protoZe z a- (1,0) + b- (0,1) = (0,0) plyne a= b =0.




Generatory a podprostory
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P¥iklad

Prostor n—tic skalari R™ se s¢itdnim a ndsobenim po slozkach je
vektorovy prostor nad R, ale také vektorovy prostor nad Q. Nap¥.
pro m = 2 jsou vektory (1,0),(0,1) € R? linedrn& nezavislé,
protoZe z a- (1,0) + b- (0,1) = (0,0) plyne a= b =0.

Dile, vektory (1,0),(v/2,0) € R? jsou linedrné zavislé nad R,
protoZe v/2 - (1,0) = (v/2,0), ovéem nad Q jsou linearn& nezavislé!
Nad R tedy tyto dva vektory generuji jednorozmérny podprostor,
zatimco nad Q je dvourozmérny.




Generatory a podprostory
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P¥iklad

Polynomy stupn& nejvy%e m tvo¥i vektorovy prostor R, [x].
Polynomy miiZeme chépat jako zobrazeni f : R — R a séitani a
nasobeni skaldry definujeme takto: (f + g)(x) = f(x) + g(x),

(a- f)(x) = a- f(x). Polynomy v3ech stupiii také tvofi vektorovy
prostor Roo[x] a Rpy[x] € Ry[x] je vektorovy podprostor pro
v8echna m < n < oco. Podprostory jsou rovnéz napf. vsechny sudé
polynomy nebo liché polynomy (f(—x) = +f(x)).




Generatory a podprostory
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P¥iklad

Polynomy stupn& nejvy%e m tvo¥i vektorovy prostor R, [x].
Polynomy miiZeme chépat jako zobrazeni f : R — R a séitani a
nasobeni skaldry definujeme takto: (f + g)(x) = f(x) + g(x),

(a- f)(x) = a- f(x). Polynomy v3ech stupiii také tvofi vektorovy
prostor Roo[x] a Rpy[x] € Ry[x] je vektorovy podprostor pro
v8echna m < n < oco. Podprostory jsou rovnéz napf. vsechny sudé
polynomy nebo liché polynomy (f(—x) = +f(x)).

Priklad

Upln& analogicky jako u polynomi muiZeme definovat strukturu
vektorového prostoru na mnoziné viech zobrazeni R — R nebo
v8ech zobrazeni M — V libovolné pevné zvolené mnoZiny M do
vektorového prostoru V.




Generatory a podprostory
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Generatory podprostoru

ProtoZe podminka v definici podprostoru obsahuje pouze
univerzalni kvantifikatory, je jisté priinik podprostorti opé&t
podprostor. Snadno to ov&fime i p¥imo: Necht W;, i € I, jsou
vektorové podprostory ve V, a,b € K, u,v € N;jc;W;. Pak pro
vechny i€/, a-u+b-v e W,, to ale znamen3, Ze
a-u+b-veniegW,.



Generatory a podprostory
000®0

Generatory podprostoru

ProtoZe podminka v definici podprostoru obsahuje pouze
univerzalni kvantifikatory, je jisté priinik podprostorti opé&t
podprostor. Snadno to ov&fime i p¥imo: Necht W;, i € I, jsou
vektorové podprostory ve V, a,b € K, u,v € N;jc;W;. Pak pro
vechny i€/, a-u+b-v e W,, to ale znamen3, Ze
a-u+b-veniegW,.

Zejména je tedy podprostorem priinik viech podprostord W C V/,
které obsahuji pfedem danou mnoZinu vektordi M C V.

Rikdme, Ze tato M generuje podprostor (M), nebo Ze prvky M
jsou generatory podprostoru (M).




Generatory a podprostory
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Pro kaZdou podmnoZinu M C V plati
QO (M)={ay-u1+ -+ ax- u; keNaeKuyeM,j=
1,...,k}
@ M = (M) pravé kdyZ? M je vektorovy podprostor
@ Jestlize N C M pak (N) C (M) je vektorovy podprostor
Q (0) = {0} C V, trividIni podprostor.




Baze a souéty podprostori

Plan prednéasky

@ Bize a soutty podprostordi



Baze a souéty podprostori
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Necht V;, i € I, jsou podprostory ve V. Pak podprostor
generovany jejich sjednocenim, tj. (U V;), nazyvdme souétem

podprostoriai V;. Znatime Y .., V;. Zejména pro Vi,...,V, C V,

i€l

Vit 4 Vi=(ViUulhU- U V).




Baze a souéty podprostori
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Necht V;, i € I, jsou podprostory ve V. Pak podprostor
generovany jejich sjednocenim, tj. (U V;), nazyvdme souétem
podprostorli V;. Znatime » ;. Vi. Zejména pro Vi,...,V, C V,

Vit 4 Vi=(ViUulhU- U V).

Vidéli jsme, Ze kazdy prvek v uvazovaném souctu podprostorii
muZeme vyjadfit jako linedrni kombinaci vektor(i z podprostorl V.
ProtoZe v3ak je s¢itani vektorl komutativni, Ize k sob& posklddat

¢leny patfici do stejného podprostoru a pro koneény soucet k
podprostoril tak dostavame

V1+V2+-~-+Vk:{v1—|—---+vk; Vi € V,,I::l,,k}



Baze a souéty podprostori
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Definice

Soutet W = Vi + --- + Vi C V se nazyva pfimy soucet
podprostor(, jsou-li priiniky viech dvojic trividlni, tj. V; N V; = {0}
pro vsechny i # j. V takovém pf¥ipadé Ize kazdy vektor w € W
napsat pravé jednim zpisobem jako soudet

W:V1+"'+Vk;

kde v; € V. Pro pfimé soucty piseme

W=Vie - & Vi=ar V.




Baze a souéty podprostori
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erinice

Podmnozina M C V se nazyva baze vektorového prostoru V/,
jestlize (M) = V a M je linedrn& nezavisla. Vektorovy prostor,
ktery ma kone€nou bazi nazyvidme koneénérozmérny, mohutnost
bize nazyvdme dimenzi V2. Nema-li V konecnou bazi, fikdme, Ze

V' je nekone¢nérozmérny. Piseme dim V = k, k € N, pfipadné
k = oo.

“V&imn&me si, Ze trividlni podprostor je generovan prazdnou mnoZinou,
kterd je prazdnou bazi. M3 tedy trividlni podprostor dimenzi nulovou.
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Definice

Podmnozina M C V se nazyva baze vektorového prostoru V/,
jestlize (M) = V a M je linedrn& nezavisla. Vektorovy prostor,
ktery ma kone€nou bazi nazyvidme koneénérozmérny, mohutnost
bize nazyvdme dimenzi V2. Nema-li V konecnou bazi, fikdme, Ze
V' je nekone¢nérozmérny. Piseme dim V = k, k € N, pfipadné

k = oo.

“V&imn&me si, Ze trividlni podprostor je generovan prazdnou mnoZinou,
kterd je prazdnou bazi. M3 tedy trividlni podprostor dimenzi nulovou.

Bazi k-rozmérného prostoru budeme obvykle zapisovat jako k-tici
v =(vi...,vk) bazovych vektorl. Jde tu predeviim o zavedeni
konvence: U kone¢nérozmérnych podprostorli budeme totiz vzdy
uvazovat bazi vetné zadaného potadi prvkii i kdyZ jsme to takto,
striktné vzato, nedefinovali.
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Definice

Podmnozina M C V se nazyva baze vektorového prostoru V/,
jestlize (M) = V a M je linedrn& nezavisla. Vektorovy prostor,
ktery ma kone€nou bazi nazyvidme koneénérozmérny, mohutnost
bize nazyvdme dimenzi V2. Nema-li V konecnou bazi, fikdme, Ze
V' je nekone¢nérozmérny. Piseme dim V = k, k € N, pfipadné

k = oo.

“V&imn&me si, Ze trividlni podprostor je generovan prazdnou mnoZinou,
kterd je prazdnou bazi. M3 tedy trividlni podprostor dimenzi nulovou.

Bazi k-rozmérného prostoru budeme obvykle zapisovat jako k-tici
v =(vi...,vk) bazovych vektorl. Jde tu predeviim o zavedeni
konvence: U kone¢nérozmérnych podprostorli budeme totiz vzdy
uvazovat bazi vetné zadaného potadi prvkii i kdyZ jsme to takto,
striktné vzato, nedefinovali.

Zjevng, je-li (vi,...,v,) bazi V, je cely prostor V p¥imym souétem
jednorozmé&rnych podprostordi

V=_(v)® & (vn).



Baze a souéty podprostori
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Z libovolné kone¢né mnoZiny generatorii vektorového prostoru V
Ize vybrat bazi. KaZda baze VV ma prFitom stejny pocet prvkii.
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Z libovolné kone¢né mnoZiny generatorii vektorového prostoru V
Ize vybrat bazi. KaZda baze VV ma prFitom stejny pocet prvkii.

Siln&j&i tvrzeni je Steinitzova véta o vyméné, kterd ¥ika, Ze pro
kaZdou kone¢nou bazi a kazdy systém linedrné nezdvislych vektori
ve V umime najit podmnoZinu bazovych vektord, které zaménou za
zadané nové vektory daji opét bazi. Disledky tohoto tvrzeni jsou:
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Z libovolné kone¢né mnoZiny generatorii vektorového prostoru V
Ize vybrat bazi. KaZda baze VV ma prFitom stejny pocet prvkii.

Silngj3i tvrzeni je Steinitzova véta o vyméné, kterd ¥ikd, Ze pro
kaZdou kone¢nou bazi a kazdy systém linedrné nezdvislych vektori
ve V umime najit podmnoZinu bazovych vektord, které zaménou za
zadané nové vektory daji opét bazi. Disledky tohoto tvrzeni jsou:

Disledek

Q@ KaZdé dvé baze konecnérozmérného vektorového prostoru
maji stejny pocet vektord.

@ Ma-1i V kone¢nou bazi, Ize kaZdou linedrné nezavislou
mnoZinu doplnit do baze.

© Baze konecnérozmérnych vektorovych prostorii jsou pravé
maximalni linedrné nezavislé mnoZiny

@ Baze prostoru s konecnou dimenzi jsou pravé minimalni
mnoZiny generatorii




Baze a soutty podprostorti
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v
Véta

Necht W, Wy, W> C V jsou podprostory v prostoru kone&né
dimenze. Pak plati

Q@ dmW <dmV
Q@ V = W pravé kdyZ dim V = dim W
@ dim Wi + dim Wsp = dim(Wy + Wa) + dim(Wy N Wh).
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v
Véta

Necht W, Wy, W> C V jsou podprostory v prostoru kone&né
dimenze. Pak plati

Q@ dmW <dmV
Q@ V = W pravé kdyZ dim V = dim W
@ dim Wi + dim Wsp = dim(Wy + Wa) + dim(Wy N Wh).

Disledek
Je-li V' prostor dimenze n, pak

@ kaZda n-prvkova mnoZina linearné nezavislych vektorii
generuje V' a

@ kaZda n-prvkovd mnoZina generatorii V je linedrné nezavisla.

V obou ptipadech jde tedy o bazi vektorového prostoru V.
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Priklad

© K" m3a (jako vektorovy prostor nad K) dimenzi n. Bazi je
nap¥. n-tice vektort

Tuto bazi nazyvdame standardni baze v K”. V&imnéme si, Ze
v pripadé kone&ného pole skalarli, nap¥. Zy, ma cely vektorovy
prostor K" jen koneény pocet k" prvki.
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Priklad

© K" m3a (jako vektorovy prostor nad K) dimenzi n. Bazi je
nap¥. n-tice vektort

Tuto bazi nazyvdame standardni baze v K”. V&imnéme si, Ze
v pripadé kone&ného pole skalarli, nap¥. Zy, ma cely vektorovy
prostor K" jen koneény pocet k" prvki.

@ C jako v. p. nad R ma dimenzi 2, bazi tvofi nap¥. &isla 1 a J.
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Priklad

© K" m3a (jako vektorovy prostor nad K) dimenzi n. Bazi je
nap¥. n-tice vektort

Tuto bazi nazyvdame standardni baze v K”. V&imnéme si, Ze
v pripadé kone&ného pole skalarli, nap¥. Zy, ma cely vektorovy
prostor K" jen koneény pocet k" prvki.
@ C jako v. p. nad R ma dimenzi 2, bazi tvofi nap¥. &isla 1 a J.
@ Ky[x], tj. prostor polynomi stupné& nejvyse m, ma dimenzi
m + 1, bazi je nap¥. posloupnost 1, x,x2,...,x™.
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© K" m3a (jako vektorovy prostor nad K) dimenzi n. Bazi je
nap¥. n-tice vektort

Tuto bazi nazyvdame standardni baze v K”. V&imnéme si, Ze
v pripadé kone&ného pole skalarli, nap¥. Zy, ma cely vektorovy
prostor K" jen koneény pocet k" prvki.

@ C jako v. p. nad R ma dimenzi 2, bazi tvofi nap¥. &isla 1 a J.

@ Ky[x], tj. prostor polynomi stupné& nejvyse m, ma dimenzi
m + 1, bazi je nap¥. posloupnost 1, x,x2,...,x™.

© Vektorovy prostor viech polynomi K[x] ma dimenzi oo,
umime viak jest& stale najit bazi (i kdyZz s nekone&n& mnoha
prvky): 1,x,x%, .. ..
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Priklad

© K" m3a (jako vektorovy prostor nad K) dimenzi n. Bazi je
nap¥. n-tice vektort

Tuto bazi nazyvdame standardni baze v K”. V&imnéme si, Ze
v pripadé kone&ného pole skalarli, nap¥. Zy, ma cely vektorovy
prostor K" jen koneény pocet k" prvki.

@ C jako v. p. nad R ma dimenzi 2, bazi tvofi nap¥. &isla 1 a J.

@ Ky[x], tj. prostor polynomi stupné& nejvyse m, ma dimenzi
m + 1, bazi je nap¥. posloupnost 1, x,x2,...,x™.

© Vektorovy prostor viech polynomi K[x] ma dimenzi oo,
umime viak jest& stale najit bazi (i kdyZz s nekone&n& mnoha
prvky): 1,x,x%, .. ..

© Vektorovy prostor R nad Q ma dimenzi co a nema spocetnou
bazi.




Sou¥adnice vektorii

Plan prednéasky

© Souradnice vektorii



Sou¥adnice vektorii
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Kdyz je mnozina {vi,...,v,} C V bédze, mizeme kazdy vektor
v € V vyjadFit jako linedrni kombinaci v = ajvi + - - - + a,v,.
Pfedpokladejme, Ze to udéldme dvéma zplisoby:

v=avi+- -+ anvy,=bivi+- -+ bpvp,.
Potom ale
O=(a1—b1)-vi+---+(an—bn) vy
a proto a; = b; pro vdechna i = 1,..., n. Lze tedy kazdy vektor

zadat pravé jedinym zplisobem jako linedrni kombinaci badzovych
vektor(.



Sou¥adnice vektorii
®000

Kdyz je mnozina {vi,...,v,} C V bédze, mizeme kazdy vektor
v € V vyjadFit jako linedrni kombinaci v = ajvi + - - - + a,v,.
Pfedpokladejme, Ze to udéldme dvéma zplisoby:

v=aivi+---+apv,=bivi+---+ byv,.

Potom ale

0:(31—bl)‘V1+"'+(an—bn)'Vn
a proto a; = b; pro vdechna i = 1,..., n. Lze tedy kazdy vektor
zadat pravé jedinym zplisobem jako linedrni kombinaci bdzovych
vektor(.

Koeficienty této jediné linedrni kombinace vyjadfujici dany vektor
v € V ve zvolené bazi (vi,...,V,) se nazyvaji soufadnice vektoru
v v této bazi.




Sou¥adnice vektorii
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Baze jako zobrazenfi

P¥ifazeni, které vektoru u = ajvi + - - - + a,v, pfifadi jeho
soutadnice v bazi v, budeme znatit stejnym symbolem
v:V — K". M3 tyto vlastnosti:

o v(iu+w)=v(u)+v(w); Vu,w e V
o v(a-u)=a-v(u), Vae K Vue V.



Sou¥adnice vektorii
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Priklad

Vektor w = (3,2,1) ma ve standardni bazi e = (ey, e2, e3) prostoru

R3 sou¥adnice
3

Wle= (2],
1

zatimco v bazi u = ((1, 1,1), (1,1,0), (1,0,0)) ma w soufadnice

1
We=1{1],

protoze w = (3,2,1) =1-(1,1,1) +1-(1,1,0) +1-(1,0,0).
Visimnéte si, Ze kdyz ¥ikdme vektor w = (3,2, 1), tak tim vlastn&
automaticky myslime tento vektor vztaZzeny ke standardni bazi e.




Sou¥adnice vektorii
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Priklad
Polynom p(x) = kx + g ma ve standardni bazi e = (x, 1) prostoru
linedrnich polynomi soufadnice

Pl = (’;) |

zatimco v bazi u = (x — 1,x + 1) ma polynom p(x) soufadnice

k—q
[p(X)]U = (&) )

protoZe p(x):kx+q:%-(X—l)—i-%‘(x—i—l).
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