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2 Lineárńı zobrazeńı
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Soǔradnice vektoru v dané bázi

Když je množina {v1, . . . , vn} ⊆ V báze, můžeme každý vektor
v ∈ V vyjáďrit jako lineárńı kombinaci v = a1v1 + · · ·+ anvn.
Předpokládejme, že to uděláme dvěma způsoby:

v = a1v1 + · · ·+ anvn = b1v1 + · · ·+ bnvn.

Potom ale

0 = (a1 − b1) · v1 + · · ·+ (an − bn) · vn,

a proto ai = bi pro všechna i = 1, . . . , n. Lze tedy každý vektor
zadat právě jediným způsobem jako lineárńı kombinaci bázových
vektor̊u.

Definice

Koeficienty této jediné lineárńı kombinace vyjaďruj́ıćı daný vektor
v ∈ V ve zvolené bázi (v1, . . . , vn) se nazývaj́ı soǔradnice vektoru
v v této bázi.
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Báze jako zobrazeńı

Přǐrazeńı, které vektoru u = a1v1 + · · ·+ anvn p̌rǐrad́ı jeho
soǔradnice v bázi v , budeme značit stejným symbolem
v : V → Kn. Má tyto vlastnosti:

v(u + w) = v(u) + v(w); ∀u,w ∈ V

v(a · u) = a · v(u); ∀a ∈ K, ∀u ∈ V .

Totéž zobrazeńı (v p̌ŕıpadě poťreby explicitńıho zḿıněńı báze)
budeme rovněž značit [u]v = (a1, . . . , an)T . 1

1Transpozici ṕı̌seme proto, abychom si zvykali, že se soǔradnicemi budeme
pracovat jako se sloupcovými vektory.
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v : V → Kn. Má tyto vlastnosti:

v(u + w) = v(u) + v(w); ∀u,w ∈ V

v(a · u) = a · v(u); ∀a ∈ K, ∀u ∈ V .
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Př́ıklad

Vektor w = (3, 2, 1) má ve standardńı bázi e = (e1, e2, e3) prostoru
R3 soǔradnice

[w ]e =

3
2
1

 ,

zat́ımco v bázi u =
(
(1, 1, 1), (1, 1, 0), (1, 0, 0)

)
má w soǔradnice

[w ]u =

1
1
1

 ,

protože w = (3, 2, 1) = 1 · (1, 1, 1) + 1 · (1, 1, 0) + 1 · (1, 0, 0).
Všimněte si, že když ř́ıkáme vektor w = (3, 2, 1), tak t́ım vlastně
automaticky mysĺıme tento vektor vztažený ke standardńı bázi e.
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Př́ıklad

Polynom p(x) = kx + q má ve standardńı bázi e = (x , 1) prostoru
lineárńıch polynomů soǔradnice

[p(x)]e =

(
k
q

)
,

zat́ımco v bázi u = (x − 1, x + 1) má polynom p(x) soǔradnice

[p(x)]u =

(
k−q

2
k+q

2

)
,

protože p(x) = kx + q = k−q
2 · (x − 1) + k+q

2 · (x + 1).
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Změna báze

Př́ıklad

Uvažujme vektorový prostor R3, vektor w = (3, 2, 1) a dvě báze

e = (e1, e2, e3), u =
(

(1, 1, 1)︸ ︷︷ ︸
u1

, (1, 1, 0)︸ ︷︷ ︸
u2

, (1, 0, 0)︸ ︷︷ ︸
u3

)
.

Viděli jsme, že soǔradnice vektoru w v jednotlivých báźıch jsou

[w ]e =

3
2
1

 , [w ]u =

1
1
1

 .

Zejména si všimněte, že

[u1]e =

1
1
1

 , [u2]e =

1
1
0

 , [u3]e =

1
0
0


jsou soǔradnice vektor̊u u1, u2, u3 v bázi e.
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Př́ıklad

Vztah dvou soǔradnicových vektor̊u pro vektor w můžeme
jednoduše popsat pomoćı maticového násobeńı. Pokud dáme
vektory báze u (či p̌resněji soǔradnice vektor̊u báze u v bázi e) do
sloupc̊u matice (označme ji jako T ), potom je

[w ]e =

3
2
1

 =

 1
1
1

1
1
0

1
0
0

 ·
1

1
1

 = T · [w ]u.

↑ ↑ ↑
u1 u2 u3︸ ︷︷ ︸

=:T

Matici T ř́ıkáme matice p̌rechodu od báze u k bázi e. Zkuste si
rovnou rozmyslet, jak bude vypadat matice p̌rechodu od báze u
k bázi e.
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Obecně:

Věta

Matici T p̌rechodu (od báze u k bázi v) źıskáme tak, že
soǔradnice vektor̊u báze u v bázi v naṕı̌seme do sloupc̊u matice T .

Matice p̌rechodu a jej́ı inverze

Funkce matice p̌rechodu je taková, že známe-li soǔradnice x
vektoru v bázi u, pak jeho soǔradnice v bázi v se obdrž́ı
vynásobeńım sloupce x matićı p̌rechodu (zleva). Protože inverzńı
zobrazeńı k identickému je opět totéž identické zobrazeńı, je
matice p̌rechodu vždy invertibilńı a jej́ı inverze je právě matice
p̌rechodu opačným směrem, tj. od báze v k bázi u.
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Lineárńı zobrazeńı

Definice

Necht’ V a W jsou vektorové prostory nad týmž polem skalár̊u K.
Zobrazeńı f : V →W se nazývá lineárńı zobrazeńı, jestliže plat́ı:

1 f (u + v) = f (u) + f (v), ∀u, v ∈ V

2 f (a · u) = a · f (u), ∀a ∈ K, ∀u ∈ V .

Pokud je ćılový vektorový prostor W totožný s výchoźım prostorem
V , potom nazýváme lineárńı zobrazeńı L : V → V lineárńı
transformace prostoru V .

Taková zobrazeńı jsme již viděli nap̌r. ve formě násobeńı matic:

Kn 3 x 7→ A · x ∈ Km

pro matici A typu m/n nad K je (d́ıky vlastnostem násobeńı matic)
lineárńım zobrazeńım Kn → Km.
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Definice
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Definice
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Př́ıklady lineárńıch zobrazeńı

Př́ıklad

Následuj́ıćı zobrazeńı jsou lineárńı transformace na vektorovém
prostoru R2:

1 Prodloužeńı nebo zkráceńı vektoru L((x , y)) = a · (x , y).

2 Rotace o π
2 v kladném smyslu L((x , y)) = (−y , x).

3 Obecněji, rotace o úhel ϕ v kladném smyslua

L((x , y)) =

(
cosϕ − sinϕ
sinϕ cosϕ

)(
x
y

)
.

4 Projekce vektoru na některou soǔradnou osu, nap̌r.
L((x , y)) = y · e2 = (0, y).

aVyzkoušet a rozmyslet můžete nap̌r. s využit́ım apletu na tomto webu.

http://www.wiley.com/legacy/products/subject/life/biological_anthropology/0471205079_virtual_reconstruction/chapter5_trafo.html
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prostoru R2:
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Př́ıklady lineárńıch zobrazeńı – pokr.

Př́ıklad

1

L : R3 → R, L((x1, x2, x3)) = x1 + 2x2 − x3

je lineárńı zobrazeńı.

2

L : R3 → R, L((x1, x2, x3)) = x1 + 2x2x3

neńı lineárńı zobrazeńı.

3

L : R3 → R, L((x1, x2, x3)) = x1 + 2x2 − x3 − 1

neńı lineárńı zobrazeńı.
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Vlastnosti lineárńıch zobrazeńı

Obraz Im f := f (V ) ⊂W je zjevně vektorový podprostor. Stejně
tak je vektorovým podprostorem množina všech vektor̊u
Ker f := f −1({0}) ⊂ V . Nazývá se jádro (kernel) lineárńıho
zobrazeńı f . Lineárńı zobrazeńı, které je bijekćı, nazýváme
izomorfismus vektorových prostor̊u.

Př́ıklad

L1(u) = x · e1 = (x , 0) projekce na osu x ,

L2(u) = y · e2 = (0, y) projekce na osu y .

A proto plat́ı

L1(u) = 0 ⇔ x = 0 tedy je Ker L1 = 〈e2〉,
L2(u) = 0 ⇔ y = 0 tedy je Ker L2 = 〈e1〉.
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tak je vektorovým podprostorem množina všech vektor̊u
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Věta

Necht’ f : V →W je lineárńı zobrazeńı. Pro všechny
u, u1, . . . , uk ∈ V , a1, . . . , ak ∈ K plat́ı:

1 f (0) = 0

2 f (−u) = −f (u)

3 f (a1 · u1 + · · ·+ ak · uk) = a1 · f (u1) + · · ·+ ak · f (uk)

4 pro každý vektorový podprostor V1 ⊂ V je jeho obraz f (V1)
vektorový podprostor ve W .

5 Pro každý podprostor W1 ⊂W je množina
f −1(W1) = {v ∈ V ; f (v) ∈W1} vektorový podprostor ve V .
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Jednoduché důsledky

1 Složeńı g ◦ f : V → Z dvou lineárńıch zobrazeńı f : V →W a
g : W → Z je opět lineárńı zobrazeńı.

2 Lineárńı zobrazeńı f : V →W je izomorfismus právě když
Im f = W a Ker f = {0} ⊂ V . Inverzńı zobrazeńı
k izomorfismu je opět izomorfismus.

3 Pro podprostory V1, V2 a lineárńı zobrazeńı f : V →W plat́ı
f (V1 + V2) = f (V1) + f (V2), f (V1 ∩ V2) ⊂ f (V1) ∩ f (V2).

4 Zobrazeńı p̌rǐrazeńı soǔradnic u : V → Kn, dané libovolně
zvolenou báźı u = (u1, . . . , un) vektorového prostoru V , je
izomorfismus.

5 Dva konečněrozměrné vektorové prostory jsou izomorfńı právě
když maj́ı stejnou dimenzi.

6 Složeńı dvou izomorfismů je izomorfismus.
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Uvažujme libovolné vektorové prostory U,V nad K s dim U = n,
dim V = m a mějme lineárńı zobrazeńı f : U → V . Pro každou
volbu báźı u = (u1, . . . , un) na U, v = (v1, . . . , vn) na V , máme
k dispozici p̌ŕıslušná p̌rǐrazeńı soǔradnic:

U
f //

'u

��

V

v'
��

Kn
fu,v // Km

Přitom je každé lineárńı zobrazeńı jednoznačně určeno svými
hodnotami na libovolné množině generátor̊u, zejména tedy na bázi
u.
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Matice lineárńıho zobrazeńı

Věta

Pro každé lineárńı zobrazeńı L : V →W mezi
(konečněrozměrnými) vektorovými prostory V (dimenze n s báźı u)
a W (dimenze m s báźı v) existuje matice A typu m×n s vlastnost́ı

[L(w)]v = A · [w ]u pro všechny vektory w ∈ V .

Matice A reprezentuje toto lineárńı zobrazeńı L v báźıch u a v,
p̌ričemž sloupce matice A jsou soǔradnice obraz̊u bázových vektor̊u
u1, . . . , un (výchoźıho prostoru V ) v bázi v (ćılového prostoru W ),
tj.

A =
(
a[1] . . . a[n]

)
, kde a[i ] = [L(ui )]v ∈ Rm, i = 1, . . . , n.
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Př́ıklad

Necht’ L : R3 → R2 je pro dáno p̌redpisem:

L(u) = x1 v1 + (x3 − x2) v2,

kde u = (x1, x2, x3)T , v1 = (2,−1)T , v2 = (1,−2)T . Určete matici
A, která reprezentuje toto lineárńı zobrazeńı

(a) v báźıch e = (e1, e2, e3) a e = (e1, e2) (standardńı báze
prostor̊u R3 a R2),

(b) v báźıch e = (e1, e2, e3) a v = (v1, v2).
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Řešeńı

a) Protože je

L(u) =

(
2x1 − x2 + x3

−x1 + 2x2 − 2x3

)
,

je L(e1) = (2,−1)T , L(e2) = (−1, 2)T , L(e3) = (1,−2)T .
Protože ve standardńı bázi e ćılového prostoru R2 je w = [w ]e, je
maticová reprezentace zobrazeńı L v těchto báźıch

A = Ae,e =

(
2 −1 1
−1 2 −2

)
,

tj.

L(u) =

(
2 −1 1
−1 2 −2

)
·

x1

x2

x3

 .
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Řešeńı

b) Protože je L(e1) = (2,−1)T = v1,
L(e2) = (−1, 2)T = −v2, L(e3) = (1,−2)T = v2, je
[L(e1)]v = (1, 0)T , [L(e2)]v = (0,−1)T , [L(e3)]v = (0, 1)T , je
maticová reprezentace zobrazeńı L v těchto báźıch

B = Be,v =

(
1 0 0
0 −1 1

)
, tj. [L(u)]v =

(
1 0 0
0 −1 1

)
·

x1

x2

x3

 .
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Jestliže za U i V zvoĺıme tentýž prostor, ale s r̊uznými bazemi, a
za f identické zobrazeńı, vyjaďruje náš postup vektory báze u
v soǔradnićıch vzhledem k v . Označme výslednou matici T . Když
pak zadáme vektor u

u = x1u1 + · · ·+ xnun

v soǔradnićıch vzhledem k u a dosad́ıme za ui , obdrž́ıme soǔradné
vyjáďreńı x̄ téhož vektoru v bázi v . Stač́ı k tomu p̌reskládat pǒrad́ı
sč́ıtanc̊u a vyjáďrit skaláry u jednotlivých vektor̊u báze. Podle výše
uvedeného postupu muśı vyj́ıt x̄ = T · x . Tuto matici jsme již ďŕıve
nazvali matice p̌rechodu od báze u k bázi v . Matice T zadávaj́ıćı
transformaci soǔradnic z báze u do báze v je tedy matićı
identického zobrazeńı idU : U → U:

U
idU //

'u

��

U

v'
��

Kn
(idU)u,v // Kn
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Nyńı snadno uvid́ıme, jak se skládaj́ı soǔradná vyjáďreńı lineárńıch
zobrazeńı. Uvažme ještě daľśı vektorový prostor W nad K dimenze
k s báźı w , lineárńı zobrazeńı g : V →W a označme p̌ŕıslušnou
matici gv ,w . Pro matice těchto zobrazeńı dostáváme č́ımž jsme
odvodili:

gv ,w ◦ fu,v (x) = B · (A · x) = (B · A) · x = (g ◦ f )u,w (x)

pro všechny x ∈ Kn. Všimněte si, že izomorfismy odpov́ıdaj́ı právě
invertibilńım matićım.
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Př́ıklad

Jako p̌ŕıklad skládáńı lineárńıch transformaćı R2 → R2 uved’me
složeńı dvou rotaćı Jak jsme ďŕıve ukázali, rotace o úhel ϕ
v kladném smyslu je (ve standardńı bázi) reprezentována matićı

Aϕ =

(
cosϕ − sinϕ
sinϕ cosϕ

)
,

podobně pro matici Aψ rotace o úhel ψ.

Jejich složeńı (v libovolném pǒrad́ı) žrejmě odpov́ıdá rotaci o úhel
ϕ+ ψ, proto(

cos(ϕ+ ψ) − sin(ϕ+ ψ)
sin(ϕ+ ψ) cos(ϕ+ ψ)

)
=

(
cosϕ − sinϕ
sinϕ cosϕ

)
·
(

cosψ − sinψ
sinψ cosψ

)
.

Odtud mj. dostáváme platnost známých součtových vzorc̊u pro
goniometrické funkce.
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Stejný postup nám dává odpověd’ na otázku, jak se změńı matice
zobrazeńı, změńıme-li báze na definičńım oboru i oboru hodnot:

U
idU //

'u′

��

U
f //

'u

��

V
idV //

v'
��

V

v ′'
��

Kn T // Kn
fu,v // Km S−1

// Km

kde T je matice p̌rechodu od u′ k u a S je matice p̌rechodu od v ′

k v . Je-li tedy A původńı matice zobrazeńı, bude nová dána jako
A′ = S−1AT .

Ve speciálńım p̌ŕıpadě lineárńı transformace f : U → U
vyjaďrujeme zpravidla f pomoćı jedné báze u prostoru U, proto
p̌rechod k nové bázi u′ bude znamenat změnu na A′ = T−1AT .

Poznámka

Matićım A,A′, pro něž existuje regulárńı matice T tak, že
A′ = T−1AT , ř́ıkáme podobné matice. Snadno se ově̌ŕı, že
podobnost matic je relaćı ekvivalence.
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Poznámka

Podobné matice maj́ı hodně stejných vlastnost́ı, nap̌r.:

1 stejný determinant,

2 stejnou stopu (součet prvk̊u na hlavńı diagonále),

3 stejné vlastńı hodnoty.
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Př́ıklad

V části b) p̌redchoźıho p̌ŕıkladu je matice p̌rechodu of báze
v = (v1, v2) k bázi e (v ćılovém prostoru R2) rovna

V =
(
[v1]e [v2]e

)
=
(
v1 v2

)
=

(
2 1
−1 −2

)
,

protoV−1 = −1

3

(
−2 −1
1 2

)
=

(
2
3

1
3

−1
3 −2

3

)
,

a je tedy matice uvažovaného lineárńıho zobrazeńı v báźıch e a v
rovna

B = V−1 ·A ·E3 =

(
2
3

1
3

−1
3 −2

3

)
·
(

2 −1 1
−1 2 −2

)
=

(
1 0 0
0 −1 1

)
.
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rovna

B = V−1 ·A ·E3 =

(
2
3

1
3

−1
3 −2

3

)
·
(

2 −1 1
−1 2 −2

)
=

(
1 0 0
0 −1 1

)
.


	Báze a souradnice
	Lineární zobrazení
	Maticová reprezentace lineárních zobrazení

