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Soufadnice vektoru v dané bazi

KdyZ je mnozina {vi,...,v,} C V bédze, mizeme kazdy vektor
v € V vyjadFit jako linedrni kombinaci v = ajvi + - - - + apv,.
Pfedpokladejme, Ze to udélame dvéma zpiisoby:

v=aivi+ -+ apvyp = bivi + -+ byv,.
Potom ale
O0=(a1—b1)-vi+---+(an—bn)- v,

a proto a; = b; pro v8echna i =1, ..., n. Lze tedy kazdy vektor
zadat pravé jedinym zplisobem jako linedrni kombinaci bdzovych
vektor(.
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Soufadnice vektoru v dané bazi

KdyZ je mnozina {vi,...,v,} C V bédze, mizeme kazdy vektor
v € V vyjadFit jako linedrni kombinaci v = ajvi + - - - + apv,.
Pfedpokladejme, Ze to udélame dvéma zpiisoby:

v=aivi+ -+ apvyp = bivi + -+ byv,.

Potom ale

O0=(a1—b1)-vi+---+(an—bn)- v,
a proto a; = b; pro v8echna i =1, ..., n. Lze tedy kazdy vektor
zadat pravé jedinym zplisobem jako linedrni kombinaci bdzovych
vektor(.

Koeficienty této jediné linedrni kombinace vyjadfujici dany vektor
v € V ve zvolené bazi (v1,. .., v,) se nazyvaji soufadnice vektoru
v v této bazi.
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Baze jako zobrazenfi

P¥ifazeni, které vektoru u = ajvi + - - - + apv, pritadi jeho
soufadnice v bazi v, budeme znacit stejnym symbolem
v:V — K" M3 tyto vlastnosti:

o viu+w)=yv(u)+v(w), Vuuwe V

o v(a-u)=a v(u), VaeKVue V.

Transpozici piéeme proto, abychom si zvykali, e se soutadnicemi budeme
pracovat jako se sloupcovymi vektory.
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Baze jako zobrazenfi

P¥ifazeni, které vektoru u = ajvi + - - - + apv, pritadi jeho
soufadnice v bazi v, budeme znacit stejnym symbolem
v:V — K" M3 tyto vlastnosti:

o viu+w)=yv(u)+v(w), Vuuwe V
o v(a-u)=a v(u), VaeKVue V.

TotéZ zobrazeni (v p¥ipadé potfeby explicitniho zminéni baze)
budeme rovn&? znatit [u], = (a1,...,an) . !

Transpozici piéeme proto, abychom si zvykali, e se soutadnicemi budeme
pracovat jako se sloupcovymi vektory.
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Priklad

Vektor w = (3,2,1) ma ve standardni bazi e = (ey, e2, e3) prostoru

R3 sou¥adnice
3

Wle= (2],
1

zatimco v bazi u = ((1, 1,1), (1,1,0), (1,0,0)) ma w soufadnice

1
wlu= |1

)

protoze w = (3,2,1) =1-(1,1,1) +1-(1,1,0) +1-(1,0,0).
Visimnéte si, Ze kdyz ¥ikdme vektor w = (3,2, 1), tak tim vlastn&
automaticky myslime tento vektor vztaZzeny ke standardni bazi e.
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Priklad
Polynom p(x) = kx + g ma ve standardni bazi e = (x, 1) prostoru
linedrnich polynomi soufadnice

Pl = (g) |

zatimco v bazi u = (x — 1,x + 1) ma polynom p(x) soufadnice

k—q
[p(X)]U = (l(i‘]) )

protoZe p(x):kx+q:%-(X—l)—i-%‘(x—i—l).
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/ména baze

Priklad

UvaZujme vektorovy prostor R3, vektor w = (3,2,1) a dvé& baze

e = (e1, e, €3), u=((1,1,1), (1,1,0), (1,0,0)).
——— N N —
up up u3

Vidéli jsme, Ze soufadnice vektoru w v jednotlivych bazich jsou

3 1
wle={2], wlu= |1
1 1
Zejména si vSimnéte, Ze
1 1 1

o

[Ul]e =11}, [U2]e =111, [U3]e =




Baze a soutadnice
00000®0
Priklad

Vztah dvou soutfadnicovych vektorl pro vektor w mizeme
jednoduse popsat pomoci maticového nasobeni. Pokud dame
vektory bize u (&i pfesngji soufadnice vektorl bize u v bazi e) do
sloupcii matice (oznatme ji jako T), potom je

3
[W]e == i =T- [W]U

T 1t 1
uy un us
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Priklad

Vztah dvou soutfadnicovych vektorl pro vektor w mizeme
jednoduse popsat pomoci maticového nasobeni. Pokud dame
vektory bize u (&i pfesngji soufadnice vektorl bize u v bazi e) do
sloupcii matice (oznatme ji jako T), potom je

3
[W]e == i =T- [W]U

T 1t 1
uy un us
=T

Matici T ¥ikdme matice pfechodu od baze u k bazi e. Zkuste si
rovnou rozmyslet, jak bude vypadat matice pfechodu od baze u
k bazi e.
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Obecné:

Véta
Matici T pfechodu (od baze u k bazi v) ziskdme tak, Ze
soufadnice vektorii baze u v bazi v napiseme do sloupcii matice T.

Matice pt¥echodu a jeji inverze

Funkce matice prechodu je takovd, Ze zndme-li soufadnice x
vektoru v bazi u, pak jeho soufadnice v bazi v se obdrzi
vyndsobenim sloupce x matici pfechodu (zleva). ProtoZe inverzni
zobrazeni k identickému je opét totéZ identické zobrazendi, je
matice pfechodu vzdy invertibilni a jeji inverze je pravé matice
prechodu opaénym smérem, tj. od baze v k bazi u.
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Linedrni zobrazeni

Necht V a W jsou vektorové prostory nad tymz polem skalarii K.
Zobrazeni f : V — W se nazyva linearni zobrazeni, jestlize plati:

Q f(ut+v)="~F(u)+f(v), VuveV
Q f(a-u)=a-f(u), VaeK, Yue V.
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Linedrni zobrazeni

Definice

Necht V a W jsou vektorové prostory nad tymz polem skalarii K.
Zobrazeni f : V — W se nazyva linearni zobrazeni, jestlize plati:
QO f(lut+v)="~f(u)+f(v), Yu,veV
Q f(a-u)=a-f(u), VaeK, Yue V.
Pokud je cilovy vektorovy prostor W totoZzny s vychozim prostorem
V/, potom nazyvdme linedrni zobrazeni L : V' — V linearni
transformace prostoru V.
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Linedrni zobrazeni

Definice

Necht V a W jsou vektorové prostory nad tymz polem skalarii K.
Zobrazeni f : V — W se nazyva linearni zobrazeni, jestlize plati:
QO f(lut+v)="~f(u)+f(v), Yu,veV
Q f(a-u)=a-f(u), VaeK, Yue V.
Pokud je cilovy vektorovy prostor W totoZzny s vychozim prostorem

V/, potom nazyvdme linedrni zobrazeni L : V' — V linearni
transformace prostoru V.

Takova zobrazeni jsme jiz vidéli nap¥. ve formé& ndsobeni matic:
K'sx—A-xeK™

pro matici A typu m/n nad K je (diky vlastnostem nasobeni matic)
linedrnim zobrazenim K” — K.
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Pt¥iklady linedrnich zobrazeni

Priklad
Ndsledujici zobrazeni jsou linedrni transformace na vektorovém
prostoru R?:

@ ProdlouZeni nebo zkraceni vektoru L((x,y)) = a- (x,y).

“Vyzkouset a rozmyslet miZete nap¥. s vyuZitim apletu na tomto webu.



http://www.wiley.com/legacy/products/subject/life/biological_anthropology/0471205079_virtual_reconstruction/chapter5_trafo.html
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Pt¥iklady linedrnich zobrazeni

Priklad
Ndsledujici zobrazeni jsou linedrni transformace na vektorovém
prostoru R?:

@ ProdlouZeni nebo zkraceni vektoru L((x,y)) = a- (x,y).
© Rotace o 5 v kladném smyslu L((x,y)) = (—y, x).

“Vyzkouset a rozmyslet miZete nap¥. s vyuZitim apletu na tomto webu.



http://www.wiley.com/legacy/products/subject/life/biological_anthropology/0471205079_virtual_reconstruction/chapter5_trafo.html
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Pt¥iklady linedrnich zobrazeni

Priklad
Ndsledujici zobrazeni jsou linedrni transformace na vektorovém
prostoru R?:

@ ProdlouZeni nebo zkraceni vektoru L((x,y)) = a- (x,y).
© Rotace o 5 v kladném smyslu L((x,y)) = (—y, x).

© Obecngji, rotace o thel ¢ v kladném smyslu?

o= ( 29))

“Vyzkouset a rozmyslet miZete nap¥. s vyuZitim apletu na tomto webu.



http://www.wiley.com/legacy/products/subject/life/biological_anthropology/0471205079_virtual_reconstruction/chapter5_trafo.html
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Pt¥iklady linedrnich zobrazeni

Priklad
Ndsledujici zobrazeni jsou linedrni transformace na vektorovém
prostoru R?:

@ ProdlouZeni nebo zkraceni vektoru L((x,y)) = a- (x,y).
© Rotace o 5 v kladném smyslu L((x,y)) = (—y, x).

© Obecngji, rotace o thel ¢ v kladném smyslu?

__[cosp —sinp) (x
ey = (220 ome) (%),
@ Projekce vektoru na nékterou souradnou osu, napft.
L((x.y)) =y -e=(0,y).

“Vyzkouset a rozmyslet miZete nap¥. s vyuZitim apletu na tomto webu.



http://www.wiley.com/legacy/products/subject/life/biological_anthropology/0471205079_virtual_reconstruction/chapter5_trafo.html
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Ptiklady linedrnich zobrazeni — pokr.

Ptiklad

(1]
LR} R, L((x1,%,x3)) =x1 +2x2 — X3

je linedrni zobrazeni.

(2]
L:R3 SR, L((x1, x2,x3)) = x1 + 2x2X3

neni linedrni zobrazeni.

(s
L:R3 SR, L((x1,%2,x3)) =x1 +2x2 —x3 — 1

neni linedrni zobrazeni. )
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Vlastnosti linedarnich zobrazeni

Obraz Imf := f(V) C W je zjevn& vektorovy podprostor. Stejné&
tak je vektorovym podprostorem mnoZina vech vektor

Ker f := f~1({0}) C V. Nazyva se jadro (kernel) linedrniho
zobrazeni f. Linearni zobrazeni, které je bijekci, nazyvame
izomorfismus vektorovych prostorii.
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Vlastnosti linedarnich zobrazeni

Obraz Imf := f(V) C W je zjevn& vektorovy podprostor. Stejné&
tak je vektorovym podprostorem mnoZina vech vektor

Ker f := f~1({0}) C V. Nazyva se jadro (kernel) linedrniho
zobrazeni f. Linearni zobrazeni, které je bijekci, nazyvame
izomorfismus vektorovych prostorii.

Priklad

Li(u) = x-e = (x,0) projekce na osu x,

Ly(u)=y e =(0,y) projekce na osu y.
A proto plati

Li(u)=0 < x=0 tedyje Kerl; = (e),
Ly(u)=0 < y=0 tedyje Kerly= (e1).




Linearni zobrazeni
00000

Necht f : V. — W je linedrni zobrazeni. Pro vsechny
u,uy,...,ux €V, ag,...,a € K plati:
Q f(0)=0
Q f(—u)=—f(uv)
Q@ flay -+ +ak-ux)=ar-f(u)+-+ak- fu)
Q pro kazdy vektorovy podprostor Vi C V je jeho obraz (V1)
vektorovy podprostor ve W.

©

Pro kazdy podprostor Wi C W je mnoZina
f~Y(Wp) = {v € V; f(v) € Wi} vektorovy podprostor ve V.
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Jednoduché disledky

@ SloZeni gof : V — Z dvou linedrnich zobrazeni f : V — W a
g : W — Z je opét linedrni zobrazeni.

@ Linearni zobrazeni f : V. — W je izomorfismus pravé kdyz
Imf =W aKerf = {0} C V. Inverzni zobrazeni
k izomorfismu je opét izomorfismus.

© Pro podprostory Vi, V5 a linedrni zobrazeni f : V. — W platfi
f(\/l + V2) = f(Vl) + f(VQ), f(\/l N V2) C f(Vl) N f(\/g)

© Zobrazeni pFifazeni soufadnic u : V — K", dané libovoln&
zvolenou bazi u = (u1,. .., u,) vektorového prostoru V/, je
izomorfismus.

© Dva kone¢nérozmérné vektorové prostory jsou izomorfni pravé
kdyZ maji stejnou dimenzi.

O SloZeni dvou izomorfismi je izomorfismus.
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UvaZzujme libovolné vektorové prostory U, V nad K s dim U = n,
dim V = m a méjme linedrni zobrazeni f : U — V. Pro kazdou
Sup)na U, v=(vi,...,vp) na V, mame

volbu bazi u = (uy,..
fifazeni soufadnic:

k dispozici p¥islugna p

P¥itom je kazdé linearni zobrazeni jednoznaéné uréeno svymi
hodnotami na libovolné mnozin& generdtorii, zejména tedy na bazi

u.
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Matice linearniho zobrazeni

Pro kaZdé linearni zobrazeni L : V. — W mezi
(kone&nérozmérnymi) vektorovymi prostory V' (dimenze n s bazi u)
a W (dimenze m s bdzi'v) existuje matice A typu m X n s vlastnosti

[L(w)]ly = A-[w]y pro viechny vektory w € V.

Matice A reprezentuje toto linedarni zobrazeni L v bazich u a v,
pFicemZ sloupce matice A jsou souradnice obrazii bazovych vektort
ui,...,up (vychoziho prostoru V') v bazi v (cilového prostoru W),
t.

A= (all .. &l kde all = [L(u)ly €R™, i=1,...,n.

)
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Pyiklad
Necht L : R3 — R? je pro ddno predpisem:

L(u) =x1v1 + (3 — x2) vo,

kde u = (x1,x0,x3)T,v1 = (2,-1)7, vy = (1, —2) 7. Urlete matici
A, kterd reprezentuje toto linedrni zobrazenfi

(a) v bazich e = (e1, e2,€3) a € = (e1, &) (standardni baze
prostorii R3 a R?),

(b) v bazich e = (e1, e2,€3) a v = (v1, v2).
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Reseni

a) Protoze je

L(u):< 2x1 — X2 + X3 )7

—Xx1 + 2x5 — 2x3

je L(el) = (27 _1)T7 L(e2) = (_1)2)7—7 L(e3) = (17 _2)T
ProtoZe ve standardni bazi e cilového prostoru R? je w = [w]e, je
maticova reprezentace zobrazeni L v téchto bazich

2 -1 1
A=Ae,e=<_1 2 —2>’
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|
K
N

Reseni

b) ProtoZe je L(e;) = (2,—1)T = v,

L(e) =(-1,2)" = —vo, L(e3) = (L, —2)T =, je
[L(er)lv = (1,0)7, [L(e2)lv=(0,-1)7, [L(es)lv=(0,1)T,je

maticova reprezentace zobrazeni L v téchto bazich

X1
1 0 O . 1 0 O
B = By = <0 1 1> , b [L(w)]w = <O _1 1) N x

X3
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Jestlize za U i V zvolime tentyZ prostor, ale s riiznymi bazemi, a
za f identické zobrazeni, vyjadfuje nas postup vektory bize u

v soufadnicich vzhledem k v. Ozna&me vyslednou matici T. KdyZ
pak zadame vektor u

U= xyuy + -+ XpUup

v soufadnicich vzhledem k u a dosadime za u;, obdrZime soufadné
vyjad¥eni x téhoZ vektoru v bazi v. Sta&i k tomu presklddat pofadi
s¢itanch a vyjad¥it skalary u jednotlivych vektori baze. Podle vyse
uvedeného postupu musi vyjit x = T - x. Tuto matici jsme jiZ d¥ive
nazvali matice pfechodu od baze u k bazi v. Matice T zadavajici
transformaci soufadnic z baze u do baze v je tedy matici
identického zobrazeni idy : U — U:



Maticova reprezentace linearnich zobrazeni
000000@0000

Nyni snadno uvidime, jak se sklddaji soufadna vyjad¥eni linedrnich
zobrazeni. Uvazme jest&€ dalsi vektorovy prostor W nad K dimenze
k s bazi w, linearni zobrazeni g : V — W a ozna&me pf¥islusnou
matici gy, . Pro matice téchto zobrazeni dostdvdme ¢imz jsme
odvodili:

Bvw O fuv(x)=B-(A-x)=(B-A) x=(gof)uwl(x)

pro viechny x € K". Vimnéte si, Ze izomorfismy odpovidaji pravé
invertibilnim maticim.
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Priklad

Jako p¥iklad sklddani linedrnich transformaci R?> — R? uved me
sloZeni dvou rotaci Jak jsme dfive ukdzali, rotace o thel ¢

v kladném smyslu je (ve standardni bazi) reprezentovdna matici

A = [Ccos® —sing
¥ \sing cosp )’

podobné& pro matici Ay, rotace o thel 7.
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Priklad
Jako p¥iklad sklddani linedrnich transformaci R?> — R? uved me

sloZeni dvou rotaci Jak jsme dfive ukdzali, rotace o thel ¢
v kladném smyslu je (ve standardni bazi) reprezentovdna matici

(coscp —sin gp)
A,=| _. ,
sinp  cosyp
podobné& pro matici Ay, rotace o thel 7.

Jejich slozeni (v libovolném potadi) ziejmé& odpovida rotaci o thel
¢ + 1, proto

cos(p + 1) —sin(p+1)\ _ [cosp —sinp\ (cosyp —sine
sin(p+1)  cos(p+1) ] \sing cosg ) \singy cosy

Odtud mj. dostdvdme platnost znamych sou&tovych vzorci pro
goniometrické funkce.
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Stejny postup nam ddva odpovéd na otdzku, jak se zmé&ni matice
zobrazeni, zménime-li baze na defini¢nim oboru i oboru hodnot:

id id
U Y Ly f v Y.y
Lk
f, s-1
KMo KN ~Km D ~ KM

kde T je matice pfechodu od v’ k u a S je matice pfechodu od v/

k v. Je-li tedy A plvodni matice zobrazeni, bude nova déna jako
A = STLAT.
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Stejny postup nam ddva odpovéd na otdzku, jak se zmé&ni matice
zobrazeni, zménime-li baze na defini¢nim oboru i oboru hodnot:

id id
U sy —F v vy
U/J/N UiN N\LV N\Lv’
f, s-1
Ko SN KM oD ~Km

kde T je matice prechodu od v’ k u a S je matice prechodu od v/
k v. Je-li tedy A plvodni matice zobrazeni, bude nova déna jako
A = STLAT.

Ve specidlnim pFipadé linedrni transformace f : U — U
vyjadfujeme zpravidla f pomoci jedné baze u prostoru U, proto
prechod k nové bazi v’ bude znamenat zménu na A’ = T AT,

Poznamka

Maticim A, A’, pro n&Z existuje reguldrni matice T tak, Ze
A = TLAT, ¥kdme podobné matice. Snadno se ovéFi, ze
podobnost matic je relaci ekvivalence.
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Poznamka

Podobné matice maji hodné stejnych vlastnosti, napt.:
© stejny determinant,
@ stejnou stopu (soucet prvki na hlavni diagondle),

© stejné vlastni hodnoty.
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P¥iklad
V &asti b) predchoziho pfikladu je matice pfechodu of baze
v = (v1, v2) k bazi e (v cilovém prostoru R?) rovna

V=([vle [ve)=( w)= ( 5 - > ’

1 /-2 -1 2 1
-1_ _* _( 3 3
protoV ™" = 3 (1 2> <_ §>,
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P¥iklad
V &asti b) predchoziho pfikladu je matice pfechodu of baze
v = (v1, v2) k bazi e (v cilovém prostoru R?) rovna
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a je tedy matice uvazovaného linearniho zobrazeni v bazich e a v
rovna
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