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Euklidovské prostory

Do vektorového prostoru (R”, -+, -) nyni doplnime dalsi
»strukturu®, abychom dokazali odvodit vice informaci napft.

o vzdjemné poloze vektor(, podprostorii, délce, vzdalenosti, Ghlech,
atd. Budeme zkoumat otdzky typu

o Jak daleko lezi n&jaky bod od podprostoru?
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Euklidovské prostory

Do vektorového prostoru (R”, -+, -) nyni doplnime dalsi
»strukturu®, abychom dokazali odvodit vice informaci napft.

o vzdjemné poloze vektor(, podprostorii, délce, vzdalenosti, Ghlech,
atd. Budeme zkoumat otdzky typu

o Jak daleko lezi n&jaky bod od podprostoru?

o Ktery bod v podprostoru je nejblize k n&jakému zvolenému
bodu (ktery leZzi mimo tento podprostor)?
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Skaldrni soudin

Definice
Skalarni soucin dvou vektorli u, v € R" definujeme jako &islo

u-v=uyvy—+--++ Uy Vp.

(To Ize zapsat i pomoci maticového nasobeni jako u” - v, pokud
chapeme vektory v R" jako sloupcové vektory.) Evidentn& plati
vztah symetrie u-v = v - u.
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Skaldrni soudin

Definice

Skalarni soucin dvou vektorli u, v € R" definujeme jako &islo
u-v=uyvy—+--++ Uy Vp.

(To Ize zapsat i pomoci maticového nasobeni jako u” - v, pokud
chapeme vektory v R" jako sloupcové vektory.) Evidentn& plati
vztah symetrie u-v = v - u.

Vektorovy prostor R” s vySe uvedenym skalarnim soudinem
nazyvame Euklidovsky (vektorovy) prostor.
Délka (téz norma) vektoru u € R" je pak definovdna jako

lul| :==Vu-u=/u?+-+u2



00®@00000000
Uhel mezi dv&ma nenulovymi vektory u, v € R" je &islo ¢ € [0, 7]
spliiujici

u-v

u-v=lullivil cosp, 4. cosp = mrmry
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Uhel mezi dvéma nenulovymi vektory u, v € R” je &islo ¢ € [0, 7]
spliiujici
: u-v
u-v=|ull|lv| cosp, tj. cosp=-——"-—.
[l [v]]
To, Ze vibec Ize takto thel dvou vektoril definovat (tj. Ze vyraz
napravo je &islo z intervalu [—1,1]), plyne z nasledujici Cauchyovy
(téz Cauchy-Schwarzovy) nerovnosti.
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Uhel mezi dvéma nenulovymi vektory u, v € R” je &islo ¢ € [0, 7]
spliiujici

: u-v
u-v=|ull|lv| cosp, tj. cosp=-——"-—.
[l [v]]

To, Ze vibec Ize takto thel dvou vektoril definovat (tj. Ze vyraz
napravo je &islo z intervalu [—1,1]), plyne z nasledujici Cauchyovy
(téz Cauchy-Schwarzovy) nerovnosti.

Véta (Cauchy-Schwarzova)

Pro libovolné dva vektory u,v € R" plati
u- v < lullfv]],

pFicemZ rovnost nastane, pravé kdyZ jsou vektory u a v linearné
zavislé (tj. jeden z nich je ndsobkem toho druhého).
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Cauchyovu nerovnost lze vyuZit pro ditkazy ¥ady nerovnosti nebo
pro odhady tzv. vdzanych extrémi — vice viz MB103.
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Cauchyovu nerovnost lze vyuZit pro ditkazy ¥ady nerovnosti nebo
pro odhady tzv. vdzanych extrémi — vice viz MB103.

Ur&ete minimalni hodnotu, kterou nabyva funkce f(x,y) = x? + y?
na pfimce 2x + 4y = 1.
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Cauchyovu nerovnost lze vyuZit pro ditkazy ¥ady nerovnosti nebo
pro odhady tzv. vdzanych extrémi — vice viz MB103.

P¥iklad
Ur&ete minimalni hodnotu, kterou nabyva funkce f(x,y) = x? + y?
na pfimce 2x + 4y = 1.

Regen(
Podle Cauchyovy nerovnosti aplikované na vektory
(2,4),(x,y) € R?> mme:

(2x + 4y)* < (22 + 4%)(x* + y?),

odkud ji# snadno dostaneme x? + y? > %. Rovnost pfitom

nastava, jsou-li zminéné vektory linedrné zavislé, tj. je-li
x =2t,y =4t,t € R, odkud t:% a (X’y):(rlb’%)'
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Kolmost vektorl

Definice

Rekneme, ¥e vektory u a v jsou navzdjem kolmé (té2 ortogondlni),
pokud je jejich skaldrni sou&in roven nule, tj. pokud u-v = 0.
Piseme v L v. To zfejmé nastane pokud je jeden z téchto vektord
nulovy vektor 0 € R"” nebo pokud sviraji tyto vektory pravy uhel,
tj. cosp = 0.
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Kolmost vektorl

Definice

Rekneme, ¥e vektory u a v jsou navzdjem kolmé (té2 ortogondlni),
pokud je jejich skaldrni soucin roven nule, tj. pokud uv-v = 0.
Piseme v L v. To zfejmé nastane pokud je jeden z téchto vektord
nulovy vektor 0 € R"” nebo pokud sviraji tyto vektory pravy uhel,
tj. cosp = 0.

P¥iklad
(a) Nulovy vektor 0 € R” je kolmy na libovolny vektor u € R".
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Kolmost vektorl

Definice

Rekneme, ¥e vektory u a v jsou navzdjem kolmé (té2 ortogondlni),
pokud je jejich skaldrni soucin roven nule, tj. pokud uv-v = 0.
Piseme v L v. To zfejmé nastane pokud je jeden z téchto vektord
nulovy vektor 0 € R"” nebo pokud sviraji tyto vektory pravy uhel,
tj. cosp = 0.

Priklad
a ulovy vektor 0 € Je kolmy na libovolny vektor u € c
Nulovy vektor 0 € R" je kolmy na libovolny vek R"
(b) Vektory (2,—1) a (1,2) jsou kolmé.




Euklidovské prostory
0000®000000

Kolmost vektorl

Definice

Rekneme, ¥e vektory u a v jsou navzdjem kolmé (té2 ortogondlni),
pokud je jejich skaldrni soucin roven nule, tj. pokud uv-v = 0.
Piseme v L v. To zfejmé nastane pokud je jeden z téchto vektord
nulovy vektor 0 € R"” nebo pokud sviraji tyto vektory pravy uhel,
tj. cosp = 0.

Priklad

(a) Nulovy vektor 0 € R” je kolmy na libovolny vektor u € R".

(b) Vektory (2,—1) a (1,2) jsou kolmé.

(c) Vektory standardni baze e = (ey,...,ep) jsou navzdjem
kolmé, tj. ¢; L e pro i # j.




Euklidovské prostory
0000®000000

Kolmost vektorl

Definice

Rekneme, ¥e vektory u a v jsou navzdjem kolmé (té2 ortogondlni),
pokud je jejich skaldrni soucin roven nule, tj. pokud uv-v = 0.
Piseme v L v. To zfejmé nastane pokud je jeden z téchto vektord
nulovy vektor 0 € R"” nebo pokud sviraji tyto vektory pravy uhel,
tj. cosp = 0.

Priklad

(a) Nulovy vektor 0 € R” je kolmy na libovolny vektor u € R".

(b) Vektory (2,—1) a (1,2) jsou kolmé.

(c) Vektory standardni baze e = (ey,...,ep) jsou navzdjem
kolmé, tj. ¢; L e pro i # j.

(d) Normalovy vektor N roviny p C R3 je kolmy na tuto rovinu,
tj. na v8echny vektory u leZici v roviné p.
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Ortogondlni podprostory v R”

Kolmost podprostorii prostoru R” definujeme stejné jako kolmost
jednotlivych vektori, jen musi byt p¥islugny skalarni souin nulovy
pro v8echny vektory z danych podprostord.

Podprostory X a Y prostoru R" jsou navzdjem kolmé (téz
ortogondlni), pokud

ulv (§.u-v=0) pro viechny vektory u € X, veY.
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Ortogondlni doplnék v R"

Je-li Y podprostor Euklidovského prostoru R”, potom se mnoZzina

Yyl .= {u €R", u L v pro viechny vektory v € Y}

nazyva ortogondlni komplement (dopinék) podprostoru Y
(v prostoru R").

Y+ je tedy mnoZina vech vektorii, které jsou kolmé na viechny
vektory v podprostoru Y.
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Ortogondlni doplnék v R"

Je-li Y podprostor Euklidovského prostoru R”, potom se mnoZzina

Yyl .= {u €R", u L v pro viechny vektory v € Y}

nazyva ortogondlni komplement (dopinék) podprostoru Y
(v prostoru R").

Y+ je tedy mnoZina vech vektorii, které jsou kolmé na viechny
vektory v podprostoru Y.

Priklad

(a) Pro X ={(e1),Y = (e2),Z = (e3) a V = (en, &3) je

vt = {X e R3 x L v pro vechny vektory v € V }
= {x eR3 x- (0, v2,v3) =0 pro viechny vo,v3 € R}
- {X € R37 X = (XlaOaO)a X1 € R} - <el> = X.
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Priklad

(b) Podobné plati
Xt =(e2,e3) =V, 7+ = (e, &) = U.

(c) V&imnéte si, ze atkoliv X L Z, neni podprostor Z ortogonalni
doplIn&k prostoru X (a naopak).

(d) Trividlni podprostory {0} a R” tvofi navzdjem ortogondln{
dopliiky, tj.

{0}* =R",  (R")*={0}.

Tyto vztahy zfejmé interpretujeme tak, Ze nulovy vektor je
kolmy ke v8em vektorlim a Ze jediny vektor, ktery je kolmy ke
viem vektorlim, je pravé nulovy vektor.
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Evidentn& pro libovolny podprostor Y plati, 2¢ Y L Y. Oviem
pokud Y L Z, neplyne z toho nutn&, ¥¢ Z = Y. Mno¥ina Y=+

muiZe zfejmé& byt , vétsi“, nez je mnoZina Z. V tomto pfipadg ale
vzdy plati inkluze Z C Y+,

Necht X a Y jsou podprostory Euklidovského prostoru R".
(i) Je-li X LY, potom je X N'Y = {0}.

(ii) Y= (a samozFejmé& i X ) je také podprostor prostoru R".




Euklidovské prostory
00000000800

Evidentn& pro libovolny podprostor Y plati, 2¢ Y L Y. Oviem
pokud Y L Z, neplyne z toho nutn&, ¥¢ Z = Y. Mno¥ina Y=+

muiZe zfejmé& byt , vétsi“, nez je mnoZina Z. V tomto pfipadg ale
vzdy plati inkluze Z C Y+,

Necht X a Y jsou podprostory Euklidovského prostoru R".
(i) Je-li X LY, potom je X N'Y = {0}.

(ii) Y= (a samozFejmé& i X ) je také podprostor prostoru R".

Snadny. O
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Je zfejmé, e se vektory z podprostoru Y a z podprostoru Y=+
navzajem , dopliiuji* v tom smyslu, Ze dohromady vycerpaji cely
prostor R”,
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Je zfejmé, e se vektory z podprostoru Y a z podprostoru Y=+
navzajem , dopliiuji* v tom smyslu, Ze dohromady vycerpaji cely
prostor R”,

Véta

Je-li'Y podprostor Euklidovského prostoru R", potom

dimY +dim Y+ = n.

Zejména, pokud dimY = k a u = (u1, ..., ux) je baze podprostoru
Y av=(wv,...,V,x) je bize podprostoru Y=, potom je
(Ha!) — (ula"'aukavlv"‘7vn—k)

baze celého prostoru R”".
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Pozndmka

Z véty vyplyvd, ze kazdy vektor w € R" Ize jednoznacné zapsat
jako linedrni kombinaci

w=au+--Fagux+ arivit+---tapnvprk=y+2z

-~

=yeyY = ze Yt

kde y € Y a z € Y. Tato dekompozice vektoru w je
jednoznacna, protoze uy, ..., Uk, V1,...,Vy_k tvoFi bazi prostoru
R" (soufadnice vzhledem k této bazi jsou ur€eny jednoznalné).
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Pozndmka

Z véty vyplyvd, ze kazdy vektor w € R" Ize jednoznacné zapsat
jako linedrni kombinaci

w=au+--Fagux+ arivit+---tapnvprk=y+2z

-~

=yeyY = ze Yt

kde y € Y a z € Y. Tato dekompozice vektoru w je
jednoznacna, protoze uy, ..., Uk, V1,...,Vy_k tvoFi bazi prostoru
R" (soufadnice vzhledem k této bazi jsou ur€eny jednoznalné).

P¥imym disledkem pfedchozi véty je tedy
Disledek

Je-li'Y podprostor Euklidovského prostoru R", potom je R" pfimy
soucet podprostorti Y a Y, t.

R"=Y oYL
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@ Vektorové prostory se skaldrnim souginem
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Skaldrni soudin

Hlavni myslenka obecnych vektorovych prostori se skaldrnim
soutinem je zobecnit skaldrni soudin z prostoru R” tak, aby bylo
moZno pfirozenym zplisobem pracovat s p¥islusnymi vlastnostmi
(délka, kolmost, thel atd.) v , libovolnych " vektorovych prostorech.
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Skaldrni soudin

Hlavni myslenka obecnych vektorovych prostori se skaldrnim
soutinem je zobecnit skaldrni soudin z prostoru R” tak, aby bylo
moZno pfirozenym zplisobem pracovat s p¥islusnymi vlastnostmi
(délka, kolmost, thel atd.) v , libovolnych " vektorovych prostorech.

Definice

Bud (V,+,") vektorovy prostor. Zobrazeni (-,-) : V x V — R
nazyvame skaldrni soucin (téZ vnit¥ni sou&in z angl. , inner
product") na prostoru V, pokud ma nésledujici vlastnosti:

(i) je tzv. pozitivn& definitni, tj.
(uyuy >0, p¥itemz (u,u)=0 < u=0,

(ii) je symetrické, tj. (u,v) = (v, u),
(iii) je linedrni v prvni sloZce, tj.
(a-u+b-v,w)=a.(u,w)+b.{v,w).
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Priklad

(a) V prostoru R"” miZeme zvolit
n
(u,v) :=u-v= E uj vj (obvykly skaldrni soutin),
i=1
ptipadné pro pevné zvolend kladna &isla wy, ..., w, lze

n
(u,v) = E W; Ui V; (skalarni soutin s vahou wy, ..., wp,).
i=1
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Priklad

(a) V prostoru R"” miZeme zvolit
(u,v) :=u-v= Z u; vj (obvykly skaldrni sou&in),
ptipadné pro pevné zvolend kladna &isla wy, ..., w, lze
= Z W Uj vj (skalarni soutin s vahou wy, ..., wp,).

(b) V prostoru Mat,,, miZzeme zvolit
i) ZZ"”U i
i=1 j=1

Tj. vynasobime prvky na stejnych pozicich a vysledné souciny
seCteme.
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Y
Priklad

(c) viz pozdg&ji v MB102 — v prostoru C|a, b] spojitych funkci na
intervalu [a, b] miiZeme zvolit

b
(Frg) = / F(x) g(x) dx,

ptipadné véZzeny spojitou funkci w(x) > 0.
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Y
Priklad

(c) viz pozdg&ji v MB102 — v prostoru C|a, b] spojitych funkci na
intervalu [a, b] miiZeme zvolit

b
(frg) = | 70 g(x)
a
ptipadné véZzeny spojitou funkci w(x) > 0.

(d) Zvolme n+ 1 riznych bodi xg, x1, ..., x, € R. Potom
v prostoru polynomi stupné nejvySe n miiZeme zvolit

(p,a) == p(x)a(x)-
i=0

P¥ipadné opét vaZeno wy, wy, ..., W,.
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Y
Priklad

(c) viz pozdg&ji v MB102 — v prostoru C|a, b] spojitych funkci na
intervalu [a, b] miiZeme zvolit

b
(Frg) = / F(x) g(x) dx,

ptipadné véZzeny spojitou funkci w(x) > 0.
(d) Zvolme n+ 1 riznych bodi xg, x1, ..., x, € R. Potom
v prostoru polynomi stupné nejvySe n miiZeme zvolit

(p,a) =Y p(xi) a(x)-
i=0

P¥ipadné opét vaZeno wy, wy, ..., W,.

(e) Na vektorovém prostoru vdech funkei f : R — R skalarni
soutin definovat nelze. (Dokonce zde nelze definovat ani
normu, tj. prostor neni ani tzv. normovany prostor, viz déle.)
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Délka (norma) vektoru

Skaldrni soutin (-, -) definuje pfirozenym zptisobem normu (téz
délku) kazdého vektoru u € V predpisem:

lull := V/{u, ).
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Délka (norma) vektoru

Skaldrni soutin (-, -) definuje pfirozenym zptisobem normu (téz
délku) kazdého vektoru u € V predpisem:

lull = v/ (u, u).
P¥iklad

(a) V prostoru R” s obvyklym skaldrnim souinem je

lull = V3w d) = oG+ 423, kdeu=(a,...,x).

Tuto normu budeme nazyvat Euklidovska norma prostoru R”
a znadit s indexem 2, tj.

lullz := /o - 4.




Vektorové prostory se skalarnim sou&inem
0000®00000

Priklad

(b) Tzv. Frobeniova norma v prostoru Matn,x, je definovana jako

Al = VAR =Y a2

i=1 j=1
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P¥iklad
(b) Tzv. Frobeniova norma v prostoru Matn,x, je definovana jako

m n

Al = VAR =Y a2

i=1 j=1

(c) viz MB102 - tzv. L2-norma v prostoru C[a, b] je definovana

jako
J b
1Fll = VT = W
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Podobné jako v prostoru R" i v libovolném vektorovém prostoru se
skalarnim souéinem plati Cauchyova nerovnost.

Véta (Cauchy-Schwarzova)

Je-li V' vektorovy prostor se skalarnim souc¢inem, potom pro
libovolné dva vektory u,v € V plati

[{w, )] < HlullfIvll,

pFi¢emZ rovnost nastane pravé kdyZ jsou vektory u a v linedarné
z4vislé (tj. jeden z nich je ndsobkem toho druhého).
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Podobné jako v prostoru R" i v libovolném vektorovém prostoru se
skalarnim souéinem plati Cauchyova nerovnost.

Véta (Cauchy-Schwarzova)

Je-li V' vektorovy prostor se skalarnim souc¢inem, potom pro
libovolné dva vektory u,v € V plati

[{w, )] < HlullfIvll,

pFi¢emZ rovnost nastane pravé kdyZ jsou vektory u a v linedarné
z4vislé (tj. jeden z nich je ndsobkem toho druhého).

Na zdkladé Cauchyovy nerovnosti definujeme dhel (téZ odchylka)
mezi dv&ma vektory u a v jako &islo ¢ € [0, 7] spliiujici

{u, v)

COSp = —————.
[l vl
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Pythagorova véta

Je-li V' vektorovy prostor se skalarnim souc¢inem, potom pro
libovolné dva vektory u,v € V, u L v, plati

lu +v? = fJull® + v
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Pythagorova véta

Je-li V' vektorovy prostor se skalarnim souc¢inem, potom pro
libovolné dva vektory u,v € V, u L v, plati

lu +v? = fJull® + v

Diikaz je snadny, nebot

lu+v]?= (u+v,u+v) = (uu)+ (u,v)+ (v, u) +{v,v) =
——

= [lull® + v
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Normované vektorové prostory

Vidéli jsme, Ze norma vektoru je pfirozenym zplisobem dana
skalarnim sou¢inem. Na daném vektorovém prostoru oviem mohou
existovat i dalsi ,,normy", které nap¥ nemuseji pochazet z n&jakého
skalarniho soudinu. P¥ipadné takova ,,norma" muiZe byt korektn&
definovdna na vektorovém prostoru, na kterém skalarni soucin
definovat nelze.
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Normované vektorové prostory

Vidéli jsme, Ze norma vektoru je pfirozenym zplisobem dana
skalarnim sou¢inem. Na daném vektorovém prostoru oviem mohou
existovat i dalsi ,,normy", které nap¥ nemuseji pochazet z n&jakého
skalarniho soudinu. P¥ipadné takova ,,norma" muiZe byt korektn&
definovdna na vektorovém prostoru, na kterém skalarni soucin
definovat nelze.

Definice

Bud (V,+,) vektorovy prostor. Zobrazeni || - || : V — R
nazyvame norma (téz délka), pokud md nasledujici vlastnosti:

(1) je tzv. pozitivné definitni, tj.
|lul| >0, p¥icemz |u|=0 < u=0,

(ii) je pozitivn& homogenni, tj. ||a. u|| = |a| .| ul|,

(iii) splAuje trojihelnikovou nerovnost, tj. ||u+ v|| < |Ju| + ||v||-
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Norma na prostoru V tedy p¥ifazuje kazdému vektoru u € V
(objektiim z prostoru V') redlné &islo ||u||. Ové&fte si, Ze norma
definovana pomoci skaldrniho soucinu spliiuje vy$e uvedené
vlastnosti normy.

Jak uvidime niZe, na nékterych vektorovych prostorech Ize
definovat vice (i nekone&n& mnoho) riznych norem || - ||, zatimco
na jinych prostorech normu viibec definovat nelze. Vektorovy
prostor V/, na kterém je definovdna (n&jaka) norma pak nazyvdme
normovany vektorovy prostor.
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Norma na prostoru V tedy p¥ifazuje kazdému vektoru u € V
(objektiim z prostoru V') redlné &islo ||u||. Ové&fte si, Ze norma
definovana pomoci skaldrniho soucinu spliiuje vy$e uvedené
vlastnosti normy.

Jak uvidime niZe, na nékterych vektorovych prostorech Ize
definovat vice (i nekone&n& mnoho) riznych norem || - ||, zatimco
na jinych prostorech normu viibec definovat nelze. Vektorovy
prostor V/, na kterém je definovdna (n&jaka) norma pak nazyvdme
normovany vektorovy prostor.

Vidéli jsme nékteré normy, které jsou na daném vektorovém
prostoru indukovany skaldrnim sou&inem. Nasledujici p¥iklady jsou
také normy na p¥islusnych prostorech (ale tyto normy uZ nejsou
indukovany skaldrnim sou&inem).
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Priklad

@ V prostoru R" mizeme definovat nap¥. nasledujici normy: pro

u=(x1,...,xp) ER"

n

lully == " |xi|  tzv. 1-norma,
i=1

lulloo := max |x; tzv. stejnomé&rnd norma,
1<i<n
1
W P
ullp == Z |xi|P tzv. p—norma (pro p > 1).
i=1
Norma || - |2 uvedena v predchozim ptikladu je specidlnim
ptipadem p—normy pro p = 2. Jako jedind je odvozena ze
skaldrniho soucinu. Norma || - ||1 je zfejmé& také p-norma pro
p = 1. V prostorech s normou | - ||, s p # 2 ale nap¥. neplati

Pythagorova véta. Obdobné Ize p—normu nebo stejnomérnou
normu definovat i pro prostor matic nebo spojitych funkci.
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Plan predndasky

© Ortogonidlini podmnoZiny a podprostory
@ Ortogonalni matice
@ Gram-Schmidtiv ortogonaliza¢ni proces
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Ortogondlni mnoZina vektor(

Necht V je vektorovy prostor se skaldrnim souginem (-, -). MnoZina
vektorl {uy, ..., ux} C V se nazyva ortogonadlni mnoZina vektord,
pokud uj L uj pro viechny indexy i # j.
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Ortogondlni mnoZina vektor(

Definice

Necht V je vektorovy prostor se skaldrnim souginem (-, -). MnoZina
vektord {ui,...,ux} C V se nazyvd ortogondini mnoZina vektord,
pokud uj L uj pro viechny indexy i # j.

Véta

Necht V' je vektorovy prostor se skaldrnim sou¢inem (-, -). Potom
jsou nenulové vektory v libovolné ortogonalni mnoZiné prostoru V
linedrné nezavislé.

|| \

N,
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Ortogondlni mnoZina vektor(

Definice

Necht V je vektorovy prostor se skaldrnim souginem (-, -). MnoZina
vektord {ui,...,ux} C V se nazyvd ortogondini mnoZina vektord,
pokud uj L uj pro viechny indexy i # j.

Véta

Necht V' je vektorovy prostor se skaldrnim sou¢inem (-, -). Potom
jsou nenulové vektory v libovolné ortogonalni mnoZiné prostoru V
linedrné nezavislé.

Diikaz.

Snadny: je-li {uz,...,ux} C V ortogondlni, pak

z ay up + - - - + ak ux = 0 dostaneme skaldarnim vyndsobenim

s vektorem u; (pro libovolné j)

ay (u1, uj) + -+ aj (uj, uj) + - - - + ak (uk, uj) = (0, u;) =0, a tedy
aj HUJ'H2 = 0, odkud aj =0. L]

| A
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Ortogondlni mnoZina vektort {uy,...,ux} C V se nazyva
ortonormalni mnoZina, pokud maji v8echny vektory u; velikost 1, tj.
[Juil| = 1.
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Definice

Ortogondlni mnoZina vektort {uy,...,ux} C V se nazyva
ortonormalni mnoZina, pokud maji v8echny vektory u; velikost 1, tj.
[Juil| = 1.

Poznamka

Ztejmé plati jednoduché tvrzeni, Ze z kaZzdé ortogondIni mnoZiny
Ize vytvoFit mnoZinu ortonormalni, protoZe stadi kazdy vektor
»znormalizovat", tj. misto mnoZziny {u1,...,ux} C V vzit mnoZinu

o~
Ul ., Uk
[[on [l
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P¥iklad (Fourierova analyza)

Ve vektorovém prostoru C[—L, L] uvaZzujme skaldrni sou&in

~l=

1 L
(f,g) = I /L f(x).g(x)dx tj. vahova funkce je w(x) =

Potom mnoZina funkci

1
{\@’ cosniLX, sinmrTX, n:1,2,3,...}

tvo¥i ortonormalni mnoZinu.
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Ortonormalni baze

Pro¢ je vyhodné pracovat ve vektorovém prostoru se skaldrnim
soulinem s ortonormalni bazi ukazuji nasledujici tvrzeni.

Je-li u = (u1, ..., u,) ortonormalni baze vektorového prostoru V/,
potom jsou souFadnice libovolného vektoru w € V' v bazi u dany
pomoci skalarniho soucinu vektoru w s bazovymi vektory uj, tj.

[W]g:(ala---:an)T: kde aj=(w,u), Vi=1,...,n.
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Ortonormalni baze

Pro¢ je vyhodné pracovat ve vektorovém prostoru se skaldrnim
soulinem s ortonormalni bazi ukazuji nasledujici tvrzeni.

Je-li u = (u1, ..., u,) ortonormalni baze vektorového prostoru V/,
potom jsou souFadnice libovolného vektoru w € V' v bazi u dany
pomoci skalarniho soucinu vektoru w s bazovymi vektory uj, tj.

[W]g:(ala---:an)T: kde aj=(w,u), Vi=1,...,n.

Diusledek

Skalarni soucin dvou libovolnych vektori v,w € V, kde
dim V' = n, je roven skalarnimu soucinu vektort jejich souradnic
(v R") vzhledem k né&jaké ortonormalni bazi u prostoru V, tj.

(viw)v = ([V]u; [W]u)rr-
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Ortogondlni matice

Ctvercové matice Q ¥adu n je ortogondini matice, pokud jeji
sloupce tvofi ortonormalni mnoZinu vektorti v R”, tj. pokud platf

RTQ=1, 4. Q'=Q'.
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Ortogondlni matice

Ctvercové matice Q ¥adu n je ortogondini matice, pokud jeji
sloupce tvofi ortonormalni mnoZinu vektorti v R”, tj. pokud platf

RTQ=1, t. Q'=qQ .

Poznamka

Ze vztahu QT Q = / plyne, e kazda ortogonalni matice je
reguldrni a e determinant ka*dé ortogonalni matice je bud 1 nebo
—1, nebot

1=1=1Q7Q|=1Q7].1Q| = |Q]~
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P¥iklad
(a) Matice rotace v R? o tihel ¢ v kladném sméru
Q= cosp —singp
sinp  cosp
je ortogondlni matice a tedy plati

0l- QT = < cos sincp) ‘

—sing cos
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Priklad

(a) Matice rotace v R? o tihel ¢ v kladném sméru
Q= cosp —singp
~ \sinp cosgp
je ortogondlni matice a tedy plati

0l- QT = < cos sincp) ‘

—sing cos

(b) Tzv. permuta&ni matice (vzniknou z jednotkové matice tak, Ze
se prehazou jeji fadky nebo sloupce) jsou ortogondlni, nap¥.

1 00 0 01
(? é), 0 0 1], 010],
010 1 00

o = O O
o O+~ O
= O O O
O O O
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Je-li Q ortogonalni matice Fadu n, potom plati

(@x, Qy) = (x,y) pro vSechny vektory x,y € R",
|Qx||2 = ||x||]2 pro vSechny vektory x € R".

Plyne snadno z ptedchozich tvrzeni. [
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Je-li Q ortogonalni matice Fadu n, potom plati

(@x, Qy) = (x,y) pro vSechny vektory x,y € R",
|Qx||2 = ||x||]2 pro vSechny vektory x € R".

Plyne snadno z ptedchozich tvrzeni. [

Poznamka

Z predchoziho plyne jako velmi specidlni p¥ipad intuitivné zfejmé
tvrzeni, Ze rotaci v R? se nemé&ni délka vektora.
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Projekce vektoru na podprostor

Necht W je podprostor vektorového prostoru V' a necht je din

vektor v € V. Je-li u = (u1, ..., uyx) ortonormdini baze podprostoru
W, potom ma vektor p € W, ktery je nejblize k vektoru v, tvar

p=ay-ui+---+ak-ux, kde ai={(v,up), i=1,... k.
Plati tedy, Ze
al <V7 U]_>
Plu=1:|=

ak (v, ug)
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Diikaz.

ProtoZe je V = W @ W, miZeme vektor v napsat jedinym
zplisobem jako soudet

v=p+w, kdepe W, we W

ProtoZe jsou bazové vektory u; € W, je u; L w, tj. (uj,w) =0
Vi=1,... k.
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Diikaz.

ProtoZe je V = W @ W, miZeme vektor v napsat jedinym
zplisobem jako soudet

v=p+w, kdepe W, we W

ProtoZe jsou bazové vektory u; € W, je u; L w, tj. (uj,w) =0

Vi=1,..., k.
Na druhou stranu, vektor p € W miiZzeme vyjadf¥it jako linedrni
kombinaci bazovych vektorl uy, ..., ug, tj.

p=aruy+ -+ ak Uk,
odkud jiZz plyne vztah

(v,ui) = (p, uj) + (w, uj) = ay (ur, uj) + - - - + ax (U, uj)
=0

:a,-(u,-,u,->:a,-Hu,-H2:a,- Vizl,...,k.
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Poznamka
Z dikazu plyne, Ze pokud by baze podprostoru W nebyla
ortonormalni, ale ,,jen" ortogonalini’, potom pro koeficienty a; ve

vyjad¥eni projekce p plati

(v, uj) _ (v, uj)
(uiyui) — luil?”

aj =

Tedy projekce p vektoru v na podprostor W je pak tvaru

(v, u) (v, ug)
. +m - U
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Vzdélenost a odchylka vektoru od podprostoru

Definice

Cislo v(v, W) := ||v — p|| nazyvdme vzdalenost vektoru v od
podprostoru W. Odchylka vektoru v od podprostoru W je
definovana jako dhel, ktery svird vektor v se svou projekci p na
podprostor W, tj. je to dhel ¢ € [0, 5], pro ktery je

cosp = HL”
4
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Gram-Schmidtiv ortogonalizaéni proces

V predchozim jsme vidéli, Ze pro nalezeni projekce daného vektoru
v na podprostor W potFebujeme znat ortonormalni bazi
podprostoru W. V tomto odstavci si ukdZzeme, jak z libovolné baze
podprostoru W zkonstruovat bazi ortogondlni (a poté bazi
ortonormalni). Tento proces se nazyvd Gram-Schmidtiv
ortogonalizani proces.

Pro popis tohoto ,, ortogonalizaniho procesu" neni zfejmé potteba
se omezovat na baze a podprostor W, ale miZeme uvaZovat
libovolnou mnoZinu linedrné nezavislych vektorl v prostoru V.
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Gram-Schmidtiv ortogonalizaéni proces

V predchozim jsme vidéli, Ze pro nalezeni projekce daného vektoru
v na podprostor W potFebujeme znat ortonormalni bazi
podprostoru W. V tomto odstavci si ukdZzeme, jak z libovolné baze
podprostoru W zkonstruovat bazi ortogondlni (a poté bazi
ortonormalni). Tento proces se nazyvd Gram-Schmidtiv
ortogonalizani proces.

Pro popis tohoto ,, ortogonalizaniho procesu" neni zfejmé potteba
se omezovat na baze a podprostor W, ale miZeme uvaZovat
libovolnou mnoZinu linedrné nezavislych vektorl v prostoru V.

Necht jsou tedy dany linedrn& nezavislé vektory uq,...,u, € V.
V prvni fazi najdeme ortogonalni mnoZinu vektort vy, ..., v,
takovou, Ze

(Viy...,vp) = {(u1,...,Up),
tj. ortogonalni vektory vy, ..., v, generuji stejny podprostor jako

ptvodni vektory uy, ..., up.
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Gram-Schmidtiv ortogonalizaéni proces
1. PoloZzme , tj. prvni vektor se nemé&ni.
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Gram-Schmidtiv ortogonalizaéni proces
1. PoloZzme , tj. prvni vektor se nemé&ni.

2. Najd&me projekci p; vektoru uy na podprostor W := (vy).
Podle predchoziho je

(w2, v1)
pL =t vy,
(vi,v1)

Potom vektor

T . <IJ2, V1>
Vo = U2 — p1 —Uz—m'Vl
)

spliiuje podminky vo L vi a (vi,v) = (u1, u2).
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Gram-Schmidtiv ortogonalizaéni proces

k. Pokud jiz mame zkonstruovdny ortogonalni vektory vi, ..., vk
takové, Ze

<v1,...,vk>:<u1,...,uk>,

pak najdéme projekci py vektoru uiq na podprostor
W = (vi,..., ). Tou je

u v u v
P = (Uky1, v1) R (Uk11, Vi) v

<V1, v1) (Vk, Vk)

Potom je vektor
(Uky1,v1) (Uky1, Vi)
Vk41 1= Ukl — Pk |[= Ukt1—— " V1— .. ——————Vk
ha a ‘ (v w) (Vis Vi)

kolmy na v8echny predchozi vektory vi, ..., vk a spliiuje

podminku

(Viyo ooy Vig1) = (U1, o5 Ukg)-
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N/
Priklad

Uréete ortonormalni bazi podprostoru W = (u1, un, uz) € R*,
pricemz
1 -1 4
u ! Uy = 4 uz = 2
1 — 1 9 2 — 4 b 3 — 2
1 1 0
a nasledné projekci vektoru
-1
L 2
| 3
4
na podprostor W, vzdalenost vektoru v od podprostoru W a
odchylku vektoru v od podprostoru W.
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Ortogondlni zobrazenfi

Podivejme se ted na specidlni p¥ipad zobrazeni f : V — W mezi
prostory se skaldrnimi soudiny, kterd zachovavaji velikosti pro
v8echny vektory u € V.

Linearni zobrazeni f : V. — W mezi prostory se skalarnim sou&inem
se nazyva ortogonalni zobrazeni, jesltize pro viechny u € V
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Ortogondlni zobrazenfi

Podivejme se ted na specidlni p¥ipad zobrazeni f : V — W mezi
prostory se skaldrnimi soudiny, kterd zachovavaji velikosti pro
v8echny vektory u € V.

Linearni zobrazeni f : V. — W mezi prostory se skalarnim sou&inem
se nazyva ortogonalni zobrazeni, jesltize pro viechny u € V

Z linearity f a z vlastnosti skaldrniho soucinu vyplyva pro v8echny
dvojice vektorti rovnost

(F(u+ V), F(u+v)) = (F(u), F(0) + (F(V), F(v)) + 20F(u), F(v)),
Proto v8echna ortogondlIni zobrazeni spliiuji i zdanlivé silnéjsi
pozadavek, aby platilo pro v8echny vektory u,v € V

(f(u), f(v)) = (u,v).
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V tvodni diskusi o geometrii v roviné jsme dokazali, Ze linedrn{
zobrazeni R? — R? zachovava velikosti vektort, pravé kdy? jeho
matice ve standardni bdzi (a ta je ortonormalni vzhledem ke
standardnimu skaldrnimu souginu) spliiuje AT - A = E, tj.

Al =AT,
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V tvodni diskusi o geometrii v roviné jsme dokazali, Ze linedrn{
zobrazeni R? — R? zachovava velikosti vektort, pravé kdy? jeho
matice ve standardni bdzi (a ta je ortonormalni vzhledem ke
standardnimu skaldrnimu souginu) spliiuje AT - A = E, tj.

Al =AT,

Obecnég, ortogondlni zobrazeni f : V — W musi byt vidy
injektivni, protoZe podminka (f(u),f(u)) =0 znamend i (u,u) =0
a tedy u = 0. Bez jmy na obecnosti tedy ptedpokladejme W = V.
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V tvodni diskusi o geometrii v roviné jsme dokazali, Ze linedrn{
zobrazeni R? — R? zachovava velikosti vektort, pravé kdy? jeho
matice ve standardni bdzi (a ta je ortonormalni vzhledem ke
standardnimu skaldrnimu souginu) spliiuje AT - A = E, tj.

Al =AT,

Obecnég, ortogondlni zobrazeni f : V — W musi byt vidy
injektivni, protoZe podminka (f(u),f(u)) =0 znamend i (u,u) =0
a tedy u = 0. Bez jmy na obecnosti tedy ptedpokladejme W = V.
Nase podminka pro matici A ortogonalniho zobrazeni

v ortonormalni bazi pak ¥ikd pro viechny vektory x a y v prostoru
R" toto:

(Ax)"(Ay)=x"-(AT-A) -y =xT-y.

Specidlnimi volbami vektor( standardni bdze za x a y dostaneme
piimo, Ye AT - A = E, tedy tenty? vysledek jako v dimenzi dv&.
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Matice ortogonalniho zobrazeni

Dokazali jsme tak nasledujici tvrzeni:

Necht V je redlny vektorovy prostor se skaldrnim sou&inem a

f .V — V je linedrni zobrazeni. Pak f je ortogonalni, pravé kdyz
v né&které ortonormalni bazi (a pak uZ ve vSech) ma matici A
spliiujici AT = A~1 (tedy ortogondini matici).
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