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KAPITOLA 1

Rozcvicka

Cilem prvni kapitoly je uvést ¢tendfe do fascinujiciho
svéta matematického mysleni. Vybirdme si k tomu co nej-
konkrétnéjsi ptiklady modelovani redlnych situaci pomoci
abstraktnich objektd a souvislosti. Zaroven projdeme néko-
lik témat a postupd, ke kterym se postupné budeme vracet
a v zavéru kapitoly se budeme chvili vénovat samotnému ja-
zyku matematiky (se kterym budeme jinak zachazet spiSe in-
tuitivne).

O co jednodussi jsou vychodiska a objekty, se kterymi
zde budeme pracovat, o to sloZit&jsi je pochopit do disledku
jemnosti pouzitych ndstrojii a postupd. VétsSinou je mozné
proniknout k podstaté véci teprve v jejich souvislostech.
Proto je také ptredstavujeme hned z nékolika pohledt zaro-
veril.

Ptechdzeni od tématu k tématu se mozna bude zdét jako
zmatecné, ale to se jisté postupné spravi pti nasich ndvratech
k jednotlivym dvahdm a pojmim v pozdéjsSich kapitolach.

Nazev kapitoly 1ze chdpat i jako nabddani k trpélivosti. I
nejjednodussi dlohy a dvahy budou snadné jen pro ty, kteii
uz podobné tesili (a plijde pro né jen o opakovani znalosti ze
stiedni Skoly). K postupnému pozndni a ovlddnuti matema-
tického mysleni vede jen pozvolnd a spletitd cesta.

Zacéneme s tim nejjednodussim: obycejnymi Cisly.
1. Cisla a funkce
Lidé odjakziva chtéji mit jasno ,kolik™ néceho je, pri-
... padné ,zakolik“ to je, ,,jak dlouho* néco
"o, trva apod. Vysledkem takovych tvah je
w2 vétSinou néjaké ,Cislo™. Za Cislo pritom
B 7, ( povazujeme néco, co umime sc¢itat a na-
sobit a spliiuje to obvyklé zakonitosti, af uz vSechny nebo
jen nekteré. Napriklad vysledek s¢itdni nezdvisi na poradi, v
jakém &isla s¢itdme, mame k dispozici ¢islo nula, které pricte-
nim vysledek nezméni, ¢islo jedna, kterym miZeme nésobit,
aniZ bychom zménili vysledek, apod.

Nejjednodussim piikladem jsou tzv. &isla pfirozem
deme je znacit N = {0, 1,2, 3,...}. VSimnéme si, Ze jsme
mezi pfirozend Cisla vzali i nulu, jak je obvyklé zvlasté v in-
formatice.

Pocitat ,jedna, dvé, tii, se uéi déti uz ve
Skolce. O néco pozdéji se setkdvame s Cisly celymi
Z ={..,-2,—-1,0,1,2,...} a nakonec si zvykneme na
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»hodnota, zména, poloha*
— co to je a jak to uchopit?

A. Cisla a funkce

S pfirozenymi, celymi, raciondlnimi a redlnymi Cisly jiZ pocitat
umime. Zamyslime se, pro¢ raciondln{ ¢isla nestaci (byf v pocitadi s
jinymi doopravdy pocitat neumime) a pfipomeneme si tzv. ¢isla kom-

plexni (protoZe ani s redlnymi ¢isly si pfi vypoctech nevystacime).

z X2

1.1. Najdéte néjaké redlné Cislo, které neni raciondlni.

ReSeni. Jedna z mnoha moZnych odpovédi je +/2. JiZ staii Rekové
védéli, Ze predepiSeme-li plochu &tverce a® = 2, pak nelze najit racio-
ndlni a, které by predpisu vyhovovalo. Proc¢?

Vime, Ze kazdé prirozené ¢islo n Ize jednoznacnym zptisobem vy-
jadrit jako sou¢in n = pi' - py* ... p}*, aZ na poradi v soucinu, kde
Ply---

Pokud by tedy platilo (p/g)*> = 2 pro pfirozend &isla p a g, pak

, Pr jsou po dvou rliznd prvocisla.

tedy p?> = 2¢°. Na levé strand madme v rozkladu na prvoéisla 2" se
sudym r (pfipadné r = 0), na pravé strané ale bude vZdy mocnina
dvojky lichd. To je spor s nasim tvrzenim a tedy pfedpoklad nemiize
platit a Zadné raciondlni ¢islo nemiZe mit za svoji druhou mocninu

dvojku. U

1.2. Najdéte feSeni rovnice x> = b pro libovolné redlné &islo b.

ReSeni. Vime, Ze tato rovnice ma vZdy feSeni x v oboru redlnych ¢isel,
pokud je b nezdporné. Jestlize je b = —1, pak ale zjevné takové redlné
X existovat nemiiZe. Musime proto najit vétsi obor Cisel, ve kterém uz

feSeni existovat bude.
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1. CISLA A FUNKCE

K redlnym ¢islim nejprve pridaime nové Cislo i, tzv. imagindrni
Jednotku a zkusime dodefinovat s¢itdni a ndsobenf tak, abycho
déle zajistili obvyklé chovani &isel, jak jsou shrnuty v odstavcei [

Jist€¢ musime umét nové Cislo i ndsobit redlnymi ¢isly a vysledky
s¢itat s jakymikoliv redlnymi ¢isly. Nutn€ proto musime v novém
Ciselném oboru komplexnich cisel C pracovat s formdlnimi vyrazy
z=a+ib.

Aby byly splnény vlatnosti asociativity a distributivity, zavedeme
s¢itani tak, Ze se nezdvisle scitaji redlné slozky a imagindrni slozky.
Stejné tak chceme ndsobeni tak, jak by se ndsobily dvoj¢leny redlnych
&isel s jedinym dodatednym pravidlem i2 = —1, tj.

(@a+ib)+(ct+idy=(a+c)+i(b+d),
(a+ib)-(c+id) = (ac—bd)+i(bc+ ad).
O

Redlnému &islu a fikdme redlnd sloZka komplexniho ¢ila z, redl-
nému &islu b pak imagindrni sloZka, pisSeme re(z) = a, im(z) = b.
1.3. Ovéite, Ze skutené plati vSechny vlastnosti (KG1-4), (O1-4) a
(P) skalart z 1.

ReSeni. Nulou je &islo 0+i 0, jednickou &islo 1+i 0, které opét piseme

jako 0 a 1.VSechny vlastnosti se ovéii pfimocarym vypoctem. U

1.4. Komplexni ¢islo je ddno dvojici redlnych Cisel, jde tedy o bod v
redlné roving R?. Ukazte, Ze vzddlenost komplexniho &islaz = a+i b
od pocatku je ddna vyrazem zz, kde z komplexné sdruZené ¢islo a—i b.
ReSeni. Sou¢in

Z = (a* +b*) +i(—ab+ba) =a*>+b*
je vzdy reédlné Cislo a dava nam skute¢né kvadrat vzdalenosti ¢isla z
od pocitku 0. Plati tedy |z|? = zz. O

1.5.

sdruZeného ¢isla jako geometrickou transformaci v roviné.

Interpretujte ndsobeni imagindrni jednotkou a vzeti komplexné

ReSeni. Imagindrni jednotka i odpovida bodu (0, 1) a viimnéme si, Ze
vyndsobeni jakéhokoliv ¢isla z = a + i b imagindrni jednotkou dava
vysledek
i-(a+ib)=-b+ia

coZ je v interpertaci v roviné oto¢eni bodu z o pravy dhel v kladném
smyslu, tj. proti sméru hodinovych rucicek.

Prifazeni komplexné sdruZeného ¢isla je symetrie podle osy reél-
nych &isel:

z=(a+ib)—> (a—ib)=z%.

desetinnd ¢isla a vime, co znamend 1.19-ndsobek ceny diky
19% dani z ptidané hodnoty.

1.1. Vlastnosti c¢isel. Abychom mohli s Cisly pracovat
opravdu, musime se jejich definici a vlast-
nostem vénovat porddnéji. V matematice
se tém zdkladnim tvrzenim o vlastnostech
objektti, jejichz platnost piredpokldddme, aniZ bychom se
zabyvali jejich dokazovanim, fikd axiomy. Vhodna volba
axiomi predurcuje jak dosah z nich vychdzejici teorie, tak
jeji pouzitelnost v matematickych modelech skute¢nosti.

VLASTNOSTI SKALARU —

Vlastnosti s¢itani:

(KG1)
(KG2)
(KG3) existuje 0 takova, Ze pro vSechna a platia +0 = a
(KG4)

Vlastnostem (KG1) — (KG4) fikame vlastnosti komutativni
grupy. Jsou to po fadé asociativita, komutativita, existence
neutrdlniho prvku (fikdme u scitdni také nulového prvku),
existence inverzniho prvku (fikdme u scitdni také opa¢ného
prvku k a a zna¢ime ho —a).

Vlastnosti nasobeni:

(a+b)+c=a+ (b+c), provsechnaa, b, c
a+b=>b+a, provsechnaa, b

pro vSechna a existuje b takové, Zea +b =0

(01) (a-b)y-c=a-(b-c), provsechny a, b, c
(02) a-b=>b-a, provsechny a, b
(03)

existuje prvek 1 takovy, Ze pro vSechny a plati 1 - a = a
(04)

Vlastnosti (O1)-(0O4) se postupné nazyvaji asociativita, ko-
mutativita, existence jednotkového prvku a distributivita s¢i-
tani vic¢i ndsobeni.

MnoZiny s operacemi +, - a vlastnostmi (KG1)—(KG4),
(01)—(04) se nazyvaji komutativni okruhy.
Dalsi vlastnosti nasobent:

P)
(0D
Vlastnost (P) se nazyv4 existence inverzniho prvku vzhledem

k nédsobeni (tento prvek se pak znaci a~) a vlastnost (OI)
iikd, Ze neexistuji ,,d¢litelé nuly*.

a-(b+c)=a-b+a-c, provsechnya, b, c.

pro kazdé a # 0 existuje b takové, Ze a - b = 1.

je-li a-b=0,potombuda = 0nebo b = 0.

Uvedli jsme si zdkladn{ vlastnosti operaci s¢itdni a ndso-

beni pro nase pocty s Cisly, kterd piSeme jako
pismena a, b, c, . ... Obé tyto operace funguji
_ tak, Ze vezmeme dvé Cisla a, b a aplikaci sCi-
1\ tani nebo nasobeni dostaneme vysledné hod-

=

noty a + b a a - b. Vlastnosti téchto operaci budeme sou-
stavné vyuZivat, aniZ bychom museli pfesné v&dét, s jakymi
objekty skutecné pracujeme. Tak se dostaneme k obecnym
matematickym ndstrojiim, je vSak vZdy dobré mit pfedstavu
o typickych piikladech.
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Cela ¢isla Z jsou dobrym piikladem komutativni grupy,
ptirozend Cisla nikoliv, protoZe nespliiuji (KG4) (a pfipadné
neobsahuji neutralni prvek, pokud nékdo nulu do N nezahr-
nuje).

Kdyz komutativni okruh navic spliuje i vlastnost (P), ho-
vofime o poli (Casto také o komutativnim télese).

Posledni uvedend vlastnost (OI) je automaticky splnéna,
pokud plati (P). Opacné to ovSem neplati a tak fikdme, Ze
vlastnost (OI) je slabsi nez (P). Napi. okruh celych cisel Z
nespliiuje (P), ale spliiuje (OI). Hovofime v takovém piipadé
0 oboru integrity.

Vsimnéme si, Ze mnoZina v§ech nenulovych prvki v poli
spolecné s operaci ndsobenf spliiuje (O1), (02), (O3), (P), a
je proto také komutativni grupa. Jen se misto s¢itdni mluvi o
ndsobeni. Jako priklad miiZeme vzit v§echna nenulova redlna
¢isla.

Prvky néjaké mnoZiny s operacemi + a - splitujicimi
(ne nutné vSechny) vyse uvedené vlastnosti (tj. komutativni
okruh, obor integrity, pole) budeme nazyvat skaldry. Bu-
deme pro né€ vesmeés uZivat mald latinskd pismena ze zac¢4tku
nebo konce abecedy.

Vsechny vlastnosti (KG1)—(KG4), (O1)-(04), (P), (OI)
z nasich dvah je tfeba brat jako axiomatickou definici ptislu-
Snych matematickych pojmt. Pro naSe potieby bude stacit
si pribézné uvédomovat, Ze pii dalSich diskusich budeme
didsledné pouZivat pouze tyto vlastnosti skaldrd a Ze i nase
vysledky proto budou platné pro vSechny objekty s t€mito
vlastnostmi.

V tomto je pravd sila matematickych teorii — nejsou
platné jen pro konkrétni feseny priklad. Naopak, pfi rozumné
vystavbé maji vZdy univerzdlni pouziti. Budeme se snaZit
tento aspekt zdlraznovat, prestoze nase ambice mohou byt
v ramci daného rozsahu ucebnice jen velice skromné.

1.2. Existence skalara. K tomu, aby ale skute¢né bylo
-, mozné budovat matematickou teorii, je tfeba ovéfit,
% Ze takové objekty mohou existovat. Pro poradek si
42 proto budeme postupné ukazovat, jak je moZné zkon-
struovat zdkladni ¢iselné obory. Pro konstrukci pfiro-
zenych Cisel zacneme s predpokladem, Ze vime, co jsou to

mnoZziny.

Prazdnou mnoZinu si oznac¢ime ¢ a definujeme
(1.1 0: =0, n+1:=nU{n},
neboli

0:=0,1:={},2:={0,1},...,n+1:={0,1,...,n}

Timto zdpisem fikdme, Ze pokud uZ midme definovand
vSechna ¢isla 0, 1, 2, ... n, pak ¢islo n + 1 definujeme jako
mnoZinu vSech predchozich ¢&isel.

Prirozena Cisla takto ztotoZiiujeme s pocty prvki kon-
krétnich mnozin. Cislo n je mnoZina, kterd ma n prvki a
dvé pfirozend &isla a, b jsou stejnd, pravé kdyz piisluSné
mnoZiny maji stejn€ prvkd. V teorii mnoZin se misto slovniho
spojeni ,,pocet prvkti mnoziny* pouZiva pojem ,,mohutnost

1.6. Vyuzijte k popisu komplexnich Cisel thel privodice a vzdale-

nost od pocétku (tzv. gonimetricky tvar).

s vz

ReSeni. Komplexni &isla tvaru z = cos¢ + i sin g, kde ¢ je redlny
parametr udévajici ihel mezi redlnou piimkou a spojnici z s pocat-
kem (méfeny v kladném smyslu), popisuji pravé vSechny body na jed-
notkové kruZnici v komplexni roving€. Kazdé nenulové ¢islo z pak lze
pravé jednim zptisobem napsat jako
z = |z|(cos ¢ + i sing).
O

1.7. Napiste soucin dvou komplexnich ¢isel pomoci goniometric-

kych tvard (tzv. Moivrova véta).

ReSeni. Hledany vztah

z1 - 22 = |z1l|z2| [cos(@1 + @) + i sin(p1 + ¢2)],

kde ¢; jsou argumenty ¢isel z;, vyplyva z vzorcll pro sinus a kosinus

souctu argumentd. ([

1.8. Vyjadrete ¢islo z; = 2 + 3i v goniometrickém tvaru a naopak
¢islo zp = 3(cos(m/3) + i sin(r/3)) v algebraickém tvaru.

ReSeni. Absolutni hodnota daného &isla (vzddlenost bodu s Kar-
tézskymi soufadnicemi [2, 3] v roviné od pocitku soufadnic) je
V22 +32 = /13. Z pravoihlého trojihelnika v obrdzku pak
snadno spocteme sin(p) = 3/3/13, cos(p) = 2/4/13. Je tedy
© = arcsin(3/«/ﬁ) = arccos(Z/m) = 53, 3°. Celkem

Z1=m(%+i.%>=

Ptevod komplexniho ¢isla z goniometrického do algebraického je jesté

1
_+i.£ =§+i.ﬁ'
2 2 2 2

O

jednodussi:

=3 (cos (Z) 150 () =

. 12

1.9. Cislo <5\/§ + Si) zapiste v co nejjednodussim tvaru.

Reseni. Upravy jako postupné umoctiovani nebo rozvoj podle bino-

mické véty jsou v tomto piipadé casové narocné. Pri vyjadieni
SV3+5i=10(F +5) =10(cos Z +isin)

uzitim Moivreovy véty vSak snadno obdrzime

2
(sv3+ 51')1 = 102 (cos 2T i sin 127) = 10'2.
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1.10. Vyjddfete z = cos 0+ cos T +i sin 5 v goniometrickém tvaru.
ReSeni. Abychom mohli vyjadiit

z=|z|(cos@ +ising),
nejprve uréime

el = y/(cos 0+ cos Z)? +sin® ¥ :\/(1+§)2+(

ZapiSeme-li

2
IIN
b

_ cos 0+cos T .sin ¥\ ﬁ . £ _
Z—ﬁ(—ﬁ +i ﬁ>—\/§(ﬁ +ig )=
V3 (§ +i %) :
vidime, Ze pro argument ¢ ma platit
cos@p = */Tg, sing = %,
coZ jiz dava ¢ = m/6. Celkem jsme tak ziskali
z=+/3(cosZ +isinZ).
]
1.11. Pomoci Moivreovy véty vypocitejte
(cosg + i sin 5)31 .
ReSeni. Thned dostdviame
(cosjﬁl—l—ising)31 :cos3lT”—|—isin3lT’r :cos%’—l—isin%ﬂ =
_V3 1
2 2°
O
1.12. Stanovte
+30)(1+iv3)
1-iy/3 ’

ReSeni. Nebof absolutni hodnota sou¢inu (podilu) dvou libovolnych

komplexnich ¢isel je soucin (podil) jejich absolutnich hodnot a kazdé

komplexni ¢islo ma stejnou absolutni hodnotu jako ¢islo s nim kom-

plexné sdruZené, plati

@+30)(1+v3)
1-iy/3

‘1+i«/§‘ _
‘1—:\/?( o

=243 1243i | =v2 3=

2

1.13. Uvedte vzdalenost d ¢isel z,z v komplexni roviné, je-li

A3
F= B2

mnoZiny“. Tento pojem md smysl (narozdil od toho predcho-
ziho) i pro nekone¢né mnoZiny.

Na prvni pohled je také vidét obvykla definice uspora-
danfi pfirozenych ¢isel podle velikosti (o ¢islu a fekneme, Ze
je ostie mensi neZ b tehdy a jen tehdy, kdyZa A baa C b
jako mnoZina). Dal§im formalnim krokem by méla byt defi-
nice s¢itani a ndsobeni a dikaz vSech zakladnich vlastnostni
prirozenych ¢isel, v€etné vyse uvedenych axiomd komutativ-
niho okruhu. Snadno lze napt. ukézat, Ze kazd4 podmnozina
v N mé nejmensi prvek a spoustu dalSich vlastnosti o kterych
zpravidla uz ddvno nepfemyslime a mame je za samoziejmé.

Nebudeme se tu konstrukci ¢iselnych obort zabyvat po-
drobné a ptredpokldddme, Ze Ctenaf ¢isla raciondlni (Q), re-
alné (R) a komplexni (C) divérné zna. Obc¢as budeme jen pti-
pominat teoretické i praktické souvislosti pti dal$im vykladu.
Podrobné bude konstrukce raciondlnich ¢isel z prirozenych
diskutovdna v [40. Konstrukci redlnych ¢&isel bude vhodné
zminit pfi studiu limitnich procesti pozdéji a jiz diive budeme
z riznych algebraickych pohledl zkoumat ¢isla komplexni.

povela

S

epemr——

.

va«@(exw: ToNinA

Navic, jak je v matematice obvyklé, budeme misto s ¢isly
manipulovat s pismeny abecedy, pfipadné jinymi znaky, af uz
jejich hodnota je nebo neni pfedem zndma4.
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1.3. Skalarni funkce. Casto pracujeme s &iselnou hodno-
- tou, kterd neni dana jako konkrétni ¢islo. Misto
toho néco vime o zévislosti nasi hodnoty na hod-
notach jinych. Formaln¢ piSeme, Ze hodnota y =
: f (x) nasi ,,zavislé¢* proménné veliCiny y je ddna
,nezavislou® veli¢inou x. Pfitom miiZeme znalost f bréat for-
malné (prosté je to né€jaka, blize nespecifikovand, zavislost)
nebo operacné, tj. f (x) je ddno vzorcem posklddanym z (pro-
zatim si predstavme kone¢né mnoha) zndmych operaci. Po-
kud je hodnotou skalar, hovoiime o skaldrni funkci. Kazda
funkce je definovdna na néjaké mnoZing, mluvime o definic-
nim oboru funkce, a mnoZina vSech hodnot je pak tzv. obor
hodnot funkce.

Také mohou byt ale hodnoty funkce f ddny pouze pri-
blizné€ nebo s jistou pravdépodobnosti.

Smyslem matematickych tivah pak byva z neformélniho
popisu zdvislosti najit explicitni vzorce pro funkce, které je
popisuji, nebo aspoii explicitni vyjddieni pro konkrétni hod-
noty zavislych proménnych, ptipadné jejich pfiblizeni. Podle
typu dlohy a cile pracujeme:

e s presnym a kone¢nym vyrazem

e s nekone¢nym vyrazem

e s priblizenim nezndmé funkce zndmym odhadem (vétsi-
nou s vy¢islenou moZnou chybou)

e s odhadem hodnot s vy¢islenim jejich pravdépodobnosti
apod.

Skalarni funkci je napf. rocni mzda pracovnika néjaké
firmy (hodnoty nezavislé veli¢iny, tj. defini¢ni obor funkce,
jsou jednotlivi pracovnici x z mnoZiny vSech sledovanych
pracovnikd, f(x) je jejich rocni mzda za dané obdobi).
Stejné tak mtZzeme sledovat mési¢ni mzdu konkrétniho pra-
covnika v Case (nezdvislou hodnotou je ¢as v mésicich, za-
vislou pfijem v jednom kazdém mésici). Jinym piikladem je
tieba plocha obrazce v roving, objem télesa v prostoru, rych-
lost konkrétniho auta v ¢ase atd. Dovedeme si jisté predsta-
vit, Ze ve vSech uvedenych piipadech mize byt hodnota ddna
néjakou voln€ popsanou souvislosti nebo naméfena piiblizné
nebo odhadnuta atd.

14. Operacne definované funkce. Funkce miZeme mit
_ dany vyctem jejich hodnot — napf. ve firme
je jen kone¢né mnoho zaméstnancli a umime
== sestavit tabulku s jejich aktudlnimi mési¢nimi
platy Castejl ale mdme misto hodnot pravidla, jak k hodno-

tdm dojit.
j FUNKCE FAKTORIAL L-.—

DileZitou skaldrni funkci na ptirozenych Cislech je fak-
toridl, ktery definujeme vztahy
fO =1, f(n)=n- f(n—1)

pron =1,2,....
mena

PiSeme f(n) = n! a definice zjevné zna-

nl=n-n—1)---1

ReSeni. Neni obtizné si uvédomit, ze komplexné sdruzend &isla jsou
soumérng sdruzend podle osy x a Ze vzdélenost komplexniho ¢isla od
osy x je rovna absolutni hodnoté jeho imagindrni ¢4sti. To jiZz ddva
d=3. (]

1.14. Vyjadiete zi + 22, 21 - 22,21, |22/, 3
1) {1 :1—21,22:41—3

ii) z1=2,20=1

2, pro

1.15. Komplexni ¢isla nejsou pouze ndstrojem, abychom ziskali

3

»divnd“ feSeni kvadratickych rovnic, ale jsou potieba i k tomu,
abychom urcili redlnd feSeni kubickych rovnic. Jak vyjadfit feSeni

kubické rovnice
3 2 _
X 4+ax"+bx+c=0
pomoci redlnych koeficientl a, b, ¢? UkaZzme si metodu, na kterou
prisli v Sestndctém stoleti panové Ferro, Cardano, Tartaglia a mozna

dal§i. Zavedme substituci x := ¢t — a/3 (abychom odstranili kvadra-

ticky ¢len v rovnici), dostaneme rovnici:
£+ pt+q=0,

kde p = b—a?/3aq = c+ (2a® —9ab)/27. Nyni zavedme neznimé
u, v spliiujici podminky u + v = t a 3uv + p = 0. Dosazenim prvni

podminky do pdivodni rovnice dostdvame
u3+v3+(3uv+p)(u+v)+q =0,

dosazenim druhé pak

3
p
— =0,
u® + qu’ 27

coZ je kvadratickd rovnice v nezndmé s = u>. Mdme tedy

I q ¢ p?
S D QTN O SR
" \/ 2 4 T 27

Celkem pak zpétnym dosazenim

x=—p/3u+u—a/3[cardan]

Ve vyrazu pro u je se vyskytuje tfeti odmocnina a abychom do-
stali vSechna tfi feSeni, je nutno pracovat i s komplexnimi odmocni-

nami. Rovnice x3

=a, a # 0, s nezndmou x ma totiZ prave tfi feSeni
v oboru komplexnich ¢isel (Zakladn{ véta algebry, viz (??)). VSechna
tato feSeni nazyvdme tfeti odmocninou z &isla a. Je tedy vyraz J/a
v komplexnim oboru trojznaény. Pokud se chce pfisoudit vyrazu J/a
jednoznaény vyznam, tak se za tfeti odmocninu uvazuje feSeni s nejme-

n${m argumentem.
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Navic jesté dodejme, Ze pfi popsaném postupu se mohlo vyskyt-
nout déleni nulou. V tom piipadé je nutno pouZzit jiného (vét§inou snad-

néjsitho) postupu.

1.16. Reste rovnici

24+ —2x—1=0.

ResSeni. Jak snadno zjistime, tak rovnice nema racionaln{ kofeny (me-
tody na urcovani raciondlnich kofend si objasnime v casti (2?)). Do-
sazenim do ziskanych vztahdl ziskime p = b — a?/3 = —7/3,

q = —7/27, pro u pak dostdvame
/28 + 12/—147
u = )

6
kde mizZeme teoreticky volit aZ Sest moznosti pro u (dvé volby zna-

ménka plus ¢i minus a k tomu tfi nezdvislé volby tfeti odmocniny).
Jak vSak snadno nahlédneme, dostdvdme pro x pouze tfi rtizné hod-

noty. Dosazenim do (1.15) pak jeden z kofenti m4 tvar

14 N /28 — 84iv/3 1

- -3 = 1,247,
J3(28 — 84i/3)

obdobné pro ostatni dva koreny (pfiblizné —0, 445 a —1, 802). Jak
jsme predeslali, vidime, Ze i kdyZ se ve vzorcich pro kofeny vyskytuji
komplexni ¢isla, tak vysledek je redlny. (Il

Zéavérem uvedime jest€ jeden piiklad ukazujici, Ze ,,divné* skaldry

se chovaji divné:

1.17. Nenulovy mnohoclen s nulovymi hodnotami. Najdéte nenu-
lovy mnohoclen jedné nezndmé s koeficienty v Z, tj. vyraz typu
ax" + -+ ayx + ag, a; € Zq, a, # 0, takovy, Ze na mnoziné€ Z
nabyvéa pouze nulovych hodnot (tj. dosadime-li za x libovolny z prvki
Z7 a vyraz v Z; vyCislime, dostaneme vzdy nulu).

ReSeni. Pii konstrukci tohoto mnoho&lenu se opfeme o Malou Fer-
matovu vétu, kterd iikd, Ze pro livovolné prvocislo p a ¢islo a s @
nesoudélné plati:

a?~! = 1(mod p).
Hledany polynom je tedy napiiklad polynom x’ — x (polynom x5 — 1

by nemél nulovou hodnotu v &isle 0). ]

B. Kombinatorika

V této kapitole si budeme hrat s prirozenymi cisly, kterd budou
popisovat rtizné nedélitelné predméty nachazejici se v naSem Zivotnim

prostoru a budeme se zabyvat tim, jak spocitat pocet jejich usporddani,

Nase definice funkce faktorial fik4, jak se zméni hodnota
f(n), kdyZ zménime hodnotu n o jednicku. Vzorec pro n!
jiz explicitné fik4, kolik to je doopravdy. V tomto piipadé to
nenf prili$ efektivni vzorec, protoZe se jeho slozitost zvétSuje
s rostoucim n, lepsi ale tézko hledat.

Podivejme se jesté na obycCejné scitani prirozenych Cisel
jako na operacné definovanou skalarni funkci. Defini¢nim
oborem je mnoZina vSech dvojic (a, b) ptirozenych cisel. De-
finujeme a + b jako vysledek procedury, ve které k a néko-
likrat po sobé pficitime 1. Tak jsme vlastné obecné a + 1
definovali v rovnicich (). Pfi kaZzdém pficteni odebereme
7 b nejvetsi prvek a postupujeme tak, dokud neni b prazdna
(tj. b se postupné zmenSuje o jednicku a v kazdém kroku ndm
tik4, kolik jesté zbyva pricist).

Je evidentni, Ze takto definované s¢itani sice je ddno (ite-
rativnim) vzorcem, postup ale neni vhodny pro praktické
pocitani. Tak tomu bude v nasem vykladu Casto — teoreticky
korektni definice pojmu ¢i operace neznamend, Ze Ukony
s nimi spojené jsou efektivné vykonavatelné. Pravé k tomu
budeme postupné rozvijet celé teorie, abychom praktické né-
stroje ziskdvali. Co se tyce pfirozenych ¢isel, od skolky je
umime s¢itat zpaméti a rychle (pokud jsou mald), pro vétsi
zndme ze zdkladni Skoly algoritmus pisemného s¢itdni a s vel-
kymi si poradi pocitace (pokud nejsou pfili§ velkd).

2. Kombinatorické veli¢iny

Typickym ,.kombinatorickym* problémem je napocitat,
i kolika rGznymi zplsoby se miZe néco stat.
' Napf. kolika zptisoby lze vybrat v samoobsluze
dva rtizné sendvice z dané nabidky? Myslime
Z si pfitom, Ze jsou vSechny sendvice v regdlu
po dvou rizné nebo rozliSujeme jen rizné typy sendvici?
Pripoustime pak, Ze si také miZeme vzit dva stejné?
Nepieberné takovych otdzek mdme u karetnich a jinych her.

Pti feSeni konrétnich problémi vétSinou pouzivdme bud
tzv. ,,pravidlo sou¢inu®, kdyZ v navzdjem nezavislych tko-
nech kombinujeme kazdy vysledek s kazdym, nebo ,,pravido
souctu’, kdyz s¢itdme pocty pro rizné neslucitelné moznosti.
Prakticky to uvidime v mnoha piikladech.

2y 2

1.5. Permutace. JestliZze z mnoZiny n pfedmétd vytvaiime
néjaké potadi jejich prvkl, mdme pro volbu prvniho prvku
n moZznosti, dal§i je volen z n — 1 moZnosti atd., aZ ndm
nakonec zbude jediny posledni prvek. Zjevné tedy je na
dané kone¢né mnoZzin€ S s n prvky pravé n! rtiznych poradi.
Procesu uspotfadavani prvkti mnoZiny S fikdme permutace
prvki mnoziny S. Vysledkem permutace je pak vZdy néjaké
poradi prvkda. JestliZe si pfedem prvky v S ocislujeme, tj. zto-
toZznime si S s mnoZinou S = {1, ..., n} n pfirozenych &isel,
pak permutace odpovidaji moZnym potadim ¢isel od jedné
do n. Mame tedy piiklad jednoduché matematické véty a nasi
predchozi diskusi je mozné povaZovat za jeji dikaz:
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! PoCET PERMUTACT '.-__§

Tvrzeni. Pocet p(n) riiznych poradi na konecné mnoziné s
n prvky je dan zndmou funkci faktorial:

1.2)

p(n) =n!

1.6. Kombinace a variace. Dal$im jednoduchym piikla-

' dem hodnoty urené vzorcem jsou tzv. kom-
binacni cisla, kterd vyjadtuji, kolika zptsoby
WY, lze vybrat k riznych rozliSitelnych pfedméti z
2 mnoziny n pfedmétd. Zjevn& mame

nn—1)---n—k+1)

moznych vysledkli postupného vybéru nasich k prvkd, pfi-
tom ale stejnou vyslednou k—tici dostaneme v k! riznych
poradich. Pokud nam zaleZi i na potfadi vybrané k-tice prvk,
hovofime o variaci k—tého stupné.

Jak jsme si prave ovérili, pocet kombinaci a variaci uda-
vaji nasledujici vzorce, které také nejsou pro vypocet moc
efektivni pfi velikych k a n, protoZe obsahuji vyrazy pro fak-

torialy.
ﬁl KOMBINACE A VARIACE L—

I Tvrzeni. Pro pocet c(n, k) kombinaci k-tého stupné z n
prvkii, kde 0 < k < n, plati
(1.3)

c(n, k) = <

n nn—1)...n—k+1) n!
k)z k(k—1)...1 T =l
Pro pocet v(n, k) variaci plati

(1.4) vin,k)=n(n—1)---n—k+1)

pro vSechny 0 < k < n (a nula jinak).

s w2

Kombinacni &islo (;) Steme ,,n nad k* a nazyvame ho
také nékdy binomickym cislem. Tento nézev Cisla dostala od
tzv. binomického rozvoje, tj. rozndsobeni n-t€ mocniny dvo-
j¢lenu. Pocitdme-li totiZ (a + b)", bude koeficient u mocniny
akb"* pro kazdé 0 < k < n roven pravé poctu moznosti,
jak vybrat k—tici z n zdvorek v soucinu (ty, kde bereme do
vysledku a). Plati proto

(a + b)n — Z (Z)akbn—k

k=0

el.3| (1.9
a v§imnéme si, Ze pro odvozeni jsme potfebovali pouze distri-
butivitu, komutativitu a asociativitu nasobeni a sc¢itani. For-
mule (IL3) proto plati v kaZzdém komutativnim okruhu.

Jako dalsi jednoduchou ukézku, jak vypadd matematicky
diikaz si odvodime nékolik jednoduchych tvrzeni o kombinac-
nich &islech. Pro zjednodugeni formulaci definujme (}) = 0,
kdykoliv je bud' k < 0 nebo k > n.

1.7. Tvrzeni. Pro vSechna p¥irozend Cisla k a n plati

preusporadani, vybért a tak podobné. Ve velké vétsiné takovychto pro-
blémt lze vystacit se ,,selskym rozumem®™. Stac{ vhodné pouZzivat pra-

videl souctu a soucinu, kterd si ukdZeme na ndsledujicich prikladech:

1.18. Maminka chce Jenikovi a Mafence rozdélit pét hrusek a Sest
jablek. Kolika zplisoby to miiZze udélat? (Hrusky mezi sebou povazu-
jeme za nerozliSitelné, stejné tak jablka. Pfipoustime, Ze nékteré z déti

nic nedostane.)

ReSeni. P&t hrusek samostatné miize maminka rozdélit Sesti zptisoby.
(Rozdé€leni je urceno tim, kolik hrusek da Jenikovi, zbytek pripadne
Matence.) Sest jablek pak nezévisle sedmi zptisoby. Podle pravidla

souc¢inu pak obé ovoce soucasné mtze rozdélit 6 - 7 = 42 zptisoby. [J

1.19. Urcete pocet Ctyfcifernych Cisel, kterd zacinaji cifrou 1 a ne-

kond¢i cifrou 2, nebo kondi cifrou 2 a nezacinaji cifrou 1.

ReSeni. MnoZina uvaZovanych &isel je sloZend ze dvou disjunktnich
mnoZin, totiZ ¢isel, kterd zacinaji cifrou 1 a nekonci cifrou 2 (prvni
mnoZina) a ¢isel, kterd nezacinaji cifrou 1 a kondi cifrou 2. Celkovy
pocet popsanych ¢isel dostaneme podle pravidla souctu tak, Ze seCteme
pocty ¢isel v téchto dvou mnoZindch. V prvni z téchto mnoZin médme
¢isla tvaru ,,1XXY*, kde X je libovolnd cifra a Y je libovolnd Cislice
mimo dvojky. MtiZzeme tedy provést deset voleb druhé cifry, nezavisle
na tom miiZeme provést deset voleb tieti cifry a opét nezdvisle devét
voleb posledni cifry. Tyto tii nezavislé volby jednozna¢né urcuji dané
¢islo a podle pravidla sou¢inu mame tedy 10 - 10 - 9 = 900 takovych
¢isel. Obdobné ve druhé skupiné mdme 8 - 10 - 10 = 800 ¢&isel (na
prvni cifru mdme pouze osm moznosti, nebof ¢islo nemiZe zacinat
nulou a jednicku mdme zakdzanu). Celkem podle pravidla souctu je

900 + 800 = 1700 uvaZzovanych cisel. U

1.20. Urcete pocet zplisobt, jak 1ze na Sachovnici (8 x 8 poli) postavit
bilou a ¢ernou véz tak, aby se neohroZovaly (nebyly ve stejném fadku

ani sloupci).

ReSeni. Nejprve umistime napi. bilou vé7. Pro ni mame na vybér
z 8% poli. Ve druhém kroku umistime v&Z ¢ernou. Nyni mame ,k dis-
pozici* 7% poli. Podle pravidla soucinu je vysledek 8% - 7 = 3136.
g

V nésledujicich piikladech uZ budeme pfi feSeni pouZivat pojmi
kombinace, permutace, variace (pfipadné s opakovanim), které jsme

definovali.

1.21.

potadi, v nichZ dva pfedem urceni fecnici nevystupuji ihned po sobg.

Béhem schiize ma vystoupit 8 fecnikid. Stanovte pocet vSech
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ReSeni. Oznadme si zminéné dva fe¢niky jako osoby A a B. Pokud
hned po vystoupeni osoby A nasleduje vystoupeni osoby B, miZeme
na to nahliZet jako na projev jediného fe¢nika. Pocet v§ech poradi, v ni-
chZ vystupuje B ihned po A, je tedy roven poctu vSech permutaci ze
sedmi prvki. Stejny je pochopitelné také pocet vSech potadi, v nichz
vystupuje A ihned po B. Nebof pocet v§ech moZnych potadi 8 fe¢nikt

je 8!, Cislo 8! — 2 - 7! uddv4 hledany pocet poradi. ]

1.22. Kolik existuje pfesmy&ek slova PROBLEM takovych, Ze v nich

a) pismena B a R stoji vedle sebe,

b) pismena B a R nestoji vedle sebe.

ReSeni. a) Dvojici pismen B a R miZeme povaZovat za jedno nedg-
litelné dvojpismeno. Celkem tedy mame k dispozici Sest rGznych pfs-
men a Sestipismenych slov sloZenych z riznych pismen je 6!. V nasem
piipadé vSak tento pocet musime jeSté vynasobit dvéma, nebof nase
dvojpismeno miiZe bit jak BR tak RB. Celkem dostdvdme 2 - 6! rliz-
nych presmycek.

b) 7! — 2 - 6! (dopln€k ¢asti a) do poctu vSech sedmipismennych

slov sloZenych z riznych pismen. O

1.23. Kolika zplsoby miZe sportovec umistit 10 rtiznych pohara do
5 polic, jestliZe se na kazdou polici vejde vSech 10 pohara?

ReSeni. K pohartim pfiddme 4 navzijem nerozligitelné predméty, kupt.
tuzky. Pocet vSech riiznych potadi pohdri a tuzek je zfejmé 14!/4! (tu-
7Ky jsou nerozliSitelné). Kazdé umisténi pohard do polic ovSem odpo-
vid4 prave jednomu sefazeni pohard a tuZek. Staci tfeba fici, Ze pohary
pred prvni tuZkou v pofadi ddme do prvni police (pfi zachovéni poradi),
pohéry pfed druhou tuzkou do druhé police atd. To znamen4, Ze ¢islo
14!/4! je vysledkem. U

1.24. Urcete pocet Ctyfcifernych Cisel sestavenych z praveé dvou riz-
nych cifer.

Refeni. Dvé riizné cifry pouZité na zdpis mizeme vybrat (}) zpi-
soby, ze dvou vybranych cifer miZzeme sestavit 2* — 2 riiznych &tyi-
cifernych ¢isel (dvojku odecitime za dvé Cisla sloZend pouze z jedné
cifry). Celkem mame (120) (2*—2) = 630 &isel. Nyni jsme ale zapocitali
i ¢isla za¢inajici nulou. Téch je (?) (2% — 1) = 63. Celkové dostdvame
630 — 63 = 567 cisel. O

1.25. Urcete pocet sudych Ctyfcifernych ¢isel sestavenych z pravé
dvou ruznych cifer.

ReSeni. Obdobné jako v pfedchozim piikladu se nejprve nebudeme
2)+5-523 —1) &isel

(nejprve pocitame Cisla pouze ze sudych cifer, druhy sc¢itanec udava

ohliZet na cifru nula. Dostaneme tak (;) 4 —

(D () = (")

) () = )+ (4)
(3) Yieo () =2"

(4) Yiok(y) =n2""".

Dt¢kaz. Prvni tvrzeni je zjevné piimo z formule (I3).
Jestlize vycislime pravou stranu z tvrzeni (2), dostavame

(n)+( n )_ n! N n!
k k+1) kln—k! *k+D!n—k—1)!

(k+Dn!+ (n —k)n!
(kD! —k)!
(n+ 1)!
Ck+ D! —k)!
coZ je ale leva strana tohoto tvrzeni.
Tvrzeni (3) dokaZeme tzv. matematickou indukci. Tento
typ diikazu je vhodny pravé pro tvrzeni, ktera
ey fikaji, Ze néco ma platit pro vSechna priro-
= zend Cisla n. Matematickd indukce se sklada
ze dvou kroku. V prvnim se tvrzeni dokdZe pro n = 0 (po-
pfipad€ n = 1 nebo dalsi hodnoty »). V druhém, tzv. induk¢-
nim, kroku pfedpokldddme, Ze tvrzeni plati pro néjaké n (a
vSechny predeslé hodnoty), a za pomoci tohoto predpokladu
dokdZeme, Ze tvrzeni plati i pro n 4+ 1. Dohromady z toho
pak vyvodime, Ze tvrzeni plati pro vSechna pfirozend n.
Tvrzeni (3) zjevné plati pro n = 0, protoZe (8) =1=
20, (Stejné tak je pfimo vidét i pro n = 1.) Pfedpoklddejme,
7e plati pro néjaké n a spoctéme piisluSnou sumu pro n + 1
s vyuZzitim tvrzeni (2) i (3). Dostaneme

2(3)-2l )+ 6]

B0 E Q-

k=0

Vsimnéme si, Ze vzorec (3) uddvd pocet vSech podm-
noZin n—prvkové mnoziny, nebot ( ) je pocet vSech jejich
k—prvkovych podmnoZin. VSimnéme si také, Ze tvrzeni (3)
plyne piimo z (1.5) volboua = b = 1.

Tvrzeni (4) dokdZeme opét matematickou indukci, po-
dobné jako (3). Zjevné plati pro n = 0, ¢imZ je hotov
prvni krok. Indukéni predoklad tikd, Ze (4) plati pro néjaké .
Spoctéme nyni piislusnou sumu pro n + 1 s vyuzitim tvrzeni
(2) a induk¢niho pfedpokladu. Dostaneme

226+ ()]
(k+1>(n>+§"(’;)

k* 1 k=0

-2 (1) 20 - 2()

=
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=2"4+n2" ' 4 n2" = (n+ D2".

Tim je proveden indukéni krok, a tvrzeni je dokdzdno pro
vSechna pfirozena n. O

Druhd vlastnost z naSeho tvrzeni umoZiluje sestavit
vSechna kombinaéni &isla do tzv. Pascalova trojithelniku,
kde kazdé Cislo obdrZzime jako soucet dvou bezprostiedné
nad nim leZicich sousedd:

n=20: 1

n=1: 1 1

n=2: 1 2 1

n=3: 1 3 3 1
n=4: 1 4 6 4 1
n=>5: 1 5 10 10 5 1

Vsimnéme si, Ze v jednotlivych fadcich mame praveé koefi-
cienty u jednotlivych mocnin z vyrazu (3), napf. posledni
uvedeny fadek fika

(a+b)’ = d’ +5a*b + 10a°b* + 10a°b> + 5ab* + b°.

1.8. Vybér s opakovanim. Potadi n prvkd, z nichZ mezi
nékterymi nerozliSujeme, nazyvidme permutace
s opakovanim.

Nechf je mezi n danymi prvky p; prvkd

Ry== prvniho druhu, p, prvki druhého druhu, ...,
pr prvki k—tého druhu, p; + p» + -+ + pr = n, po-
tom pocet poradi téchto prvkl s opakovanim budeme znacit
P(p1,..., pr)-

Podobné jako u permutaci a kombinaci bez opakovani,
pro vybér prvniho z nich mdme n moZnosti, pro dalsi n — 1
a tak ddle, az po posledni, ktery zbude. Pfitom ale za stejnd
povazujeme poradi nerozliSitelnych objektd. Téch je pro ka-
Zdou skupinku o p; objektech pravé p;!, takZe zfejmé plati

PERMUTACE S OPAKOVANIM

n!

, Pr) =

Volny vybér k prvkl z n moZnosti, véetné poradi, nazy-
vame variace k-tého stupné s opakovdanim, jejich pocet bu-
deme znacit V (n, k). Volny vybér v tomto piipad€é znamen4,
Ze predpokldddme, Ze stidle mdme pro vybér stejné moznosti,
napf. diky tomu, Ze vybrané prvky pted dalSim vybérem vra-
cime nebo tieba hdzime porad stejnou kostkou. Zfejmé plati

j VARIACE S OPAKOVANIM

V(n, k) = n.

Pokud nds vybér zajimd bez zohlednéni potadi, ho-
vofime o kombinacich s opakovdanim a pro jejich pocet
piSeme C(n, k). Zde se na prvni pohled nezdd tak jednodu-
ché, jak vysledny pocet zjistit. Diikaz nasledujici véty je pro
matematiku typicky — podaii se ndim novy problém pievést
na problém jiny, ktery jsme uZ diive zvlddli. V naSem

pocet sudych Ctyfcifernych Cisel sloZenych ze sudé a liché cifry). Opét
musime odecist &isla zacinajici nulou, téch je (2° — 1)4 + (22 — 1)5.

Hledany pocet cifer tak je
5
(2) QY —2)4+5-52° -1 -2 = 14— (2> - 1)5 =272.

O

1.26. Nakoncert€ je 730 lidi. Maji néktef{ z nich stejné inicialy? (Ne-

uvazujeme hacky ani ¢arky)

ReSeni. Pismen v abecedé (véetn& CH) je 27. Pocet viech moZnych
inicidld je tedy 27> = 729. Proto aspoii 2 lidé budou mit stejné inicidly.
O

1.27. Novi hréci se sejdou v jednom volejbalovém tymu (6 lidi). Ko-
likrat si pfi seznamovani (kazdy s kazdym) podaji ruce? Kolikrét si
hraci podaji ruce se soupefem po odehrdni zdpasu?

ReSeni. Seznamuje se kazdd dvojice z Sesti hra&i. Pocet podani rukou
je teda roven kombinaci C(2,6) = (3) = 15. Po zdpase si kazdy z
Sesti hracti poda ruku Sestkrat (s kazdym z Sesti soupeid). Pocet je
teda dohromady 62 = 36. (]

1.28.

dva z nich maji fidi¢sky prtikaz? Jak se mtize rozesadit 20 cestujicich

Jak se miiZe rozesadit pét osob v pétimistném auté, kdyZz jen

a dva fidi¢i v 25-mistném minibuse?

ReSeni. Na mist& fidi¢e mame dvé moZnosti a na zbylych mistech uz
je pofadi libovolné, tzn. pro spolujezdce 4 moZnosti, pro dal$i misto
3, pak 2 a 1. Celkové 2.4! = 48 moZnosti. Podobné€ v minibuse mame
dvé moznosti na misté fidiCe a druhy fidi¢ plus cestujici mohou na zby-
Iych 24 mistech sedét libovoln€. Nejprve vybereme mista, kterd budou
obsazena, tj. (5‘1‘) a na téchto mistech mdze byt 21! rtiznych poradi.
Dohromady mdme 2.(5‘:)21! = % mozZnosti. (]
1.29. Kolika zplsoby lze do tfi rtiznych obdlek rozmistit pét shod-
nych stokorun a pét shodnych tisicikorun tak, aby zZidna neztstala

prazdnd?

ReSeni. Nejdfive zjistime viechna rozmisténi bez podminky neprazd-
nosti. Téch je podle pravidla soucinu (rozmisfujeme nezdvisle stoko-
runy a tisicikoruny) C(3, 5)% = (;)2 Odecteme postupné rozmisténi,
kdy je prave jedna obélka prazdn4, a poté kdy jsou dvé obélky prazdné.
Celkem C(3, 5)2=3(C(2, 5)* — 2) =3 = (1)’ =3(6* — 2) =3 = 336.
(]
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2. KOMBINATORICKE VELICINY

1.30. Urcete pocet rtiznych vét, které vzniknou presmyckami v jed-
notlivych slovech véty ,,Skokan na koks* (vzniklé véty ani slova ne-
museji ddvat smysl).

Reseni. Uréime nejprve poéty presmyéek jednotlivych slov. Ze slova
»skokan* dostaneme 6!/2 rtznych pfesmycek (permutace s opakova-
nim P(1,1,1,1,2)), obdobné ze slova ,,na“ dvé a ze slova ,,koks"
4!1/2. Celkem podle pravidla soucinu 6!4!/4 = 4320. |

1.31.

Ze mezi pismeny ,k* je prave jedno jiné pismeno.

Kolik existuje riiznych pfesmycek slova ,krakatit takovych,

ReSeni. V uvazovanych presmyckach je Sest mozZnosti, jak umdistit sku-
pinu dvou ,k“. Fixujeme-li pevné mista pro dvé pismena ,k*, pak
ostatni pismena miiZeme rozmistit na zbylych Sest mist libovolné, tedy

P(1, 1, 2,2) zptisoby. Celkem podle pravidla soucinu je hledany pocet

66!
6-P(1,1,2,2) = — = 1080.
2.2

O

1.32. Kolika zplisoby miiZeme do péti riiznych dtlk vybrat po jedné

v/ ¥

kouli, vybirdme-li ze Ctyt bilych, ¢tyf modrych a tfi cervenych kouli?

ReSeni. Nejprve fesme tlohu v piipadg, Ze bychom méli k dispozici
alespon pét kouli od kazdé barvy. V tomto piipadé se jednd o volny
vybér péti prvkl ze tfi moznosti, tedy o variace s opakovanim (viz ).
Miéme

V(3,5) =3

Nyni odecteme ty vybéry, ve kterych se vyskytuji bud’ pouze koule
stejné barvy (takové vybéry jsou tfi), nebo prave ¢tyfi koule Cervené
(takovych vybéra je 2 - 5 = 10; nejprve vybereme barvu koule, ktera
nebude Cervena — dvé moznosti — a poté dilek, ve kterém bude — pét

moZznosti). Celkem tedy mdme
3 —-3-10=1230
mozZnych vybéri. O

1.33. Kolika zpisoby lze rozestavit n shodnych véZi na Sachovnici
n x n tak, aby bylo kazdé neobsazené pole ohroZovano nékterou z
vezi?

ReSeni. Dani rozestaveni jsou sjednocenim dvou mnoZin: mnoZiny
rozestaveni, kdy je alesponi v jednom faddku jedna véZ (tedy v kaZdém
fadku pravé jedna; tato mnoZina md n" prvkl — v kazdém radku vy-
bereme nezdvisle jedno pole pro vé€Z) a mnoZiny rozestavent, kdy je v
kazdém sloupci alespoii (tedy prave) jedna veéZ (stejnou tivahou jako

u prvni mnoZiny mé tato mnoZina rovnéz n" prvkt). Prinik téchto
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pripadé je to prevedeni na problém standardnich kombinaci
bez opakovani:

__—J KOMBINACE S OPAKOVANTM —

Véta. Pocet kombinaci s opakovanim k-té tridy z n prvkii je
provSechnyk > 0an > 1

Cn. k) = <”+Z_ 1).

Dukaz. Dtkaz je opfen o trik (jednoduchy, jakmile ho
pochopime). Uvedeme dva rzné postupy.

Predstavme si nejprve, Ze tahdme postupné
karty z baliku n riznych karet a abychom mohli
pfipadn€ nékterou z nich vytdhnout vicekrit,
prldame si k baliku jest€ k — 1 rtznych Zolikt (alesponi jed-
nou ur¢ité chceme jednu z ptivodnich karet). Reknéme, Ze po-
stupné vytdhneme r ptivodnich karet a s Zoliku, tj. r +s = k.
7da se, Zze bychom méli vymyslet postup, jak z téch s Zolikd
poznat, které karty ndm zastupuji. Ve skute¢nosti ndm ale
staci diskuse poctl moZnosti takovych voleb.

K tomu mtizeme pouzit matematickou indukci a predpo-
kladat, Ze dokazovand véta plati pro mens$i argumenty nez
jsou n a k. Skutecné, potfebujeme obsahnout kombinace s—
té tfidy s opakovanim z pouze r ptivodnich karet, coz dava
("1 = ("), coz je pravé pocet kombinaci s-tého
stupné (bez opakovani) ze vSech Zolikdi. Tim je véta doka-
zéna.

Druhy pfistup (bez matematické indukce): Na mnoZziné

S=A{a,...,an}

ze které vybirdme kombinace, si zafixujeme uvedené potadi
prvki a pro nase volby prvki z S si pripravime n pfihradek,
do kterych si jiZ pfedem ddme v ndmi zvoleném potadi po
pravé jednom prvku z S.

Jednotlivé volby x; € S pfiddvdme do prihrddky, kterd
jiz tento prvek obsahuje. Nyni si uvédomme, Ze pro rozpo-
znani ptvodni kombinace nam staci védét, kolik je prvki
v jednotlivych pfihrddkach. Napiiklad,

a | bbb |cc|d = *x| x| %% | %,

vypovidd o volbé b, b, ¢ z mnoZiny S = {a, b, c, d}.

V obecném piipadé vybéru k prvkl z n mozZnych tedy
mdame fetézec n + k znakl a pocet C(n, k) je roven poctu
moznych umisténi prihrddek | mezi jednotlivé znaky. To od-
povidd vybéru n — 1 pozic z n + k — 1 moZnych. Protoze
je

n+k—1Y n+k—1 _(nt+k—1
k \n+k—-1-k) \n-1 )
je véta dokazana i podruhé. ([
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3. Diferencni rovnice

V pfedchozich odstavcich jsme vidé€li vzorce, které za-
davaly hodnotu skaladrni funkce definované na pfirozenych
¢islech (faktoridl) nebo dvojicich ¢isel (binomicka ¢isla) po-
moci pfedchazejicich hodnot. Zatimco v odstavci I3 jsou
kombinacni ¢isla definovdna primo spocitatelnym vyrazem,
Ize rozumét vztahtim v [CR také tak, Ze misto hodnoty nasi
funkce zaddvame jeji zménu pii odpovidajici zméné neza-
vislé proménné.

Takto se skutecné velice Casto postupuje pfi matematické
;. formulaci modeld, které popisuji redlné sys-
7 témy v ekonomice, biologii apod. My si tu po-
v§imneme jen nékolika jednoduchych piipadd

a budeme se k této tématice postupné vracet.

1.9. Linearni diferen¢ni rovnice prvniho radu. Obecnou
diferencni rovnici prvniho 7ddu rozumime vyraz

fn+1) = F(n, f(n),

kde F je zndmd skaldrni funkce zdvisld na dvojicich pfiro-
zenych Cisel. Zname-li ,,pocate¢ni* hodnotu f(0), miZzeme
spocitat f(1) = F(0, f£(0)), poté f(2) = F(, f(1)) atd.
Timto postupnym zplisobem muiZeme tedy nakonec spoci-
tat hodnotu f(n) pro libovolné n € N. VSimné€me si, Ze
tato tivaha je podobna konstrukci pfirozenych Cisel z prazdné
mnoziny nebo principu matematické indukce.

Jako priklad mtiZe slouzit defini¢ni formule pro faktoridl,
tj.

m+D!'=m+1)-n!

Vidime, Ze skutecné vztah pro f(n + 1) zdvisi na n i na hod-
noté f(n).

Dalsim obzvlasf jednoduchym piikladem je f(n) = C
pro néjaky pevny skaldr C a vSechna n a tzv. linedrni difere-
ncni rovnice

(1.6) fm+1)=a- f(n)+0b,

kde a # 0, a b jsou zndmé skaldary.

Takovou diferen¢ni rovnici umime snadno fesit, je-li b =
0. Pak se totiZ jednd o dobfe zndmou rekurentni definici geo-
metrické posloupnosti a plati

f)=af©), f@ =af(l)=a’f0) atd

Méme tedy pro vSechna n

f(n) =a"f(0).

To je napf. vztah pro tzv. Malthusidnsky model populacniho
rustu, ktery vychdzi z predstavy, Ze za zvoleny ¢asovy inter-
val vzroste populace s konstantni imérou a vaci predcho-
z{mu stavu.

DokéaZeme si obecny vysledek pro rovnice prvniho fadu,
které se podobaji linedrnim, ale pfipousti proménné koefici-
entya ab,

1.7 fm+1)=a,- f(n)+b,.

mnoZin pak mé n! prvki (mista pro véZe vybirame postupné od prv-
niho fddku — tam mdme n moZnosti, ve druhém pak jiZ pouze n — 1
mozZnosti — jeden sloupec je jiZ obsazen, ...). Podle principu inkluze

a exkluze je pocet hledanych rozestaveni:
2n" — n!.

O

1.34. Kolika zptsoby mohla skoncit tabulka prvni fotbalové ligy,
vime-li o ni, Ze Zadné dva z trojice tymid Zbrojovka Brno, Banik Os-
trava a Sigma Olomouc spolu v tabulce ,,nesousedi*“?(Ligu hraje 16
muzstev.)

ReSeni. Prvni zpiisob. Hledany podet spoéitime podle principu in-
kluze a exkluze tak, Ze od poctu vSech moznych tabulek odecteme
pocet tabulek, ve kterych sousedi nékterd dvojice z uvedenych tii tymt
a pfi¢teme pocet téch tabulek, ve kterych soused{ vSechny tfi tymy. Hle-

dany pocet tedy je
3
16! — (2> -21-151 431+ 14! = 13599813427200.

Jiné feseni. Zminéné tfi tymy budeme povazovat za ,,oddélovace®.
Zbylych tfindct tymt musime rozd€lit tak, aby mezi libovolnymi
dvéma oddélovaci byl alespori jeden tym. Navic zbylé tymy mtiZeme
mezi sebou nezdvisle permutovat a rovnéZtak oddélovace. Celkem

tedy dostdvame
14
(3) - 13! 31 = 13599813427200

moznosti. O

1.35. Pro libovolné pevné n € N urcete pocet vSech feSeni rovnice

Xi+xX2+--F+x=n
v mnoziné
a) nezédpornych
b) kladnych
celych Cisel.
ReSeni. a) Kazdé feSeni (1, ..., ), Zle r; = n miZeme jedno-

znaéné zaSifrovat jako posloupnost jednicek a nul, ve které napiSeme
nejprve r; jednicek, pak nulu, pak r, jednicek, nulu a tak déle. Po-
sloupnost bude celkem obsahovat n jedni¢ek a k — 1 nul. Kazd4 ta-
kovéa posloupnost navic ziejmé uréuje néjaké feSeni dané rovnice. Je
tedy Fegeni tolik, kolik je posloupnosti, tedy ("**~").

b) Hledame-li feSeni v oboru kladnych celych cisel, tak si vSim-

néme, Ze prirozend C¢isla xp, ... x; jsou feSenim dané rovnice, praveé

11
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3. DIFERENCNI ROVNICE

kdyZ jsou celd nezdpornd Cisla y; = x; — 1,i = 1,..., k, feSenim
rovnice

yvity+---+y=n—k.
Téch je podle prvni ¢4sti feSeni (k }) U

C. Diferen¢ni rovnice

Diferencni rovnice (jinak feceno téZ rekurentni vztahy) jsou
vztahy mezi Cleny néjaké posloupnosti, pri¢emZ nasledujici Clen
je dan pomoci Clend predchozich. Vyftesit diferencni rovnici pak
znamend najit explicitni vzorec pro n-ty (libovolny) clen dané
posloupnosti. Rekurentni vztah ndm totiZ po zaddni nékolika prvnich
¢lent posloupnosti zaddva n-ty ¢len pfimo pouze pomoci postupného
vycisleni vSech predchozich ¢lent.

Pokud je nésledujici ¢len posloupnosti ur¢en pouze predchozim
¢lenem, hovoiime o diferen¢nich rovnicich prvniho fddu. S nimi se
miZeme v Zivoté opravdu setkat, napiiklad, pokud si chceme zjis-
tit dobu splaceni néjaké phjcky pri pevné mésicni spldtce, nebo na-
opak chceme zjistit vy§i mési¢ni splatky, zaddme-li si dobu, za ktkiouB |
chceme pijcku splatit.

1.36. Mirek si chce koupit nové auto. Auto stoji 300 000 K¢. Mirek

< . Xt ol PR < el.6
by chtél auto koupit na mési¢ni splatky. Proddvajici spole¢nost mta=
bizi pij¢ku na koupi auta s ro¢nim trokem 6%. Mirek bych chtél auto

splatit za tfi roky. Jak vysokd bude mési¢ni splatka?

ReSeni. Oznadme Mirkovu mésiéni splatku S. Po prvnim mésici splati
Mirek S korun, z nichZ ¢ast pljde na vlastni splatku, ¢4st na splaceni
troku. Cdstku, kterou bude Mirek dluZit po uplynuti k mésicii ozna-
¢me dj. Po prvnim mésici bude Mirek dluZit

0, 06
d; = 300000 — S + TR 300000.

Obecné po uplynuti k-tého mésice
0, 06
12
Podle vztahu (1.9) je d; dano nasledovné

di = 1+0’06 k300000 1+006 1 125
k= 12 12 0.06)"

Splaceni po tfech letech se rovnd podmince dzs = 0, odkud dosté-

(1.1 dy =di_1 — S+

di_1.

vame
0,06

_ 2 -
S = 300000(1 mTRoe 36> =9127.

(1.2)
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Nejdiiveé se ale zamysleme, co mohou takové rovnice popiso-
vat.

Linearni diferencni rovnici (CA) miZeme pékné inter-

pretovat jako matematicky model pro spofeni nebo splaceni
uvéru s pevnou trokovou mirou a a pevnou splatkou b (tyto
dva piipady se lisi pouze znaménkem u parametru b).
S proménnymi parametry dostivime obdobny model,
: ovsem s proménlivymi jak troky, tak splatkami.
=, MZeme si predstavit tieba n jako pocet mésici,
a, bude vyjadiovat trokovou miru v mésici n,
7 - b, pfislusnou splatku v mésici n.

Nedéste se zdanlive sloZitého s¢itdni a ndsobeni v ndsle-
dujicim vysledku. Jde o typicky piiklad technického matema-
tického tvrzeni, kdy tézké je ,,uhodnout”, jak zni. Naopak di-
kaz je uZ pak jen docela snadné cviceni na zdkladn{ vlastnosti
skaldrti a matematickou indukci. Skute¢né zajimavé jsou te-
prve disledky, viz [Tl niZe.

Ve formulaci pouZivame vedle obvyklych znaki pro sou-
Cet > také obdobné znaky pro soucin [ [. V dals§im budeme
vZdy pouZivat také konvenci, Ze pokud u souctu je mnoZina
uvedenych indexd prazdna, pak je soucet nula, zatimco u sou-
¢inu je ve stejném piipadé vysledek jedna.

1.10. Tvrzeni. Obecné reseni diferencni rovnice (IL4) prv-
niho 7adu s pocatecni podminkou f(0) = yg je ddno vzta-
hem

n—1

n—1
(1.8) f(n):(Ha,) y0+2 [T a|b;+0a.

j=0 \i=j+1

DOkaz. Tvrzeni dokdZeme matematickou indukef.
Zjevné tvrzeni plati pro n = 1,
kdy se jednd pravé o defini¢ni vztah
. S (1) = apyo + bo.

Ptedpokldddme-li, Ze tvrzeni plati pro n&jaké pevné zvo-
lené n, miZzeme snadno spocist:

n—1 n—2 n—1
fn+1)=a, (l_[ai)yo—i- l_[ ai | bj+ b,
i=0 =0 \i=j+1
+ by
n n—1 n
= (ITa) o+ 2 TLa) o0
i=0 =0 \i=j+1
jak se primo vidi rozndsobenim vyrazu. ([

Opét si vSimnéme, Ze jsme pro diikaz nepotiebovali o
pouzitych skaldrech nic vic neZ vlastnosti komutativniho
okruhu.

1.11. Disledek. Obecné reSeni linedrni diferencni rovnice
(LCA8) s a # 1 a pocdtecni podminkou f(0) = yg je
1-a"

(1.9) - b.

fn) =a"y,+
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DUkaz. Dosazenim konstantnich hodnot za a; a b; do
obecného vzorce ([CY) dostavame

n—2

Fm =a"yo+ b(1 n Za”_j_]>.
=0

Pro vycisleni souctu soucinti v druhém scitanci si je tfeba
v§imnout, Ze se jednd o vyrazy (1 +a + --- 4+ a"~")b. Sou-
cet této geometrické fady spocCteme ze vztahu 1 — a”
(1—a)(1+a+---+a"") adostaneme pravé poZadovany
vysledek. O

Vs1mneme si, Ze pro vypocet souctu geometrické fady
jsme potiebovali existenci inverze pro nenulové
__skaldry. To bychom nad celymi ¢isly neuméli.
Posledni vysledek tedy plati pro pole skaldrii a

: miZeme jej bez problému pouZit pro linedrni di-
ferencm rovnice, kde koeficienty a, b a poc¢ite¢ni podminka
f(0) = yp jsou raciondlni, redlné nebo komplexni, ale také
nad okruhem zbytkovych tfid Z; s prvociselnym k (zbytkové
tiidy budeme definovat v odstavci [4T).

Pozoruhodné je, Ze ve skute€nosti vzorec (IT9) plati i s
celociselnymi koeficienty a poc¢dteéni podminkou. Pak totiZ
pfedem vime, Ze vSechny f (n) budou také celociselné, a celd
¢isla jsou podmnoZinou v ¢Eislech raciondlnich. Musi proto
nutné nd$ vzorec ddvat ta spravnd celoCiselna feSeni.

Pfi pozornéjsim pohledu na dikaz je ziejmé, ze 1 —a” je
vzdy délitelné 1 — a, takZe nas posledni pozorovani nemélo
prekvapit. Nicméné je vidét, Ze tfeba nad skaldry ze Z4 a
tieba a = 3 uZ neuspéjeme, protoze pak 1 — a = 2 je délite-
lem nuly.

1.12. Nelinearni priklad. Vrafme se na chvili k rovnici prv-
\\\ niho fadu (ICAH), kterou jsme pouZili na velice
"T, pr1m1t1vn1 model popu]acnﬂm rustu zavisejici

/ p. Na prvni pohled je ziejmé, Ze takovy model
vede pii uméfe a > 1 k pfiliS rychlému a hlavné neomeze-

nému rastu. - - -
vvvvvv primkydelirovinu
Realistictéj$i model bude mit tak

pulace Ap(n) = p(n + 1) — p(n) jen pii malych hodnotach
p,ti. Ap/p ~ r > 0. Pokud tedy budeme chtit nechat rist
populaci o 5% za obdobi pii malém p, budeme r volit 0, 05.
Pfi urcité limitni hodnoté p = K > 0 ale naopak uZ popu-
lace neroste a pfi jesté vétSich uz klesd (tfeba protoZe zdroje
pro jeji obZivu jsou omezené, jedinci ve veliké populaci si
navzdjem prekaZi apod.).

Predpokladejme, Ze pravé hodnoty y, = Ap(n)/p(n)
se v zavislosti na p(n) méni linedrné. Graficky si tedy tuto
zévislost miZeme predstavit jako pifimku v roviné promén-
nych p a y, kterd prochdzi body [0, r] (tj. pfi p = 0 mame
y =r) a[K, 0] (coz dava druhou podminku, Ze pfi p = K
se populace neméni). PoloZime proto

p+
= —— r.
y=—2Pp

Vsimnéme si, Ze rekurentni vztah (1.1) mdZeme pouZit na nas pii-
klad pouze tak dlouho, dokud budou vSechna y(n) kladn4, tj. dokud

bude Mirek skutecné€ néco dluZit.

1.37. Uvazujme situaci z predchoziho prikladu. Jak dlouho by Mirek
auto splécel, kdyby chtél mé&si¢né splacet 5000 K¢?

ReSeni. Pfi oznaceni g = 1,005, ¢ = 300000 ndm podminka d; = 0
dava vztah
i 200S

2008 — ¢’

jehoZ logaritmovdnim obdrZzime

In(200S — c)
Ing

_ 1n2008 —

coz pro § = 5000 dava ptiblizné k = 71, 5, tedy spldceni pljcky by

trvalo Sest let (posledni splatka by nebyla plnych 5 000 K¢). U

1.38. Urcete posloupnost {y,}°°,, kterd vyhovuje nasledujicimu reku-

n=1°

rentnimu vztahu

Linedrni rekurentni vtahy se mohou vyskytnout napiiklad v geo-

metrickych problémech:

1.39. Na kolik nejvyse oblasti mize délit rovinu n pifimek?

ReSeni. Ozna¢me hledany pocet oblasti p,. Pokud v roving neméme
danu Zadnou piimku, je celd rovina jedinou oblasti, je tedy py = 1.
Pokud je v rovin€ ddno n piimek, tak ptiddnim n + 1 pribude nejvyse
(n 4+ 1) oblasti: oblasti pribude pravé tolik, kolika (ptivodnimi) ob-
lastmi bude piimka prochazet (kazdou takovou oblast rozdéli na dvé
Casti, jedna oblast tedy pfibude). Pridana pfimka miiZe mit nejvyse n
rtiznych prise¢iki s 7 pfimkami, které uz v rovning& byly. Cst pifmky
mezi libovolnymi dvéma sousednimi priseciky prochazi pravé jednou
oblasti, celkem miiZe pfidand pfimka prochézet nejvySe n+1 oblastmi,
tedy miZe pribyt maximaln€ n + 1 oblasti, navic v roviné bylo pied
pridanim (n + 1)-ni pfimky nejvyse p, oblasti (tak jsme cislo p,, totiz

definovali).
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Celkem dostavame rekurentni vztah

Pnt1 = pp+ (n+ 1),

ze kterého ziskdme explicitni formuli pro p, bud pomoci vzorce 10

nebo piimo:

pn:pn—l+n:pn—2+(n_l)+n:

N

=pp3+m—-2)+n—1D+n=---=po+ i =
i=1
:1+n(n+1):n2+n+2
2 2

vvvvvv

prvniho fadu. Uvedime si pfiklady kombinatorickych uloh, pfi jejichZ

feSeni se mdzZeme rekurze s vyhodou vyuZzit.

1.40. Kolik existuje slov délky 12 sloZenych pouze z pismen A a B,
které neobsahuji skupinu BBB?

ReSeni. Nechf a, zna&i pocet slov délky n sloZenych pouze z pismen

A, B, neobsahujicich skupinu BBB. Pak pro a, (n > 3) plati reku-

rentni vztah
a, = ay_1 +ay_2 +a,_3,

nebof slova délky n spliiujici danou podminku musi koncit bud’ na A,

NP

nebo na A B, nebo na ABB. Slov koncicich na A je pravé a,_; (pfed

poslednim A muze byt libovolné slovo délky n — 1 spliujici danaw |
podminku. Obdobné pro zbylé dvé skupiny. Ddle snadno vycislime

a; = 2,ay =4, a3 = 7. Postupnym dopocitanim

app = 1705.

14

Dosazenim y, za y a p(n) za p dostdvame
pin+1)—pn)
p(n)

tj. rozndsobenim dostdvdme diferen¢ni rovnici prvniho fadu
(kde hodnota p(n) vystupuje v prvni i v druhé mocning)

r
- —— + )
Kp(n) r

(1.10) pn+1) = pm)(l - ip(n) +7).

Zkuste si promyslet nebo vyzkouset chovani tohoto mo-
=, delu pro rizné hodnoty » a K. Na obrazku je

pribéh hodnot pro parametry r = 0, 05 (tj. pé-
e —_tiprocentni ndrlst v idedlnim stavu), K = 100
(t] zdrOJe limituji hodnotu na 100 jedinci) a p(0) jsou dva
jedinci.

0 50 100 150 200

Vsimnéme si, Ze pocatecni priblizné exponencidlni rist
se skutecné pozdéji zlomi a hodnota se postupné bliZi kyZe-
nému limitu 100 jedinct. Pro p blizké jedné a K daleko vétsi
neZ r bude pravd strana rovnice (I'I0) pfiblizné p(n)(1 +r),
tzn. chovani je obdobné Malthusidnskému modelu. Naopak
pri p pfiblizné K bude prav4 strana ptiblizné p(n). Pro vétsi
pocatecni hodnoty p neZ K budou hodnoty klesat, pro mensi
nez K rast, takZe systém bude zpravidla postupné oscilovat
kolem hodnoty K.

4. Pravdépodobnost

Ted se podivime na jiny obvykly piipad skaldrnich

N . hodnot funkei — sledované hodnoty casto
E2y .. ejsou zndmy ani explicitné vzorcem,
~~ ani implicitné néjakym popisem. Jsou
~ vysledkem né&jaké nahodilosti a my se
snaZime popsat s jakou pravdépodobnosti nastane ta i ona
moznost.

1.13. Co je pravdépodobnost? Jako jednoduchy piiklad
muze slouzit obvyklé hazeni kostkou se Sesti sténami s ozna-
¢enimi

1, 2,3,4,5, 6.
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KAPITOLA 1. ROZCVICKA

Pokud popisujeme matematicky model takového hdzeni
»poctivou* kostkou, budeme ocekdvat a tudiz i pfedepisovat,
Ze kazda ze stran pada stejn€ Casto. Slovy to vyjadiujeme
,,kazda predem vybrand sténa padne s pravdépodobnosti é“.

Pokud ale si tfeba sami noZikem vyrobime takovou
kostku z kusu dreva, je jisté, Ze skute¢né relativni Cetnosti
vysledkti nebudou stejné. Pak miZeme z velikého poctu
pokust usoudit na relativni Cetnosti jednotlivych vysledki
hodt a tyto ustanovit jako pravdépodobnosti v naSem ma-
tematickém popisu. Nicméné pri sebevétSim poctu pokusi
nemuzeme vyloucit moZnost, Ze se ndhodou povedla velice
nepravdépodobnd kombinace vysledkil a Ze jsme proto nas
matematicky model skutecnosti pro nasi kostku nevybrali
dobfe.

V dalsim budeme pracovat s abstraktnim matematickym
popisem pravdépodobnosti v nejjednodusim pii-
bliZeni. To, do jaké miry je takovy popis ade-
kvétni pro konkrétni pokusy ¢&i jiny problém, je
zdleZitosti mimo samotnou matematiku. To ale
neznamend, Ze by se takovym pfemySlenim neméli zaby-
vat matematikové (nejspiSe ve spoluprici s jinymi experty).
Pozdé&ji se vratime k pravdépodobnosti coby teorii popisu-
jici chovani nahodilych procest nebo i pln€ determinovanych
déji, kde ovSem nezndme presné vSechny urcujici parametry.

Matematickd statistika pak umoZiiuje posuzovat, do jaké
miry lze ocekdvat, Ze vybrany model je ve shod¢ s realitou,
resp. umoZiuje urcit parametry modelu tak, aby dochdzelo
k co nejlepsi shod€ s pozorovdnim a zdroveni umi odhadnout
miru spolehlivosti zvoleného modelu.

K matematické pravdépodobnosti i statistice ov§em bu-
deme pottebovat dosti rozsdhly matematicky aparét, ktery bu-
deme mezitim nékolik semestrit budovat.

Na prikladu nasi neumélé kostky si to miiZeme predstavit
tak, Ze v teorii pravdépodobnosti budeme pracovat s parame-
try p; pro pravdépodobnost jednotlivych hodnot stran a bu-
deme pozadovat pouze aby vSechny tyto pravdépodobnosti
byly nezdporné a jejich soucet byl

i
v ‘&‘, A'{\ .
S

p1+p2+p3+ps+ps+ps=1.

Pti volb€ konkrétnich hodnot p; pro konkrétni kostku pak
v matematické statistice budeme schopni odhadnout s jakou
spolehlivosti tento model nasi kostce odpovida.

Nasim skromnym cilem je ted pouze naznadit, jak abs-
traktné zachytit pravdépodobnostni tvahy ve
formalizovanych matematickych objektech. N4-
, sledujici odstavce tak budou ve své€ podstaté
<= pouhymi cvienimi v jednoduchych operacich
nad mnoZinami a jednoduché kombinatorice (tj. vypoctech
poctu mozZnosti, jak mohou byt splnény dané podminky kla-
dené na kone¢né mnoziny prvki).

1.14. Nahodné jevy. Budeme pracovat s neprazdnou pevné
zvolenou mnoZinou 2 vSech moZnych vysledkt, kterou na-
zyvame zdkladni prostor. Pro jednoduchost bude pro nds €2

TéZ bychom mohli odvodit explicitni vzorec pro n-ty ¢len takto za-

dané posloupnosti, dle uvedené teorie. Charakteristicky polynom dané

2

rekurentni rovnice je x* —x?> —x —1 s jednim redlnym a dal¥imi dvéma

komplexnimi kofeny, které miZeme vyjadfit pomoci vztaht (I'13). [

1.41.

Skére basketbalového utkdni mezi tymy Ceska a Ruska vy-
znélo po prvni ¢tvting 12 : 9 pro rusky tym. Kolika zpi-
soby se mohlo vyvijet skore? K vypoctu miiZete pouZit

vypocetni techniky.

ReSeni. Oznadime-li Py pocet zpiisobi, kterymi se mohlo vyvijet
skore basketbalového utkdni, které skoncilo k : [, tak pro k, [ > 3 plati

rekurentni vztah:
Py = Pu—3 . + Pu—2.) + Pu—1.)) + Pui—1) + P,1—2) + Piic,1-3).

(Zpisoby, kterymi se mohlo vyvijet utkan{ s vyslednym skére k : [
rozdélime na Sest po dvou disjunktnich podmnoZin podle toho, které
druZstvo vstfelilo koS a za kolik bodt (1, 2, ¢i 3).) Ze symetrie dlohy

zfejmé plati Py ;) = Py k). Déle pro k > 3 plati:

Py = Pu-32 + Pr-22 + Pu-1.2) + Pi,1y + P.0),
Pey = Pu=sny+ Pu—21) + Pa-1.1) + Pr.o,
Pyoy = Pu-3,0 + Pi-2,0 + Pi-1,0>

coZ spolu s po¢ate¢nimi podminkami P o) = 1, Pa,0) = 1, Po,o) = 2,
Paoy =4, Pay =2, Poy = Pay + Poy + Poo =5, Popo =
P2 + Pao + Poy + Poo = 14, dava

P(12,9) = 497178513.
O

vvvvvv

formu, nez kterou jsme se zabyvali v teorii a tudiZ neumime vycis-
lit libovolné ¢islo Py jy explicitn€, nybrz pouze postupnym vypoctem
od pocatecnich ¢lent. Takové rovnice nazyvame parcialni diferencni
rovnice, protozZe Cleny posloupnosti jsou znaceny dvéma nezdvislymi
proménnymi (k, /).

O linedrnich rekurentnich formulich (diferen¢nich rovnicich) vy-

$8ich fadu s konstantimi koeficienty si povime vice v kapitole 3.
D. Pravdépodobnost

Klasicka pravdépodobnost

Uvedme si n¢kolik jednoduchych piikladd na klasickou pravdé-

podobnost, kdy zkoumdme né&jaky pokus, ktery méd konecné mnoho
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4. PRAVDEPODOBNOST

moznych vysledki (,,vSechny pfipady*) a nds zajima, kdy vysledek po-
kusu bude néleZet néjaké podmnoZing¢ moznych vysledku (,,pfiznivé
pripady*). Hledand pravdépodobnost je pak rovna poméru poctu pii-
znivych piipadli ku poctu vSech piipadl. Klasickou pravdépodobnost
muizZeme pouZit tam, kde pfedpokladdme (vime), Ze kazdy z moznych
vysledkti ma stejnou pravdépodobnost toho, Ze nastane (napiiklad pfi
hodech kostkou).

1.42. Jaka je pravdépodobnost, Ze pti hodu Sestibokou kostkou padne
¢islo vétsi nez 47
ReSeni. Viech moZnych vysledkd je Sest (tvoii mnoZinu

{1,2,3,4,5,6}), priznivé moZnosti jsou dvé ({5,6}). Hledana
pravdépodobnost je tedy 2/6 = 1/3. O

1.43. Ze skupiny osmi muzii a ¢tyf Zen ndhodné€ vybereme skupinu
péti lidi. Jaka je pravdépodobnost, Ze v ni budou alespoii tii Zeny?

ReSeni. Pravdépodobnost spoitime jako podil poétu piiznivych pri-
padil ku poctu vsech piipadd. Priznivé piipady rozdélime podle toho,
kolik je v ndhodné vybrané skupiné muzd: mohou v ni byt bud dva,
nebo jeden muZ. Skupinek o péti lidech s jednim muZem je osm (z4-
lezi pouze na vybéru muZe, Zeny v ni musi byt v§echny), skupinek se
dvéma muZi je potom c(8, 2) - c(4, 3) = (g) . (‘3‘) (vybereme dva muZe
z osmi a nezdavisle na tom tfi Zeny ze Ctyf, tyto dva vybéry miZeme
nezdvisle kombinovat a podle pravidla soucinu dostdvdme uvedeny
pocet skupin). VSech moznych skupin o péti lidech pak mizZeme se-

stavit ¢(12, 5) = (152). Hledan4 pravdépodobnost je tedy

4\ (8
8+ ()0
(5)
5
O
Uvedme si priklad, pfi jehoZ feSeni neni vhodné pouzivat klasické

pravdépodobnosti:

1.44.

e

pristi tyden alesponl milién dolarti v loterii?

Jaka je pravdépodobnost toho, Ze Etendf této ulohy vyhraje

ReSeni. Takovito formulace tlohy je netiplnd, neposkytuje dostatek
udajt. Pfedvedme ,,chybné* feSeni Zakladni prostor v§ech mozny jevii
je dvouprvkovy: bud vyhraje nebo nevyhraje. Pfiznivy jev je jeden (vy-
hraje), hledand pravdépodobnost je tedy 1/2 (a to je zjevné Spatnd od-
poved). ]

Poznamka. V ptedchozim piikladé je porusena zdkladni podminka
pouziti klasické pravdépodobnosti, totiz to, Ze kazdy z elementarnich

jevi ma stejnou pravdépodobnost toho, Ze nastane.
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kone¢nd mnozina s prvky wy, ..., w,, predstavujicimi jed-
notlivé mozné vysledky. Kazda podmnozina A C 2 predsta-
vuje mozny jev. Systém podmnoZzin A zakladniho prostoru
se nazyva jevové pole, jestlize

e Q € A (tj. zakladni prostor, je jevem),

e je-liA, B € A, pak A\ B € A (tj. pro kazdé dva jevy je
jevem i jejich mnoZinovy rozdil),

e jsou-li A, B € A,pak AU B € A (tj. pro kazdé dva jevy
je jevem i jejich sjednoceni).

Zjevné je i komplement A¢ = Q\ A jevu A jevem, ktery
nazyvame opacny jev k jevu A. Prtnik dvou jevi je opét je-
vem, protoZe pro kazdé dvé podmnoZiny A, B C Q2 plati

A\ (Q\B)=ANB.

Slovy se tak d4 jevové pole charakterizovat jako systém
podmnoZin (kone¢ného) zdkladniho prostoru uzavieny na
priniky, sjednoceni a rozdily. Jednotlivé mnoziny A € A
nazyvame ndhodné jevy (vzhledem k A).

Pro nase héazeni kostkou je Q@ = {1,2,3,4,5, 6} a je-
vové pole je tvofeno v§emi podmnoZinami mnoZiny €2. Napf.
ndhodny jev {1, 3, 5} pak interpretujeme jako ,,padne liché
¢islo™.

Néco mélo terminologie, kterd by méla ddle pfipominat
souvislosti s popisem skute¢nych modeli:

e cely zdkladni prostor €2 se nazyv4 jisty jev, prazdnd pod-
mnoZzina @ € A se nazyva nemozny jev,

e jednoprvkové podmnoZiny {w} C €2 se nazyvaji elemen-
tarni jevy,

e spolecné nastoupeni jevii A;, i € I, odpovidd jevu
Nier A;, nastoupeni alesporn jednoho 7 jevii A;, i € 1,
odpovidé jevu U;c; A;,

e A, B € Ajsou neslucitelné jevy, je-li AN B = {,

e jev A ma za diisledek jev B, kdyZ A C B,
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Prestavte si piiklady vSech uvedenych pojmt pro jevovy
prostor popisujici hazeni kostkou nebo obdobné pro hazeni
minci!

1.15. Definice. Pravdépodobnostni prostor je trojice
(2, A, P), kde A je jevové pole podmnozZin
(kone¢ného) zdkladniho prostoru €2, na kterém
je definovdna skalarni funkce P : A — R's

ndsledujicimi vlastnostmi:

e P jenezdporng, tj. P(A) > 0 pro vSechny jevy A,

e P je aditivni, tj. P(A U B) = P(A) + P(B), kdykoliv
jeA,Be AaANB =4,

e pravdépodobnost jistého jevu je 1, tj. P(2) = 1.

Funkci P nazyvame pravdépodobnosti na jevovém poli A.

Zjevné je okamZzitym dlsledkem naSich definic fada
prostych ale uZite¢nych tvrzeni. Napf. pro vSechny jevy plati

P(A°) =1—- P(A).

Déle miZeme matematickou indukci snadno rozsitit aditiv-
nost na jakykoliv konecny pocet vzdjemné neslucitelnych
jevi A; C Q,i €1, 4.

P(Uic A) = ) P(A),
iel

kdykoliv A; N A; =, pro vSechnai # j,i, j € I.

1.16. Definice. Nechf 2 je kone¢ny zédkladni prostor a ne-
chf jevové pole A je pravé systém vSech podm-
nozin v Q. Klasicka pravdépodobnost je prav-
dépodobnostni prostor (€2, .4, P) s pravdépo-
dobnostn{ funkci

pay = AL
12|

kde |A| znadi pocet prvkl mnoZiny A € A.

P: A— R,

Zjevné takto zadand funkce skute¢né definuje pravdépo-
dobnost, ovérte si samostatné vsechny poZadované axiomy.

1.17. Séitani pravdépodobnosti. U neslucitelnych jeva je
0 s¢itdni pravdépodobnosti pro vyskyt alespoii jednoho
z nich piimo poZadovano v zdkladni definici pravdé-
4’ podobnosti. Obecné je s¢itdni pravdépodobnosti pro
U1 vyskyty jevii sloZité. Problém totiZ je, Ze pokud jsou
jevy slucitelné, ¢4ste¢né mame v souctu pravdépodobnosti
zapocteny piiznivé vyskyty vicekrit.

Nejjednodussi je si nejprve predstavit situci se dvéma slu-
Citelnymi jevy A, B. UvaZme nejprve klasickou pravdépo-
dobnost, kde jde vlastné o pocitani prvki v podmnoZinach.
Pravdépodobnost vyskytu alespoii jednoho z nich, tj. pravdé-
podobnost jejich sjednocent, je ddna vztahem

(1.11) P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B)

protoze ty prvky, které patfi do mnoZiny A i B, jsme nejprve
zapocetli dvakrat a tak je musime jednou odecist.

1.45. Do fady v kin€ o 2n mistech je ndhodné rozmisténo n muzi a
n Zen. Jakd je pravdépodobnost, Ze Zddné dvé osoby stejného pohlavi

nebudou sedét vedle sebe?

/////

spliiujicich podminky je 2(n!)?: mame dvé moZnosti vybéru pozice
muZzu, tedy i Zen — bud’ vSichni muZi budou sedét na lichych mistech
(a tedy Zeny na sudych), nebo vSchni muzi na sudych (a tedy Zeny na
lichych mistech); na nich jsou pak muZi i Zeny rozmistény libovolné.
Vyslednd pravdépodobnost je tedy

2(n!)?

P =5 5r p(2) = 0,33, p(5) = 0.0079, p(8) = 0,00016.
n):

O

1.46. Do vytahu osmipatrové budovy nastoupilo 5 osob. Kazda z
nich vystoupi se stejnou pravdépodobnosti v libovolném poschodi.

Jak4 je pravdépodobnost, Ze vystoupi

i) vSichni v Sestém poschodi,
ii) vSichni ve stejném poschodi,

iii) kaZzdy v jiném poschodi?

ReSeni. Zakladni prostor viech moZnych jevi je prostor viech moz-
nych zplsobii vystoupeni 5 osob z vytahu. Téch je 8.

V prvnim piipadé€ je jedind priznivd moZnost vystoupeni, hledand
pravdépodobnost je tedy 8%, ve druhém pripadé mdme osm mozZnosti,
hledana pravdépodobnost je tedy 8—14 a konec¢né ve tfetim je pocet pii-
znivych piipadt dan pétiprvkovou variaci z osmi prvki (z osmi pater
vybirdme pét, ve kterych se vystoupi a ddle kteti 1idé vystoupi ve vy-
branych poschodich), celkem je hledand pravdépodobnost ve tfetim

pfipadé rovna (viz [T a [R)

v(5,8) 8:7---4
V(5,8 008

=0, 2050781250.

O

1.47. Néhodng vybereme celé kladné &islo mensi nez 10°. Jak4 je
pravdépodobnost, Ze bude sloZeno pouze z cifer 0, 1, 5 a zarovein bude

délitelné Cislem 5?

ReSeni. Cisel spitujich danou podminku je 2 - 3* — 1 (kromé& posledni
cifry madme na kazdy fdd na vybér ze tif cifer, pfipadné Cislice O na
za¢4tku slova nepiSeme. Viech celych kladnych &isel mensich nez 10°
je 10° — 1, podle klasické pravdépodobnosti dostdvdme, 7e hledand

pravdépodobnost je 213:—:1]. O
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1.48. Princip inkluze a exkluze. Sekretafka ma rozeslat Sest dopist
Sesti riznym lidem. Dopisy pro rizné adresaty vklada do obdlek s ad-
resami ndhodné. Jak4 je pravdépodobnost, Ze alespoii jeden ¢lovek do-
stane dopis uréeny pro néj?

Reseni. Spocitejme pravdépodobnost jevu opacného, tedy toho, Ze ani
jeden Clovék neobdrzi spravny dopis. Stavovy prostor vS§ech moZnych
jevt odpovida vS§em moZnym poradim péti prvki (obélek). Oznacime-
li jak obdlky tak dopisy ¢isly od jedné do Sesti, tak vSechny prfiznivé
jevy (tedy Zadny dopis neprijde do obélky se stejnym c¢islem) odpovi-
daji takovym potadim Sesti prvki, kdy i-ty prvek nenf na i-tém misté

(i=1,...,06),tzv. poradim bez pevného bodu. Jejich pocet spocitime
pomoci principu inkluze a exkluze. Oznacime-li M; mnoZinu permu-
taci s pevnym bodem i (permutace v M; ale mohou mit i jiné pevné

body), tak vysledny pocet d permutaci bez pevného bodu je roven
d=6!—|M;U-.-UMq|

Pocet prvkd praniku [M;, N---NM;, |,k =1, ..., 6, je (6—k)! (poradi

prvkliy, ..., iy je pevné ddno, ostatnich 6—k prvkt fadime libovolng).

Podle principu inkluze a exkluze je

6
My U -+ U Mg| = Z(—l)k“(Z)((S —k)!
k=1

a tedy pro hledany pocet d dostdvame vztah

¢ 6
_ _1\k+1 _
6! k§=1( 1) (k>(n k)!
6 6 6 (—l)k
= E:(—l)"(k)(6—k)!=6!§ X
k=0 k=0

Pravdépodobnost toho, Ze Zadny ¢loveék neobdrzi ,,svij* dopis je tedy

d =

6
(=D*
2

k=0

a hledand pravdépodobnost pak
6

(—Dk 53
1— =
2 k! 144

k=0

O

Poznamka. VSimnéme si, Ze odpovéd na stejnou otdzku, se s rostou-
cim poctem dopist pfilis neméni. Pro n dopist je pravdépodobnost, Ze

s vz

sekretafka nedd Zadny do spravné obalky

k=0
jak totiZ uvidime pozd¢ji, uvedend suma konverguje (blizi se) k hod-

noté 1/e.
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TentyZ vysledek dostaneme i pro obecnou pravdépodob-
nost P na néjakém jevovém poli. ProtoZze AN B a A\ B jsou
nezavislé jevy,

P(A) = P(A\ B)+ P(ANB),
podobné pro B, ale také mame
P(AUB)=P(A\B)+ P(B\ A)+ P(ANB).
Dosazenim za pravdépodobnosti mnoZinovych rozdilt dosta-
vame opét vztah (ICIT).

Niésledujici véta je pfimym promitnutim tzv. kombinato-
rického principu inkluze a exkluze do nasi ko-

bem vicendsobné zapocitavani vysledkti kom-
o~ penzovat v obecném piipadé.

Jde patrn€ o dobry piiklad matematického tvrzeni, kde
nejtéZsi je najit dobrou formulaci a pak se d4 fici, Ze (intui-
tivné) je tvrzeni ziejmé.

PlAUR uC) = PibyR8) P
~Pig®) - P8aC) A48 + (ka0

Na obrédzku je situace zndzornéna pro tfi mnoZiny A, B,
C apro klasickou pravdépodobnost. Jednoduse Srafované ob-
lasti v prostém souctu mame dvakrat, dvojité Srafované tii-
krat. Pak ty jednoduse Srafované jednou odecteme, pritom ty
dvojité Srafované opét tfikrat odecteme, proto je tam nakonec
jeste jednou zapocteme.

Obecné, diky aditivni vlastnosti pravdépodobnosti, si
muizeme predstavit, Ze kazdy jev rozloZime na elementarni
(tj. jednobodové) jevy, jakkoliv ve skutecnosti nemusi jedno-
prvkové podmnoZiny do uvaZzovaného jevového pole patfit.
Pak je pravdépodobnost kazdého jevu ddna souctem prav-
dépodobnosti jednotlivych elementdrnich jevli do néj patfi-
cich a miZeme pfi vyjddieni pravdépodobnosti nastoupeni
alespori jednoho z jevil takto: seCteme vSechny pravdépodob-
nosti vysledk pro vSechna A; zvlast, pak ov§em musime ode-
Cist ty, které tam jsou zapocteny dvakrat (tj. prvky v priinicich
dvou). Ted si ovS§em dovolujeme odecist pfili§ mnoho tam,
kde ve skutecnosti byly prvky tfikrat, tj. korigujeme pricte-
nim pravdépodobnosti ze tfetiho ¢lenu, atd.
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Véta. Budte Ay, ..., Ay € A libovolné jevy na zdkladnim
prostoru 2 s jevovym polem A. Pak plati

k k—1 k
P(U_A) =D P(A) =) > P(ANA))
i=1 i=1 j=i+1
k=2 k-1 k

Z Z P(A;NA;N Ay)

+
i=1 j=i+1 t=j+1

+(=DFTP(A; N A NN Ap).

Dtxkaz. Aby se vySe naznaceny postup stal dikazem,
& je zapotiebi si ujasnit, Ze skutecné vSechny ko-
@a rekce, tak jak jsou popsdny, jsou skutec¢né s koe-

Qﬁ“‘\\ ficienty jedna. Misto toho miZeme snize dat
ES=

dohromady formdlnéjsi diikaz matematickou in-
dukci pfes pocet k jevi, jejichZ pravdépodobnosti s¢itdme.
Zkuste si pribézné porovndvat oba postupy, mélo by to vést
k vyjasnéni, co to znamend ,,dok4zat” a co ,,porozumeét*.

Pro k = 1 tvrzeni zjevné plati, vztah pro k = 2 je to-
tozny s rovnosti (ICIT) a tu jsme pro obecné pravdépodob-
nostni funkce jiz dok4zali také.

Ptfedpoklddejme tedy, Ze véta plati pro vSechny pocty
mnozin aZ do pevné zvoleného £k > 1. Nyni midZeme pra-
covat v indukénim kroku se vztahem pro k + 1 jevd, kdyz
sjednoceni prvnich k jevi bereme jako A ve vzorci (ICIT)
vySe, zatimco zbyvajici jev hraje roli B:

PUS A = P((U_ A) U Ay))

k
— Z((_I)HI Z
j=1

I<ij<--<ij<k

P(A; m---mA,-/.))

+ P(Ag1) = P((A1 U - - U Ap) N Agy).

To uZ pfipomind formuli pro k + 1 s¢itanych jevli, nicméné
ndm ve velké sumé chybéji vSechny vyrazy obsahujici Az
a ¢len s pravdépodobnosti sou¢asného nastoupeni vsech jevi.
Zato ndm vSak pfebyva posledni ¢len. Tento ¢len vyrazu
muiZeme nahradit vyrazem

—P((A1 N A1) U+ U (Ag N Agpn)

a pro tento vyraz opét pouZzit indukéni predpoklad, tj. for-
muli ve vété. Pfi troSe trpélivosti (a dostate¢né velkém pa-

piru na rozepsani vSech ¢lenti) ovéiime, Ze tim prave pridime
vSechny dosud chybéjici Cleny. U

1.18. Princip inkluze a exkluze. Specidlnim piipadem
41 predchozi véty je piipad klasické pravdépodobnosti,
' kdy vSechny konecné podmnozniny zdkladniho
A2 prostoru jsou jevy a viechny elementdrni jevy maiji

stejnou pravdépodobnost. Ve vzorci z predchozi véty
pak vSechny pravdépodobnosti davaji pravé pocet prvki
prislusnych podmnoZin, aZ na spole¢ny faktor %, kde n je
pocet prvkt zdkladniho prostoru.

1.49. Volejbalovy tym (s liberem, tj. celkem sedm osob) sedi po za-
pase v hospodé€ a popiji zaslouzené pivo. Je ale mdlo krigli a proto
hospodsky pouzivd porad téch sedm samych. Jak4 je pravdépodobnost,
Ze pristeé

i) pravé jeden nedostane ten svij, ze kterého pil

ii) nikdo nedostane ten svij

iii) pravé tfi dostanou ten svdj.

1.50. DalSi principy po¢itani s pravdépodobnostmi. Vrafme se k
hazen{ kostkou a zkusme popsat jevy ze zdkladniho prostoru €2 vzni-
kajici pfi hazeni tak dlouho, dokud nepadne Sestka, ne vSak vice nez
stokrat.

Pro jeden hod samostatné je zdkladnim prostorem Sest ¢isel od
jedné do Sesti a jde o klasickou pravdépodobnost. Pro celé série naSich
hodi bude zakladni prostor daleko vétsi — bude to mnoZina kone¢nych
posloupnosti ¢isel od jedné do Sestky, které bud konci Sestkou, maji
nejvyse 100 ¢lent a vSechna pfedchozi ¢isla jsou mensi nez Sest, nebo
jde o 100 cisel od jedné do péti. Jevem A miZe byt napf. podmnoZina
,hdzeni konc¢i druhym pokusem®. VSechny pfiznivé elementirni jevy
pak jsou

[1,6], [2,6], [3,6], [4,6], [5,6].

Ze zndmé klasické pravdépodobnosti pro jednotlivé hody umime odvo-
dit pravdépodobnosti nasich jevi v Q. Nenf to ale jisté klasicka pravde-
podobnost. Tak pro diskutovany jev chceme popsat, s jakou pravdépo-
dobnosti nepadne Sestka pri prvém hodu a zdroven padne pii druhém.

Vnucuje se feSeni
51 5

P =55 3%
protoZe v prvém hodu padne s pravdépodobnosti 1 — é jiné Cislo nez
Sest a druhy hod, ve kterém naopak pozadujeme Sestku, je zcela ne-
zavisly na prvnim. Samoziejmé toto neni pomér poctu priznivych vy-

sledki k velikosti celého stavového prostoru!
Obecnéji miZzeme fici, Ze po pravé 1 < k < 100 hodech pokus
skonci s pravdépodobnosti (%)k*l . %. Ze vSech moZnosti je tedy nej-
Jiny ptiklad, jak z hazeni kostkou dostat rizn€ pravdépodobné jevy
je pozorovat soucty pii hodu vice kostkami. Uvazujme takto: pii hodu
jednou kostkou je kazdy vysledek stejné pravdépodobny s pravdépo-
dobnosti é. Pfi hodu dvémi kostkami je kazdy pfedem zvoleny vy-
sledek (a, b), tj. dvojice prirozenych &isel od jedné do Sesti (vCetné
potadi), stejné pravdépodobny s pravdépodobnosti %. Pokud se bu-
deme ptat po dvou pétkach, je tedy pravdépodobnost polovi¢ni neZ u

dvou riiznych hodnot bez uvedeni pofadi. Pro jednotlivé mozné soucty

19



D. PRAVDEPODOBNOST

4. PRAVDEPODOBNOST

uvedené v hornim fadku ndm vychdzi pocet mozZnosti v fddku dolnim:
[ Soucet [2[3]4]5]|6]|7|8|9]10]11]12]
[Pocet [1]2]34]5]6]514]3 21|

Podobné vyjde pravdépodobnost 51 jednotlivych vysledki hodu tfemi

216
kostkami, véetné€ urceného poradi. Pokud se budeme ptéat na pravdé-
podobnost vysledného souctu pii hodu vice kostkami, musime pouze
urcit, kolik je moZnosti, jak daného souctu dosdhnout a piislu$né prav-

dépodobnosti secist.

1.51.
tdhneme tfi (koule do sdCku nevracime). Jaka je pravdépodobnost, Ze

Ze sacku s péti bilymi a péti cervenymi koulemi ndhodné vy-

dvé budou bilé a jedna Cervend?

ReSeni. Rozd€lme uvazovany jev na sjednoceni tif disjunktnich jevi:

podle toho, kolikdtou vytdhneme Cervenou kouli. Pravdépodobnosti,

7e Vytahneme koule pfesné ve zvoleném pofadi jsou: 5 - 53,55 3,
Celkem =

Jiné FeSenti. Uvazme pocet vSech moZnych trojic vytaZenych kouli

(koule jsou mezi sebou rozliSitelné), tedy ( ) Trojic, které obsahuji
pravé dvé bilé koule je potom (3) - (7) (dvé bilé koule miizeme vytdh-

nout (3) zpiisoby, k nim pak ervenou péti zpiisoby). O

1.52. Z klobouku, ve kterém je pét bilych, pét Cervenych a Sest Cer-
nych kouli, ndhodné vytahujeme koule (bez vraceni). Jakd je pravdé-

podobnost Ze pété vytazend koule bude Cernd?

N e

toho, Ze i-td vytaZzend koule bude Cernd, je stejnd pro vSechna i, 1 <

i < 16. MiiZeme si totiZ pfedstavit, Ze vytdhneme postupné vSechny
koule. Kazda takova posloupnost vytazenych kouli (od prvni vytazené
koule po posledni), sloZend z péti bilych, péti Cervenych a Sesti Cer-
nych kouli, m4 stejnou pravdépodobnost vytazeni a pro vypocet hle-
dané pravdépodobnosti miZeme opét pouZit model klasické pravdépo-

dobnosti. Zminénych posloupnosti je P(5,5,6) = Pocet po-

515050 5' 51
sloupnosti, kde na i-tém misté je ¢ernd koule, zbytek libovolny, je to-
lik, kolik je libovolych posloupnostl’ péti bilych, péti Cervenych a péti

¢ernych kouli, tedy P(5,5,5) = Celkem tedy je hledand pravdé-

515!5!
podobnost
PG,55 _ sm _3
PG.5.0) w8

O

1.53. V jisté zemi maji parlament, ve kterém zasedd 200 poslancd.
Dvé hlavni politické strany, které v zemi existuji, si pfi ,,volbach* ha-

2%

zeji o kazdy poslanecky mandét zvl4Sf minci. Kazda z téchto stran méa
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Takto miZeme z véty [CIZ vycist nasledujici tvrzeni
pro mohutnosti obecné konec¢né mnoZiny M a jejich podm-
nozin Ay, ..., Ax. Jako obvykle piSeme | M| pro pocet prvki
mnoZziny M.

Samoziejmé pro konecnou mnoZinu M a jeji podm-
noZiny plati

IM\ (U_ A)| = M| — | Ui, Al

Nyni miZzeme dosadit z predchozi véty za mohutnost sjed-
nocenf na pravé stran¢ a dostavame tvrzeni, kterému se fika
princip inkluze a exkluze.

M\ (U_ A)| =

k
= M| +Z<(—1>f --mAI-,.|).
j=1

Opét je snadné nakreslit si tvrzeni pro dvé nebo tfi mnoZiny,
viz obrédzek pred vétou [CT.

> AN

I<iy<--<ij<k

1.19. Nezavislé jevy. Vrafme se na chvili k jednoduchému
modelu dokonalé hraci kostky. Bude nés zajimat, jak mohou
byt jevy zavislé.

Napi. pravdépodobnost, Ze nastanou zdroven jevy
»padne liché ¢islo a ,,padne alespoii trojka®, je % To je
totéZ jako % % tedy soucin pravdépodobnosti jednotlivych
jevi. To odpovidd predstavé, Ze miiZeme nezdvisle testovat
obé podminky a vyslednd pravdépodobnost soucasného
splnéni bude dana soucdinem pravdépodobnostni dil¢ich.
Naopak, jestliZe budeme uvaZovat neslucitelné jevy, jako
jsou napt. ,,padne sudé Cislo* a ,,padne liché ¢islo®, bude
pravdépodobnost soucasného vyskytu obou nulovd, zatimco
soucin dil¢ich pravdépodobnosti nulovy neni. To odpovida
prestavé, Ze tyto dva jevy musi byt zdvislé, protoZe vyskyt
jednoho z nich ten druhy uz vylucuje. Samozfejmé miiZze
nastdvat slabsi zdvislost, napt. jev ,,padne liché &islo® je
disledkem jevu ,,padne trojka” a proto také neni ddna
pravdépodobnost spole¢ného vyskytu téchto dvou jevi
pomoci soudinu.

Pro pravdépodobnosti P na libovolnych jevovych polich
fekneme Ze jevy A a B jsou stochasticky nezavislé jestlize
plati

P(ANB)= P(A)- P(B).

Zkusme ale tutéZ hru s kostkou s vice jevy, tiebas jev A
»padne liché ¢islo®, jev B ,,padne alespon 3 a jev C ,padne
nejvySe 3. Pravdépodobnosti jsou P(A) 2. P(B) = 2
P(O) = %, PANBNCO)=¢-=5-%-5 ale po dVOJlClCh
dostdvame napt. P(ANC) =

1 _
62 -
ha
Obecné tedy definujeme nezdvi

jevy takto:

Definice. UvaZme libovolny pravdépodobnostni prostor
> . (2, A, P) avném k jevii Ay, ..., A Rek

" neme, Ze tyto jevy jsou stochasticky nezdvislé

= (vzhledem k pravdépodobnosti P), jestlize pro

hbovolne z nich vybrané jevy A;, ..., A;,, 1 <€ < k plati
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P(A; N Aj)=P(A;)-...- P(Ay).

Zjevné je kazdy podsystém stochasticky nezdvislych jevil
opét stochasticky nezdvisly. Ddle si pro dva stochasticky ne-
z4avislé jevy A, B spo¢téme

P(ANB)=P(A\B)=P(A)— P(ANB) =
= P(A)(1 — P(B)) = P(A)P(B°).
Odtud uz snadno dovodime, Ze zdménou jednoho nebo vice
stochasticky nezdvislych jevi za jejich opacné jevy obdrzime
opét stochasticky nezavislé jevy.

Casto je potfebna pravdépodobnost, Ze nastane alespoti

jeden ze stochasticky nezavislych jevi, tzn. hleddme P(A; U

--U Ay). MliZeme pak pouZit elementdrni vlastnosti mnoZi-
novych operaci, tzv. de Morganova pravidla,

(Uier A = Nicr A}
(NierAi) = Uie[ A}
a dostavame:
UAy) =1-P(ATN
=1—(1—-P(A)))...

(1 = P(Ag)).

1.20. Podminéna pravdépodobnost. Miru zavislosti dvou
jevi miZeme preformulovat s pfedstavou, Ze
zkoumdme jeden z nich za podminky, Ze druhy
nastal. U nezdvislych by podminka neméla mit
2 Zadny vliv. Napft. ,,jakd je pravdépodobnost, Ze

pri hodu dvémi kostkami padly dvé pétky, je-li soucet hod-
not deset?*“. Formalizovat takovy postup umime ndsledovné.

PODMINENA PRAVDEPODOBNOST L———§

I Definice. Nechf H je jev s nenulovou pravdépodobnosti v

jevovém poli A v pravdépodobnostnim prostoru (2, A, P).
Podminénd pravdépodobnost P(A|H) jevu A € A vzhle-
dem k hypotéze H je definovdna vztahem
P(ANH)

P(H)

P(AlH) =

Jak je vidét piimo z definice, hypotéza H a jev A jsou
skutec¢né nezavislé tehdy a jen tehdy, je-1i P(A) = P(A|H).
Piimo z definice také vyplyva tzv. ,,véta o ndsobeni pravdépo-
dobnosti*“. Mdme-li dva jevy A, A, spliujici P(A;NAy) >
0, potom

P(A1 N Az) = P(A2) P(A1]|Az) = P(A)P(Ay]Ay).

Vsechna tato ¢isla vyjadiuji pravdépodobnost toho, Ze nasta-
nou oba jevy A; i Aj, jenom jinymi zpGsoby. Napiiklad v
poslednim ptipad€ nejprve sledujeme, zda nastane prvni jev.
Potom za predpokladu, Ze ten prvni nastal, sledujeme zda na-
stane i ten druhy. Podobné, pro tfi jevy A, A;, Az splitujici
P(A; N Ay N Ajz) > 0, dostaneme

P(A1NAyN A3) = P(A))P(A2]A)P(A3|A1 N Aj).

pridélenu jednu stranu mince. Té strang, jejiZ strana mince padne, né-
lezi mandait, o ktery se pravé losovalo. Jakd je pravdépodobnost, Ze

kazda ze stran ziskd 100 mandati? (mince je ,,poctivd®)

ReSeni. VSech moznych vysledkl losovani (uvaZovanych jako dvou-
set¢lenné posloupnosti rubt a lict) je 2°°°. Pokud kazd4 strana zisk4
pravé sto mandatd, je ve vylosované posloupnosti prave sto lici a sto

rubti. Takovych posloupnosti je ( (takov4 posloupnost je jednozna-

100)
¢né urcend vybérem sto ¢lenti z dvou set moznych, na kterych budou

napf. lice). Celkem je hledand pravdépodobnost

(200) 200!
100/ __ 100!-100!
2200 T 9200 T =0, 056.

]
Nasledujici pfiklad je jednoduchym modelem, ktery odhaduje

pravdépodobnost imrti osoby pfi dopravni nehodé¢.

1.54. Roc¢né zahyne na silnicich v CR piiblizn& 1200 Eeskych ob&and.
Uréete pravdépodobnost, Ze nékdo z vybrané skupiny péti set Cechi
zemie v ndsledujicich deseti letech pfi dopravni nehodé€. Pfedpoklé-
dejte pro zjednoduSeni, Ze kaZdy obCan md v jednom roce stejnou
,Sanci* zemfit pfi dopravni nehodé a to 1200/10”.

ReSeni. Spocitejme nejprve pravdépodobnost, Ze jeden vybrany ¢lo-
vék v ndsledujicich deseti letech nezahyne pfi dopravm’ nehod€. Prav-
2. Pravdépodob-
)10, Prav-

dépodobnost, Ze v ndsledujicich deseti letech nezahyne nikdo z danych

dépodobnost, Ze nezahyne v jednom roce, je (1 — 105

nost, Ze nezahyne v nasledujicich deseti letech, je pak (I_W

peti set lidi, je opét podle pravidla soucinu (jedna se o nezavislé jevy)
(1— 105)5000 Pravdépodobnost jevu opacného, tedy toho, Ze nékdo z

vybranych péti set lidi zahyne, je tedy

12 5000
1_(1_ﬁ) =0,4512.

O

Poznamka. Model, ktery jsme pouZili v pfedchozim piikladu k po-
pisu zadané situace, je pouze pfiblizny. Problém spocivéd v podmince,
Ze kazdy obcan z vySetfovaného vzorku ma stejnou pravdépodobnost
toho, Ze v pribéhu roku zahyne, kterou jsme odhadli z poctu usmrce-
nych osob za rok. Pocet tragickych nehod se totiZ rok od roku méni a
i kdyby se neménil, tak se méni populace. Ukazme si jednu s nepfes-
nosti piikladu na jiném zpisobu feseni: zahyne-li 1200 osob za rok,
tak za deset let zahyne 12000. Pravdépodobnost toho, Ze konkrétni ¢lo-
vék zahyne v pribéhu deseti let tedy miZeme odhadnout i zlomkem
12000/107. Pravdépodobnost, Ze konkrétni osoba nezahyne v priib&hu

10 let je tedy ( ; 04) (to jsou prvni dva ¢leny binomického rozvoje
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(1 - %)10). Celkem dostdvame anolagicky jako v pfedchozim feSeni

odhad pravdépodobnosti

Vidime, Ze oba odhady jsou velmi blizké.

Yev s

Snaha pouZit matematickych znalosti k vyhfe v nejriznéjsich ha-

zardnich hréach je velmi stard. Podivejme se na jednoduchy piiklad.

1.55. Alesovi zbylo 2500 K¢ z pofddani tdbora. Ales neni Zadny fiou-
ma: 50 K¢ pridal z kasicky a rozhodl se jit hrdt ruletu na automaty.
Ales sdzi pouze na barvu. Pravdépodobnost vyhry pfi sdzce na barvu
je 18/37. Zac¢ina sazet na 10 K¢ a pokud prohraje, v dalsi sdzce vsadi
dvojnésobek toho, co v pfedchozi (pokud na to jesté ma, pokud ne, tak
koné{ s hrou — byt by mél jesté penize na néjakou mensi sdzku). Pokud
n¢jakou sdzku vyhraje, v nasledujici sdzce hraje opét o 10 K&. Jaka
je pravdépodobnost, Ze pfi tomto postupu vyhraje dalSich 2550 K&?
(jakmile bude 2550 K& v plusu, tak konci)

ReSeni. Nejprve spocitejme, kolikrat po sob& miize Ale§ prohrit. Za-

¢ind-li s 10 K¢, tak na n vsazeni potfebuje

n—1 2n_1
10420+ - -4+10-2""' = 10. 2] =10. =10-2"—1).
+204- -+ (; ) ( _1> (2"—1)

2

Jak snadno nahlédneme, ¢islo 2550 je tvaru 10(2" — 1) ato pron = 8.
Ales tedy miZe sazet osmkrat po sobé bez ohledu na vysledek sdzky,
na devét sazek by potieboval jiz 10(2° — 1) = 5110 K& a to v priibéhu
hry nikdy mit nebude (jakmile bude mit 5100 K¢, tak kon¢f{). Aby tedy
jeho hra skoncila nedspéchem, musel by prohrat osmkrat v fadé. Prav-
dépodobnost prohry pfi jedné sdzce je 19/37, pravdépodbnost prohry
v osmi po sobé nasledujicich (nezavislych) sazkéch je tedy (19/37)3.
Pravdépodobnost, Ze v téchto osmi hrach vyhraje 10 K¢ (pfi daném
postupu) je tedy 1 — (19/37)%. Na to, aby vyhral 2500 K&, potiebuje
255 krét vyhrat po desetikoruné. Tedy opét podle pravidla soucinu je
pravdépodobnost vyhry

197 8 2
(1 - (3—7) ) =0, 29.

Tedy pravdépodobnost vyhry je nizsi, nez kdyby vsadil rovnou vse na

jednu barvu. O

1.56. Samostatné si mizZete vyzkouset spocitat predchozi priklad za
predpokladu, Ze AleS sdzi stejnou metodou jako v pfedchozim pii-
kladé, konci vSak az v okamziku, kdy nemd Zadné penize (pokud nema
na vsazeni dvojndsobku castky prohrané v predchozi sdzce, ale ma

jesté néjaké penize, zacind sdzet znovu od 10 K¢).
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Slovy to lze opét popsat tak, Ze pravdépodobnost vyskytu
vsech ti jevi zaroven miiZeme spocitat tak, Ze se nejprve za-
byvame vyskytem pouze prvniho z nich, potom druhého za
predpokladu, Ze prvni uZ nastal a naposledy tietiho za pred-
pokladu, Ze oba predeslé jevy jiZ nastaly.

Maiéme-li obecny pocet k jevi Ay, ..., A; spliujicich
P(A;N---N Ay) > 0, pak véta 1ikd nasledujici:

P(AIN---NA) = P(A)P(Az]Ar)- - -P(Ar|A1N- - -NA_1).

Skutec¢né, dle pfedpokladu jsou i pravdépodobnosti vSech
pranikt, které jsou brany ve vyrazu za hypotézy, nenulové.
Pokracenim citatelG a jmenovatelti ziskame i napravo pravé
pravdépodobnost jevu odpovidajiciho priniku vSech uvazo-
vanych jevi.

1.21. Geometricka pravdépodobnost. V  praktickych
2 problémech se casto setkdvame s daleko
kone¢nou mnoZinou. Nemdme momentalné
2 k dispozici ani zdkladn{ nastroje pro dostatecné
zobecnéni pojmu pravdépodobnosti, nicméné mtizeme uvést
alespon jednoduchou ilustraci.

Uvazme rovinu R? dvojic redlnych &sel a v ni pod-
mnoZinu €2 se zndamym obsahem vol 2 (symbol ,,vol“ je
od anglického ,,volume®, tj. obsah/objem). Pfikladem mize
slouzit tfeba jednotkovy ¢tverec. Ndhodné jevy budou repre-
zentovany podmnoZinami A C 2 a za jevové pole A bereme
néjaky vhodny systém podmnoZin, u kterych umime urcit
jejich obsah. Nastoupeni nebo nenastoupeni jevu je ddno
vybérem bodu v €2, kterym se trefime nebo netrefime do
mnoZiny reprezentujici jev A.

Uvazme jako piiklad problém, kdy ndhodné vybereme
dvé hodnoty a < b v intervalu [0, 1] C R. VSechny hod-
noty a i b jsou stejné pravdépodobné a otdzka znf ,jakd je
pravdépodobnost, Ze interval (a, b) bude mit velikost ale-
spoii jedna polovina?“. Volba &isel a, b je volbou libovolného
bodu [a, b] ve vnitiku trojihelniku €2 s hrani¢nimi vrcholy
[0, 0], [0, 11, [1, 1] (viz obrazek).

\y r(oJ»ZS
b
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Ulohu si mizeme predstavit jako popis problému, kdy se
hodné unaveny ucastnik vecirku nad ranem pokousi dvéma
fezy rozdélit parek na tfi dily pro sebe a své dva kamarady.
Jaké je pravdépodobnost, Ze se na nékoho dostane aspoii
ptlka?

Odpovéd je docela jednoducha: Podobné jako u klasické
pravdépodobnosti definujeme pravdépodobnostni funkci P :
A — R vztahem

vol A
P(A) = —,
vol
kde A jsou podmnoZiny v roviné, které odpovidaji ndmi vy-

branym jevim.

Potfebujeme tedy znat plochu podmnoZiny, kterd odpo-
vidd bodim s b > a + %, tj. vnittku trojihelniku A ohra-
nic¢eného vrcholy [0, %], [0, 1], [%, 1]. Evidentné dostavame
P(A) = 5.

Zkuste si samostatné odpovédet na otdzku ,,pro jakou
poZadovanou minimdlni délku intervalu (a, b) dostaneme
pravdépodobnost jedna polovina?*.

1.22. Metody Monte Carlo. Jednou z ucinnych vypocet-
4 nich metod pfibliznych hodnot je naopak simulace
zndmé takovéto pravdépodobnosti pomoci relativni
¢ Getnosti nastoupeni vhodn& zvoleného jevu. Napf.
znamd formule pro obsah kruhu o daném poloméru
fikd, Ze obsah jednotkového kruhu je roven pravé konstanté

T =3,1415...,

kterd vyjadfuje pomér obsahu kruhu a druhé mocniny jeho
poloméru. (Tady si také pov§Simnéme vychodiska, které jsme
nedokdzali — pro¢ by mél byt obsah kruhu roven konstant-
nimu nasobku druhé mocniny poloméru? Matematicky to
budeme umét ukazat, azZ zvladneme tzv. integrovani. Expe-
rimentalné si to ale miiZeme ovérit nize uvedenym postupem
s riznymi velikostmi strany Ctverce.)

Pokud zvolime za €2 jednotkovy Ctverec a za A prinik €2
a jednotkového kruhu se sttedem v poc¢atku, pak vol A = irr.
Mame-li tedy spolehlivy generator ndhodnych ¢isel mezi nu-
lou a jednickou a pocitame relativni Cetnosti, jak Casto bude
vzdélenost bodu [a, b] (uréeného vygenerovanou dvojici a,
b) od pocitku mensi ne? jedna, tj. a> + b*> < 1, pak vysle-
dek bude pfi velkém poctu pokust s velikou jistotou dobie
aproximovat ¢islo }‘71.

Numerickym postupiim zaloZenym na tomto principu se
tikd metody Monte Carlo.

5. Geometrie v roviné

V poslednich odstavcich jsme intuitivné pouZivali ele-
' mentdrni pojmy z geometrie redlné roviny. Ted’
budeme podrobnéji zkoumat, jak se vyporada-

— £ vat s potiebou popisovat ,,polohu v roving*,
resp. davat do souvislosti polohy riznych bodt roviny.

1.57. Podminéna pravdépodobnost. Nyni si procviéme tzv.

»podminénou pravdépodobnost (viz (2?)).

1.58.

padne soucet 7, vime-li, Ze ani na jedné z kostek nepadlo ¢islo 2?

Jaka je pravdépodobnost toho, Ze pii hodu dvéma kostkami

Reseni. Ozna¢me jako B jev, Ze ani na jedné kostce nepadne dvojka,
jev ,,padne soucet 7“ ozna¢me jako A. MnoZinu vSech moZnych vy-

sledkil budeme znacit opét jako 2. Pak

PAB_P(AmB)_%_mmm
WO="pm ~ 2 " 8

Cislo 7 miiZe padnout &tyfmi réiznymi zpiisoby, pokud nepadne dvojka,
tedy |[ANB| =4, |Bl =5-5=25,tedy

P(A|B) = 4
25
Vsimnéme si, Ze P(A) = %, tedy jevy A a B jsou zdvislé. (]

1.59.

na seznam.cz. UZivatelské jméno ma stejné na obou serverech, hesla

Michal m4 dvé postovni schranky, jednu na gmail.com a jednu

riznd (ale nepamatuje si, které heslo ma na kterém serveru). Pri zada-
van{ hesla pfi pfistupu do schranky se splete s pravdépodobnosti 5% (tj.
jestliZze chce napsat zadat jemu zndmé slovo jako heslo, tak jej s prav-
dépodobnosti 95% skutecné spravné na kldvesnici zadd). Michal zadal
na serveru seznam.cz jméno a heslo a server mu ozndmil, Ze néco neni
vporddku. Jaké je pravdépodobnost, Ze chtél zadat spravné heslo, ale
pouze se ,,preklepnul® pfi zaddvani? (Predpokldddme, Ze uZivatelské

jméno zada vZdy bez chyby.)

ReSeni. Oznaéme A jev, Ze Michal fyzicky zadal na serveru seznam.cz

Spatné heslo. Tento jev je sjednocenim dvou disjunktnich jevii:

A : chtél zadat spravné heslo a prepsal se,
A, : chtél zadat Spatné heslo (to z gmail.com) a bud se piepsal

nebo ne.

Hledame tedy podminénou pravdépodobnost P(A;|A), ta je podle
vztahu pro podminénou pravdépodobnost rovna:
P(AinA)  P(A) P(A))

P(A]A) = P(A)  P(ALUA)  P(A)+ P(A)’

potfebujeme tedy urcit pravdépodobnosti P(A;) a P(A). Jev A
je konjunkei (prinikem) dvou nezavislych jevii: Michal chtél zadat
spravné heslo a Michal se pfi zad4dvani ptepsal. Dle zaddn{ je pravdépo-
dobnost prvniho z nich 1/2, druhého 1/20, celkem P(A;) = 5 - 55 =
4% (pravdépodobnosti ndsobime, protoZe se jednd o nezavislé jevy).
Ddle je ze zadani P(A;) = % Celkem P(A) = P(A)) + P(Ay) =
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1 1_ 21
ot3=7%2 mutzZeme vycislit:

)_P(Al)_% 1
T P(A) A 21

P(A|A

]

Geometricka pravdépodobnost.
Metodu geometrické pravdeépodobnosti miZzeme pouZzit v pﬁpadé,
Ze dany zdkladni prostor sestdvd z nekone¢né mnoha element
jevd, které dohromady vypliiuji néjakou oblast na pfimce, rovnme, pro—
.). Predpoklé-
ddme, Ze pravdépodobnost toho, Ze nastane elementédrni jev z urcité
) k veli-

storu (u které umime urcit jeji délku, obsah, objem, ..

podoblasti je rovna poméru jeji velikosti (délce, obsahu, ...

kosti celého zdkladniho prostoru.

1.60. Z Té&sina vyjizdi Vlaky co pﬁl hodinu (smérem na Bohumin) a
vlaky se mezi témito dvéma stanicemi pohybujl rovhomeérnou rychost1
72 km/h a jsou dlouhé 100 metrt, cesta trvd 30 minut, vlaky se mijeji
n¢kde na trase. Nevyspaly hazardér Jarek si vybere jeden z t€chto vlaki
a béhem cesty z TéSina do Bohumina ndhodné& vystréi hlavu z okna na
pét vtetin nad kolejisté pro protéjsi smér. Jaka je pravdépodobnost, Ze
mu bude uraZena? (Pfedpoklddame, Ze jiné neZ zmin&né vlaky na trati

nejezdi.)

ReSeni. Vzdjemnd rychlost protijedoucich vlaki je 40m /s, protije-
douci vlak mine Jardovo okno za dvé a pil sekundy. Prostor vSech
mozZnosti je tedy interval (0, 1800 s), prostor ,,pfiznivych* moZnosti je
potom interval délky 7, 5 s leZici nékde uvnitt predchozi tsecky. Prav-
dépodobnost urazeni hlavy je tedy 7, 5/1800 = 0, 004. ]

1.61.

nou veéern{ vyjizdi ndhodné autobus z Kolocavy do UZhorodu. Jednou

Jednou denné nékdy mezi osmou hodinou ranni a osmou hodin-

denné ve stejném casovém rozmez{ jezdi jiny autobus ndhodné opac-
nym smérem. Cesta tam trvd pét hodin, zpét téZ pét hodin. Jaka je

pravdépodobnost, Ze se autobusy potkaji, jezdi-li po stejné trase?

ReSeni. Prostor viech moZnych jevi je Gtverec 12 x 12, Ozna&ime-li
doby odjezdu obou autobusi x, resp. y, pak se tyto na trase potkaji
pravé kdyZ |x — y| < 5. Tato nerovnost vymezuje v daném ctverci
oblast ,,pfiznivych jevli*“. Obsah zbylé ¢asti spoc¢itdme piimo jednodu-
Seji, nebof je sjednocenim dvou pravouhlych rovnoramennych trojihel-
nikd o odvésnach délky 7, tedy je roven 49, obsah ¢asti odpovidajici
,»priznivym jevim* je tedy 144 — 49 = 95, celkem je hledand pravdé-

podobnost p = 1%;54 =0, 66.
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Nistrojem k tomu budou opét zobrazeni, tentokrat to ale
budou velice specidlni pravidla pfifazujici dvojicim hodnot
(x, ) dvojice (w, z) = F(x, y). Zarovei pijde o predzvest
uvah z oblasti matematiky, které se tika linedrni algebra a
kterou se budeme podrobné zabyvat v dalSich tfech kapito-
lach.

1.23. Vektorovy prostor R2. Podivejme se na ,;rovinu* ja-
ko#to na mnoZinu dvojic redlnych &isel (x,y) € RZ2 Bu-
deme jim fikat vektory v R?. Pro takové vektory umime de-
finovat s¢itdni ,,po slozkdch®, tj. pro vektory u = (x,y) a
v = (¥, ¥) klademe

u+v=x+x,y+y).

Protoze pro jednotlivé sloZky plati vSechny vlastnosti komu-
tativni grupy, evidentné budou tyto vlastnosti platit i pro nase
nové s¢itani vektorti. Zejména tedy mame tzv. nulovy vektor
0 = (0, 0), jehoz ptictenim k jakémukoliv vektoru v dosta-
neme opét vektor v. Zdmeérné ted pouZivame tentyZz symbol 0
pro vektor i jeho skaldrni sloZky — z kontextu je vZdy jasné,
jakou ,,nulu“ mdme kdy na mysli.

Daéle definujeme nédsobeni vektorii a skalari tak, Ze pro
a € Rav = (x,y) € R* klademe

a-v=(ax,ay).

Zpravidla budeme znak - vynechavat a pouhé zietézeni znakd
a v bude oznacovat skaldrni nasobek vektoru. Pfimo se ovéfi
dalsi vlastnosti pro nasobeni skaléry a, b a s¢itani vektorti u,
v, napf.

a(u+v) =au+av, (a+b)u =au+bu, albu) = (ab)u,

kde opét pouZivame stejny znak plus pro séitani vektort i
skalard.

Tyto operace si miZzeme dobie predstavit, jestliZe uvazu-
jeme vektory v jako Sipky zacinajici v pocdtku
_ 0 =10, 0] a konCici v bodé€ [x, y] v roving.
Takové Sipky pak mtizeme prikladat jednu
< ’ za druhou a to presné odpovida s¢itani vektort.
Nésoben{ skaldrem a pak odpovidd nataZeni dané Sipky na
a—nasobek.
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Nyni miZeme udélat podstatny krok: jestliZe si zapama-
0 tujeme dva vyznamné vektory e = (1,0) a ey =
(0, 1), pak kazdy jiny vektor dostaneme jako

u=(xy =xe + yes.

Vyrazu napravo tfikdme linedrni kombinace vektorii ey a e;.
Dvojici vektorti e = (e, ep) fikdme bdze vektorového pro-
storu R2.

Jestlize si ale vybereme jiné dva vektory u, v, které
nejsou jeden nasobek druhého, tj. jinou bazi v R?, budeme
moci udélat totéZ. Linedrni kombinace w = x u + y v ndm
pro vSechny rzné dvojice (x, y) dd pravé vSechny vektory
w v roviné.

Nakonec miiZeme nahliZet vektory jako naSe Sipky v abs-

' traktni poloze, tj. zapomeneme na ztotoZnéni
bodi v roviné s dvojicemi ¢isel. Jenom budou
nase Sipky vSechny ,,upoutdny* v bodé 0, ktery
je zdroven nulovym vektorem. Zlstanou ndm
operace s¢itdni a ndsobeni skaldry a teprve volbou bédze e,
e, ztotoZznime nasi rovinu Sipek s R2.

1.24. Afinnirovina. KdyZ si pevné vyvolime néjaky vektor
u € R?, miZeme jej piicitat (tj. coby Sipku piikladat) k libo-
volnému bodu P = [x, y]. Mdme tak tedy s pevnym vekto-
rem definované posunuti, které kazdy bod roviny P zobrazi

na P+ u.

0 X Vge K

1.62. Dvoumetrovd ty¢ je ndhodné rozdélena na tfi dily. Urcete prav-

dépodobnost, Ze alespori jeden dil bude nejvyse 20 cm dlouhy.

ReSeni. Ndhodné rozdéleni tyCe na tii dily je ddno dvéma body fezu,
Cisly x a y (nejprve ty€ roziizneme ve vzdélenosti x od po¢atku, nehy-
beme s nf a déle ji roziizneme ve vzddlenosti y od pocatku). Pravdépo-
dobnostni prostor je tedy ¢tverec C o strané 2 m. Umistime-li ¢tverec
C tak, aby dvé jeho strany leZely na kartézskych osidch v roving, tak
podminka, Ze alespoi jeden dil ma byt nejvyse 20 cm dlouhy, ndm

vymezuje ve ¢tverci ndsledujici oblast O:

0 ={(xyeCl(x=20)V(x=180) Vv (y =20) Vv (y = 180)
Vv (Ix = y) = 20}.

Jak snadno nahlédneme, zaujima takto vymezend oblast - 00 00 obsahu

Ctverce.
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E. Geometrie v roviné

1.63. Napiste obecnou rovnici pfimky p
teR

x=2—-t,y=1+43t

ReSeni. Vektor (—1, 3) je sm&rovym vektorem piimky p. Proto vek-
tor (3, 1) je jejim normédlovym vektorem a obecnd rovnice piimky p

ma tvar

3x+y+c=0
pro jisté ¢ € R. Tuto konstantu ¢ ur¢ime dosazenim x = 2,y = 1
(ptimka p prochdzi bodem [2, 1] danym volbou ¢ = 0). Ziskdvdme
tak c = —7 a ndsledné vysledek 3x +y — 7 = 0. ]

1.64. Je dana primka
p: [2,014+13,2), teR.
Urcete jeji obecnou rovnici a naleznéte priinik s pifimkou

qg: [-1,2]1+s(1,3), s eR.

ReSeni. Soufadnice bodii na pfimce jsou ddny dle daného parametric-
kého zadan{ jako x = 2 + 3r a y = 0 + 2¢. Vyloucenim parametru ¢

ze soustavy téchto dvou rovnic dostdvdme obecnou rovnici piimky p:
2x —3y —4=0.

Prinik s pfimkou g ziskdme dosazenim parametrického vyjadieni

bodl pfimky ¢, tedy x = —1 4+ s ay = 2 + 35, do obecné rovnice

primky p:
2(=1+s5) —-32+4+3s)—4=0,
odkud s = —12/7 a dosazenim do parametrického vyjadieni pfimky
q dostavame soufadnice priseciku P:
19 22
P=[-—,——1
7 7

1.65. Stanovte prisecik piimek

p:x+y—4=0, g:x=—-142t,y=2+1 teR.

ReSeni. Nejdiive poznamenejme, e smérovym vektorem pfimky p
jeu, = (1, —1) (libovolny nenulovy vektor kolmy k vektoru (1, 1)
z obecné rovnice pifimky) a smérovym vektorem piimky g je u, =
(2, 1). To, ze vektor u, neni ndsobkem vektoru u,, pak zarucuje, Ze se
primky protinaji (pfimky nejsou rovnobézné). Bod [x, y] je hledanym
prasecikem, pravé kdyz jeho soutfadnice vyhovuji rovnici pifimky p

2 X7

a soucasné existuje redlné cislo ¢, pro které
x=—142t, y=2+41t

Dosadime-li odsud do obecné rovnice p, obdrZzime
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Zkusme ted dpln€ zapomenout na souradnice a vnimat
= celou rovinu jako mnoZinu, na které funguji nase
\@i posunuti. Takovou mnoZinu A = R? si miizeme
Qﬁ“‘; predstavit z pohledu pozorovatele, ktery sedi
&= v nekterém pevné zvoleném misté (mdiZeme mu
fikat tieba bod O = [xg, yo] € R?). Pfedpoklddejme, Ze
ji vnima jako nekonecnou desku bez jakychkoliv zvolenych
méfitek a popisli a jenom vi, co to znamend posunout se o
libovolny nasobek né&jakého vektoru u € R?. Takové roviné
budeme fikat ,,afinn{ rovina“.

Aby mohl vidét kolem sebe ,,dvojice redlnych cisel”,
musf si vybrat néjaky bod E;, kterému fekne ,,bod [1, 0] a
jiny bod E,, kterému zacne fikat ,,bod [0, 1]“. Jinymi slovy,
zvoli si bdzi e; = (1, 0), e; = (0, 1) mezi vektory posunuti.
Do vsech ostatnich se pak dostane tak, Ze poskoci ,.a—krat ve
sméru e; ““ a pak ,,b—krdt ve sméru e, “ a takovému bodu bude
fikat ,,bod [a, b]“. Pokud to bude délat obvyklym zplisobem,
nebude vysledek zdviset na poradi, tzn. miZe také napted jit
b—krat ve sméru e, a pak teprve ve sméru e;.

To, co jsme popsali, se nazyva volba (afinniho) sourad-
ného systému v roviné, bod O je jeho pocdtkem, a obecné
kaZzdy bod P roviny je ztotoZnén s dvojici Cisel [a, b], kterou
také budeme psat jako posunuti P — O.

Budeme déle pracovat v pevné zvolenych soufadnicich,
tj. s dvojicemi redlnych cisel, ale pro lepsi orientaci budeme
vektory zapisovat s kulatymi zdvorkami misto hranatych u
soufadnic bodi v afinni roving.




KAPITOLA 1. ROZCVICKA

-1+20+2+0nH—-4=0.

Této rovnici vyhovuje pravé ¢ = 1, coz dava priisecik se souradnicemi
x=1,y=3. O

1.66. Najdéte obecnou rovnici piimky p, jeZ prochazi bodem [2, 3]
a je rovnobéznd s pfimkou x — 3y 4+ 2 = 0, a parametrickou rovnici
pfimky g prochézejici body [1, 3] a [-2, 1].

Reseni. Kazdd piimka rovnobé&zna s piimkou x —3y+2 = 0 je zadéna
rovnici

x=3y4+c=0

pro néjaké ¢ € R. Pfimka p prochdzi bodem [2, 3]. Musi tedy platit
2—-3.34¢=0, t. c=T.
Pro piimku ¢ 1ze ihned uvést jeji parametrické vyjadieni
1.25. PiimKy v roviné. KdyZ se na§ pozorovatel umi posou- qg:[1,3]+:(1—-(=2),3—-1D)=[1,31+13,2), t e R.
.41 vat o libovolny ndsobek pevného vektoru, pak také vi,
'[P coO je to primka.
> Jetopodmnozina p C A vroving takov4, Ze exis-
tuji bod O a nenulovy vektor v takové, Ze

1.67. Zjistéte, zda nékteré z piimek
p1:2x+3y—4=0, pr:x—y+3=0, p3:—2x+2y=-6,
p={PeA; P-0=t-v,teR}. p4:—x—%y+2:0, ps:x=2+t y=-2—t teR

(ne)jsou totoZné.

PopiSme si P = P(f) € p ve zvolenych soufadnicich s -
volbou v = (, B): Reseni. Je vidét, ze

—2-(—x—3y+2)=2x+3y—4.

x(H)=xo+a-t, )=y +B-t Obecné rovnice p; a p4 tudiz zadavaji stejnou piimku. Norméalovy vek-

tor pfimky p je (2, 3), pro piimku p; je (1, —1), pro p3 je (=2,2)

ProtoZe vektor v = (o, ) je nenulovy, musi byt aspoti jedno & PT® Ps je (1, 1) (kolmy vektor k vektoru (1, —1)). Pifmky p; a ps

z &isel a, B riizné od nuly. KdyZ pro uréitost pfedpokldddme,  jsou rovnob€zné (normalovy vektor jedné je nasobkem normélového

Ze teba o # 0, pak vylou¢ime ¢ z parametrického vyjadieni  vektoru druhé). Dalsi dvojice rovnob&Znych pifmek neexistuji. Nebof

pro x a y a jednoduchym vypoctem dostaneme soustava

x—y+3=0, —-2x4+2y+6=0

—px +ay = —pxo + ayo. o SR v o
zjevné nema feSeni, pfimky p; a p4 tvoii jedinou dvojici totoZnych

piimek. ]
To je obecnd rovnice pfimky

1.68. Urcete pfimku p, kterd je kolmd k piimce g : 6x —7y+13 =0
(1.13) ax +by = ¢ a kterd proch4zi bodem [—6, 7].

ReSeni. ProtoZe normélovy vektor piimky ¢ je smérovy vektor pifm-
se zndmym vztahem dvojice ¢isel (a, b) = (—f, «) a sméro- Ky p, miZeme bezprostfedné napsat vysledek
vého vektoru piimky v = («, B) p:x=—-6+6t y=T7-Tt, t eR.

(1.14) aa + b = 0. O
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1.69. Udejte piiklad ¢isel a, b € R, pro néz je vektor u norméalovym
vektorem piimky AB, je-li A = [1, 2], B = [2b, b], u = (a — b, 3).
ReSeni. Smérovym vektorem piimky AB je (2b — 1, b — 2) (tento
vektor je vZdy nenulovy), a proto jejim normélovym vektorem je (2 —
b,2b — 1). PoloZime-li
2—b=a-b, 2b—-1=3,

dostavime a = b = 2. O

1.70. Urcete vzdjemnou polohu piimek p, g v roving, jestlize je p :
2x —y—5=0,qg : x +2y — 5 = 0. Pokud se jedna o riznobézky,
naleznéte soufadnice jejich priseciku.
ReSeni. Z obecnych rovnic piimek p, g zndme jejich normalové vek-
tory (2, —1), (1, 2). Pfimky jsou rovnobé&Zné pravé tehdy, je-li norma-
lovy vektor jedné ndsobkem normélového vektoru druhé, coZ ziejmé
pro pfimky p, g splnéno neni. Jde tedy o riznobézky. Priisecik nalez-
neme vyfeSenim soustavy
2x—y—-5=0, x+4+2y-5=0.

KdyZ z prvni rovnice vyjaddfime y = 2x — 5 a dosadime za y do druhé,
ziskame

x+22x -5 -5=0, t. x=3.
Poté snadno ur¢ime y = 2 - 3 — 5 = 1. Pfimky se tak protinaji v bo-
de [3, 1]. ]

1.71. UvaZujme rovinu R? se standardni soustavou sourad
pocétku [0, 0] je vysladn laserovy paprsek ve sméru (3, 1). Dopadne

na zrcadlovou piimku p danou parametricky jako
p:43]+1(=2,1

a poté se odrazi (thel dopadu je shodny s thlem odrazu). V jakém bodé

dopadne odraZeny paprsek na piimku g, danou parametricky jako

g : [7,—10]+ t(—1,6)?
1.25

ReSeni. Smér paprsku svird s piimkou p thel 45°, odraZeny paprsek
tedy bude kolmy na dopadajici, jeho smérovy vektor bude (1, —3) (Po-
zor na orientaci! Dany smérovy vektor mizeme téz ziskat napiiklad
zrcadlenim (osovou symetrif) podle kolmého vektoru k pfimce p.) Pa-

prsek dopadne v bod¢ [6, 2], odraZeny paprsek tedy bude mit rovnici
[6,2] +1(1,-3), ¢t > 0.

Prinik pfimky dané odraZenym paprskem s piimkou ¢ je bod [4, 8],
=2).
OdraZeny paprsek tedy pfimku g neprotne. (Il

coZ je mimo polopiimku, ktera je dand odrazenym paprskem (1 =
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Vyraz nalevo v rovnici piimky (I'T3) mGzeme vidét jako
skalarni funkci F zdvislou na bodech v roviné
a s hodnotami v R, samu rovnici pak jako poZa-
, davek na jeji hodnotu. Casem uvidime, Ze vek-
___tor (a, b) je v tomto piipad& pravé smérem, ve
kterem F nejrychleji roste. Proto bude smér kolmy na (a, b)
praveé tim smérem, ve kterém zlstdvd naSe funkce F kon-
stantni. Konstanta ¢ pak urcuje, kterou ze vSech rovnob¢z-
nych pfimek rovnice urcuje.
M¢jme nyni dvé primky p a g a ptejme se po jejich pri-
niku p N ¢g. Ten bude popsan jako bod, splitujici obé rovnice
pfimek soucasné. PiSme je takto

ax +by =r
(1.15)

cx +dy=s.
Opét miZeme levou stranu vnimat jako pfifazeni, které kazdé
dvojici souradnic [x, y] bodt P v roviné¢ prifadi vektor hod-
not dvou skaldrnich funkei /) a F, danych levymi stranami
jednotlivych rovnic (ICT3). MiZeme tedy naSe rovnice napsat
jako jediny vztah F (v) = w, kde F je prifazent, které vektor
v popisujici polohu obecného bodu v roviné (v nasSich sou-
fadnicich) zobrazi na vektor zadany levou stranou rovnic, a
pozadujeme, aby se toto zobrazeni strefilo do predem zadané
hodnoty w = (r, s).

1.26. Linearni zobrazeni a matice. Pfifazeni F, se kte-

= vlastnost respektuji operace scitdni a ndso-
beni s vektory a skaldry, tj. respektuji linedrni kombinace:

Fa-v+b-w)y=a-Fw)+b-F(w)
pro vSechny a, b € R, v, w € R2. Rikdme, 7e F je linedrni
zobrazeni z R? do R?, a piSeme F : R? — R2. Slovy Ize
podminku také vyjadrit tak, Ze linedrni kombinace vektort
se zobrazuje na tutéZ linedrni kombinaci jejich obrazd, tj. li-
nedrni zobrazeni jsou ta zobrazeni, kterd zachovavaji linedrni
kombinace.
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Se stejnym chovdnim jsme se setkali i v rovnici (I'13)
pro piimku, kde $lo o linedrni zobrazeni F : R> — R a
jeho predepsanou hodnotu c. To je také diivodem, pro¢ jsou
hodnoty zobrazeni z = F(x, y) na obrazku vyobrazeny jako
rovina v R3.

Stru¢né budeme zapisovat takova zobrazeni pomoci
tzv. matic a jejich ndsobeni. Matici rozumime obdélnikové
schéma skalard, napr.

A=(a b) nebo v=<x),
c d y

hovoiime o (Ctvercové) matici A a (sloupcovém) vektoru v.
Jejich ndsobeni definujeme takto:

_(a b x\ _ [(ax +by
e ) (0)-65)

Podobné, miiZeme misto vektoru v zprava ndsobit jinou ma-
tici B stejného rozméru jako je A. Prosté aplikujeme pred-
chozi formule po jednotlivych sloupcich matice B a obr-
drZime jako vysledek opét Ctvercovou matici.
Neumime ndsobit vektor v zprava matici A protoZe ndm
. nevychazi pocty skalarti na fadcich v s poCty ska-
lart ve sloupcich A. Umime vSak napsat vektor
2\ w do fadku skaldra (tzv. transponovany vektor)
—~+¢ w! = (ab) aten zprava nasimi maticemi A nebo
vektory v jiZ ndsobit umime.
Snadno ovéfime tzv. asociativitu ndsobeni (propocitejte
pro obecné matice A, B a vektor v detailn¢):

(A-B)-v=A-(B-v).
Misto vektoru v miZeme samoziejmé psét i libovolnou ma-

tici C spravného rozméru. Stejné snadno je vidét i distributi-
vita

A-B+C=A-B+A-C,
neplati vSak komutativita a existuji ,,d€litelé nuly*. Napft.

CO6D-6 - IEH-CD

Zejména vidime, Ze nasobeni vektorti pevnou matici za-
dava linerdni zobrazeni, a naopak, pomoci hodnot linedr-
niho zobrazeni F na dvou pevnych vektorech bize uZz do-
staneme celé piislusné zobrazeni. Body v roviné jsou tedy
obecné vzory hodnot linedrnich zobrazeni F roviny do ro-
viny, pfimky jsou obecné vzory hodnot linedrnich zobrazeni
z roviny do redlné pfimky R. S maticemi a vektory umime
rovnice pro piimky a body psét

W v =(a b).@):c
e ()

Samoziejmé, ve zvldstnich situacich tomu tak byt ne-
musi. Tak tfeba prinikem dvou stejnych piimek je op€t sama
pfimka (a vzorem vhodné hodnoty pro takové linedrni zob-
razeni bude celd pfimka), nulové zobrazeni mé za vzor nuly

Poznamka.Odraz paprsku v tfirozmérném prostoru je studovan v pri-
kladu B4

1.72. Z bodu [—2, 0] vyrazila v pravé poledne konstantni rychlost{

! ve sméru (3, 2) tsecka délky 1. RovnéZ v poledne vyrazila z

1 ms™
bodu [5, —2] druh4 tsecka délky 1 ve sméru (—1, 1), ov§em dvojna-
sobnou rychlosti. Sraz{ se?

ReSeni. Pfimky, po kterych se pohybuiji dané isecky, miizeme popsat

parametrickym vyjadienim:
p : [—2,0]14+7r@3,2),
qg : 5 —2]+s(—1,1).
Obecnd rovnice primky p je
2x =3y +4=0.

Dosazenim parametrického vyjadieni piimky ¢ ziskdme prisecik P =
[1,2].

Nyni se snaZme zvolit jediny parametr ¢ pro obé usecky tak,
aby ndm odpovidajici bod na pifimkéach p, resp. g, popisoval polohu
pocatku prvni, resp. druhé, tsecky v Case ¢. V Case 0 je prvni dsecka
v bod€ [—2, 0], druhd v bodé [5, —2]. Za ¢as ¢ sekund urazi prvni
usecka t jednotek délky ve sméru (3, 2) druhd pak 2¢ jednotek délky

ve sméru (—1, 1). Odpovidajici parametrizace jsou tedy

t
©[=2,0] + —(3, 2),
p [ H\/ﬁ( )

g : [5, =214 tV2(—1,1).

Pocatek prvni tsecky dorazi do bodu [1, 2] v ¢ase t; = +/13 s, pocétek
druhé tsedky v Case 1 = 24/2 s, tedy vice neZ o piil vtefiny diive.
Tedy v dobé, kdy dorazi do priseciku P pocatek prvni dsecky, bude

jiZ konec druhé dseCky pry¢ a tsecky se tak nesrazi. ([

1.73. Rovinny fotbalista vystieli mi¢ z bodu F = [1, 0] ve sméru
(3,4) na branu (dsecku) ohrani¢enou body A = [23,36] a B =
[26, 30]. Sméfuje mi¢ do brany?

ReSeni. Vzhledem k tomu, Ze se situace odehrava v prvnim kvadrantu,
staCi uvazovat smérnice vektort F#A, 3,4), FB. Tvori-li (v tomto
potadi) bud’rostouci nebo klesajici posloupnost, mi¢ sméfuje na branu.
Tato posloupnost je 36/22, 4/3, 30/25, coz je klesajici posloupnost,

mic tedy sméfuje do brany. (]

1.74. Upravte (A — B)T - 2C - u, pticemz

(Y () -G ) -0

Reseni. Dosazenim
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(-2 5 r_ (-2 -1 (4 —4
A_B_(—l 1)’ (A—B) —<5 1)’ 2C_<8 10>
a nasobenim matic dostavame

-2 -1 4 —4 3 —52
(A_B)T'ZC'”:(S 1)'(8 10)'(2):(64>'
O

1.75. Uvedte piiklad matic A a B, pro néz
(@ (A+B)-(A—-B)#A-A—-B-B;
(b)) A+B)-(A+B)#A-A+2A-B+B-B.

ReSeni. Pfipomeiime, Ze uvazujeme dvojrozmérné (¢tvercové) mati-
ce A a B. Pro libovolné matice A a B ovSem plat{
(A+B)-(A—B)=A-A—A-B+B-A—B-B.
Identitu
(A+B)-(A—-B)=A-A—-B-B
tak dostaneme, pravé kdyZ je —A - B 4+ B - A nulovou matici, tj. pravé
kdyz matice A a B komutuji. Pfikladem hledanych matic jsou tedy
pravé ty dvojice matic, které nekomutuji (matice soucinu se pfi zdméné
pofadi ndsobenych matic zméni). MiiZeme napf. zvolit
=3 o=G )
nebof pfi této volbé je
A.B— (280 153)’ B.A— (153 280).
Analogicky pro kazdou dvojici matic A, B plati
(A+B)-(A+B)=A-A+A-B+B-A+B-B.
To znamena, Ze
(A+B)-(A+B) =
je splnéno tehdy a jenom tehdy, kdyZ A-B = B-A. Ve druhém piipadé

1.25b

A-A+A-B+A-B+B-B

jsou tak hledané dvojice matic A, B zcela totoZné s piipadem prvnim.
O

1.76. Rozhodnéte, zda jsou zobrazeni F, G : R> — R? zadan4 pfifa-

F (;C,) = <_7;x_+35yy)’ %y €R,
G:(;i) = (iitgi;g) x,y€eR
ReSeni. Pro libovolny vektor (x, y)” € R? mizeme vyjadfit
()= (% 5)-C) ()
2 2 x) n (—4

4 —9) \y 3

zenimi

linearni.
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celou rovinu. V prvém piipadé€ to pozndme tak, Ze jsou na-
levo v rovnicich (I”13) stejné vyrazy az na skalarni nasobek
(nebo jinak feceno, fadky matice A jsou stejné aZ na skaldrni
nasobek). V takovém pripad€ bud nebude v priniku prislus-
nych pifimek Zadny bod (rovnobézné rtizné piimky) nebo tam
budou vSechny body piimky (stejné primky). Tuto podminku
muze vyjadrit tak, Ze poméry a/c a b/d musi byt stejné, ne-
boli

(1.16) ad — bc = 0.

Vsimnéme si, Ze toto vyjddieni uz zahrnuje i pripady, kdy ¢
nebo d je nulové.

1.27. Determinant matice. Vyrazu nalevo v (I’I8) fikdme
determinant matice A a piSeme pro néj

a b
d

Nasi diskusi ted mtizeme vyjadrit takto:

det A = =ad — bc.

Tvrzeni. Determinant je skaldrni funkce det A definovand na
vSech maticich A a rovnice A-v = u je jednoznacné reSitelnd,
praveé kdy? je det A # 0.

Zkuste promyslet, Ze pro tuto tivahu bylo podstatné, Ze
&\ pracujeme s polem skalard. Napiiklad nad ce-
@y, lymi Cisly obecné neplati. KdyZ prosté spoteme
¥/, esenirovnic s celo¢iselnymi koeficienty (tj. ma-
/ tice A ma pouze celoCiselné vstupy), tak toto
feSeni celociselné byt nemusi.

1.28. Afinni zobrazeni. Podivame se, jak maticovd symbo-

7 . lika umoZiluje pracovat s jednoduchymi zobra-

" zenimi v afinni roving. Vid&li jsme, Ze ndsobe-

— nim matici je dano linerdni zobrazeni. Posunuti

v afinnf roviné R? o pevny vektor t = (r, s) € R?> umime v
maticové formé také snadno zapsat:

() rer=()-0)- ()

JestliZze k vysledku linedrniho zobrazeni jest€ dovolime
pricist pevny vektor ¢+ = (r, s), pak nase zobrazeni bude mit

tvar
b <x> s A b4t (ax—i—by—i—r).
y cx+dy+s

Takto jsou popsdna pravé vSechna tzv. afinni zobrazeni roviny
do sebe.

Takova zobrazeni ndm umoZni piepocitdvani soufadnic
« vzniklych rliznymi volbami pocitki a bdzi
S » smérd pro posunuti. Co se stane, kdyZ nds
pozorovatel z odstavce bude tutéZ rovinu
shliZet z jiného bodu nebo si aspoii vybere jiné
body E 1, E»? Zkuste si promyslet, Ze na trovni soufadnic
to skutecné bude pravé zména realizovand pomoci afinniho
zobrazeni. Casem budeme vidét obecné diivody, pro¢ tomu
tak je ve vSech dimenzich.
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1.29. Euklidovskd rovina. Pfidejme nyni schopnost
naseho pozorovatele vidét vzdalenosti. Napf. mtze véfit
obvyklému vzorci pro velikost vektoru v = (a, b)

vl = va* + b?

v jim zvolenych afinnich soufadnicich. OkamZit¢ pak
muiZeme definovat pojmy jako jsou thel a otoceni v rovin€.
Jednoduse si to miiZeme predstavit takto: nas clovek se
7%, rozhodne o néjakych bodech E; a E, Ze jsou
od néj ve vzdalenosti jedna, a zarover si fekne,
- Zejsou na sebe kolmé. Vzddlenosti ve smérech
souradnych os pak jsou ddny piislusnym pomérem, obecné
pouZziva Euklidovu (nebo Pythagorovu) vétu. Odtud vyjde
pravé vyse uvedeny vzorec.

b

> /I
o 1 "

= 10-Q1 = {Z %

Nas pozorovatel roviny mtiZze samoziejmé postupovat i ji-
nak. MiiZe pouZit néjaky standard pro skutecné méfeni vzda-
lenosti bodi P a Q v roviné a fici, Ze to je pravé velikost
vektoru Q — P, ktery potiebujeme na posunuti z P do Q.
Pak si vybere néjaky z vektort, které skutecné maji velikost
1 a tfeba pomoci trojihelniku o stranich s velikostmi 3,4 a 5
zkonstruuje kolmy vektor o velikosti jedna a ddle pokracuje
jako vyse.

o)

Odtud vyplyva, Ze obé zobrazeni jsou afinni. Pfipomenme, Ze afinni

zobrazeni je linedrni, pravé kdyZz se nulovy vektor zobrazi sdm na sebe.

- (©)-(). ()=,

zobrazeni F je linedrni, zobrazeni G nikoli. U

1.77. Bud déan pravidelny Sestitthelnik ABCDEF (vrcholy jsou
oznaceny poradé v kladném smyslu) se stfedem v bodé S = [1, 0]
a vrcholem A = [0, 2]. Urcete souradnice vrcholu C.

ReSeni. Soutadnice vrcholu C ziskdme oto¢enim bodu A okolo stiedu
S Sestithelnika o 120° v kladném smyslu:

_ {cos(120°) —sin(120°)
¢ = (sin(120°) cos(120°) ) (A=5+S5

_1 _ 3 —1 3 \/§
= (ig 2)(2>+[1,0]=[§—«/§,—1—7].
O

1.78.
cely v prvnim kvadrantu. Urcete soufadnice jeho tfettho vrcholu.

Bud'dén rovnostranny trojihelnik s vrcholy [1, 0] a [0, 1] leZici

ReSeni. Treti soufadnice je [ + {, 5+ ﬁ] (ota¢ime bod [1, 0] 0 60°

kolem bodu [0, 1] v kladném smyslu). O
1.79. Urcete soufadnice vrchold trojihelnika, ktery vznikne otoce-
nim rovnostranného trojihelnika, jehoZ dva vrcholy jsou A = [1, 1]
a B = [2,3] (tfeti pak v poloroviné dané pifimkou AB a bodem
S = [0, 0]) 0 60° v kladném smyslu kolem bodu S.
ReSeni. Treti vrchol trojihelnika dostaneme napf. oto&enim o 60°
jednoho z vrcholti kolem druhého (ve sprz’wném smyslu). Hledané
body maji pak soufadnice [—%«/5, V3 -4k - —«/_, 2«/_ + 2]
[1-3v3.V3+11 O
1.80. Urcete tihel, ktery sviraji vektory

(@ u=(=3,-2),v=(-23);

b) u=(2,6),v=(-3,-9).
ReSeni. Hledany thel ¢ vypo&itime ze vzorce (I38). Viimnéme si,
Ze vektor (—3, —2) mlZeme ziskat tak, Ze zaménime poradi soutad-
nic ve vektoru (—2, 3) a jednu z nich vyndsobime cislem —1. To je
ovSem uprava, kterd se provadi, kdyZ chceme ze smérového vektoru
piimky ziskat normdlovy (nebo naopak). Vektory ve varianté (a) jsou
tedy kolmé, tj. ¢ = m/2. Nebof —3 - (2,6) = 2 - (=3,

varianté (b) vektor u ndsobkem vektoru v. Pokud jeden vektor pfejde

-9), je ve

na druhy tak, Ze ho vyndsobime kladnym &islem, sviraji tyto vektory
evidentné nulovy dhel. V naSem piikladu je tfeba ndsobit zdpornym

Cislem, cozZ bezprostfedné ddvd ¢ = 7. ([
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1.81. Urcete thel (odchylku) ¢, ktery sviraji thlopficky A3;A; a
AsAjp pravidelného dvandctidhelnika AgA 1A, ... Ajy.

ReSeni. Odchylka nezavisi na velikosti daného dvandctidhéindée ]
Volme dvanéctithelnik vepsany do kruZnice o poloméru 1. Jako v
pfedchozim piikladé€ uréime soufadnice jeho vrcholti a podle vzorce

tedy ¢ = 75°.
) 5 \/7 yo =
Jiné feSeni. Ulohu Ize fesit Cist€ metodami syntetické geometrie: ozna-

snadno dopocitame, Ze cos(p) =

¢ime S stfed dvandctithelnika a 7" prisecik thlopticek A3 A7 a AsAjp.
Nyni |L A7As5A 19| = 45° (obvodovy thel prislusny stfedovému thlu
A7S8Aq, ktery je pravy), dile |L AsA7A3| = 30° (obvodovy uhel
prislusny stredovému tihlu A5SA3;, jehoZz velikost je 60°). Velikost thlu
AsT A7 je pak dopitkem vyse zminénych thlt do 180°, tedy je rovna
105°. Hledand odchylka je pak 180° — 105° = 75°. O

1.82. Spoctéte délky stran trojihelniku s vrcholy A = [2,2], B =
[3,0], C =[4,3].
ReSeni. Uzitim zndmého vzorce pro velikost vektoru

lull = Jul+u3, u=(u,uy) € R?

obdrzime vysledky
|AB| =|A - B||=v(2—3)>+ 2 - 07 =5,
IBC| = [|B — C|| = V(3 —4) + (0 — 3)2 = V10,
IAC| = ||A = Cll =V 2 - 42+ (2-3)2 = 5.

1.83. Najdéte matice A takové, Ze

Azﬁ l.
2 2

Népovéda: jaké geometrické zobrazeni v roviné zadava matice A??

ReSeni. A” je matice rotace o 60° v kladném smyslu, takZe hledané

matice jsou
V31
a=x(1 7).
2 2
tj. jsou to matice rotace o 30°, resp. o 210°. (I

1.84. Stanovte A - A pro

A:(C9S(p —sm<p>, kde ¢ € R.
sing  cos¢@

Reseni. Vime, Ze zobrazeni
<x>}_)(cpsgo —smgo)'(x)’ .y R
y sing  cosg y
je rotaci roviny R? kolem po&atku soustavy soufadnic o thel ¢ v klad-

ném smyslu. Vzhledem k asociativité¢ ndsobeni matic dostdvame, Ze

zobrazeni
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Euklidovska rovina je afinni rovina s vySe zavedenym po-
jmem vzdélenosti.

1.30. Uhel vektori. Jak jsme jiz pouzivali pfi diskusi kom-
plexnich ¢isel coby bodl v roving, tzv. gonio-
__ metrickd funkce cos ¢ je ddna hodnotou redlné
prvni soufadnice jednotkového vektoru, jehoZ
4 thel s vektorem (1, 0) je ¢.

Z]evne je pak druha soutadnice takového vektoru ddna
redlnou hodnotou 0 < sing < 1 spliujici

(cos gz))2 + (sin (p)2 = 1.

Obecné pak pro dva vektory v a w miiZeme jejich dhel
popsat pomoci soufadnic v = (v, vy), w = (w,, w,) takto:
Uy Wy + Vywy

cosp =
ol - flwll

s

Tento vztah si snadno ovéfime, pokud véfime, Ze otoceni
= roviny kolem pocatku neméni dhly. Pak totiZ
miZeme napied libovoln€ zvolené vektory
vyndsobit vhodnymi skaldry tak, abychom
<= dostali vektory velikosti jedna (nd$ vzorec totiZ
po ndsobeni vektort libovolnymi skalary dava pochopitlené
neménné vysledky). Poté milzZeme vhodnym otocenim
nasi roviny dosdhnout toho, Ze prvni z vektorG bude pravé
prvnim bazovym vektorem (1, 0). Potom ddva naS vzorec

Wy
osp = —,
[w]]

coZ je pouze opakovdnim definice funkce cos ¢.

1.31. Rotace kolem bodu v rovin€. Matici libovolného zna-
mého zobrazeni F : R*> — R? lze vcelku snadno uhddnout:
Je-li totiz vysledkem matice se sloupci (a, ¢) a (b, d), pak
prvni sloupec dostaneme nasobenim této matice s prvnim
vektorem bdze (1, 0) a druhy je vycislenim na druhém vek-
toru baze (0, 1).
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Z obrazku je proto vidét, Ze pro rotaci o thel Y proti
sméru hodinovych rucek jsou v matici sloupce

(@ DE)=Ca0) @)=

Smér proti sméru hodinovych ruc¢ek oznac¢ujeme jako kladny
smér rotace, opacny je pak zdporny. Proto dostdvame tvr-

zeni:

| Marice rotace l,____
-

Rotace o pfedem dany thel ¢ v kladném sméru kolem
pocétku soufadnic je dana matici Ry :
—siny ) (x
cos ¥ v/

Nyni, kdyZ uZ vime, jak vypadd matice otoceni v ro-
7 = viné, miZeme ovéfit, Ze otoCeni zacho-
5 , vava vzdalenosti a dhly (definované pie-
= deslym vzorcem). Oznacime-li obraz vek-

toru v jako

v U, COS Y — vy, sin
U/:()f):R]//-U:(X. w Y Ip),
vy, Uy SIn Y + vy cos Y
!

a podobné w
opravdu plati

= Ry - w, pak Ize snadno piepocitat, Ze

VIl = vl
vew), 4+ viw!, = vewy + vywy.

Predchozi vyraz lze pomoci vektori a matic napsat na-

sledovné
(Ry - w)T(R,/, ) =wlo.

Transponovany vektor (R - w)” je roven w - R]/T,, kde ng
je tzv. transponovand matice k matici Ry,. To je matice, jejiZ
fadky tvoii sloupce ptivodni matice a sloupce naopak tvori

(x) . <095(p —sm(p> ‘ <cgs¢ —s1n<p) ' (x>, .y cR
y sing  cosg@ sing  cosg y
je rotaci o dhel 2¢. To znamen4, Ze plati

A A= 0952<p —sin2¢p ‘

sin2¢  cos2¢
Poznamenejme, Ze jsme samoziejmé mohli pfimo vyndsobit A - A
(a aplikovat vzorce pro sinus a kosinus dvojndsobného thlu). Opakova-
nim vySe uvedeného (pfip. pouZitim matematické indukce) Ize ov§em
snadné&ji obdrZet
A — (cps ne
sinng

jestlize klademe A2 = A- A, A3 =A-A.Aatd. U

—sinng .
cosmp)’ n=2,3,...,

1.85. Zrcadleni. Najdéte matici zrcadleni v rovin€ (tj. osové symet-
rie) podle pfimky y = x.
Reseni. Namalujte si obrazek. V bazi uréené vektory (1, 1), (1, —1)

je matice zrcadleni zfejmé <(1) _01) Ve standardni bdzi je tedy rovna

N0 /1 1
-1 1 0 —1/\-1 1
Inverzni matici je v tomto piipadé jednoduché najit, protoZe vektory

ve sloupcich jsou kolmé, tj. matice je (skoro) ortogondlni. Mdme

I _, (10 I A
-1 1) —7\0 1 -1 1 T2\ \-1 1
. PRI . . 0 1
Vyndsobenim prisluSnych matic dostaneme vysledek 1 ol Tento

vysledek se d4 uhddnout i pifimo z obrazku.

1.86. Zjistéte, jaké linedrni zobrazeni R? do R? jsou zaddna mati-

cemi (tj. popiSte jejich geometricky vyznam)

10 -1 0 22
Al:(o 0)’ Az:(o 1)’ AF(% A |
v 5

ReSeni. Necht (x, y)” je nadile libovolny redlny vektor. Pro matici

()= 0)-()-(6):

coZ znamend, Ze linedrni zobrazeni, které tato matice zadava, je pro-

A dostavame

jekce na osu x. Podobné vidime, Ze matice A, urcuje zrcadlen{ vzhle-

dem k ose y, protoZe
()= (0 0)-6)=()
y 0 1/ \y y)
Matici As lze vyjadrit ve tvaru
(cos @ —sin <p>
sing  cosg@
pro ¢ = m/4, a tudiz zadava otoceni roviny kolem poc¢étku o dhel /4

(v kladném smyslu, tj. proti pohybu hodinovych rucicek). ([
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1.87. Rovnobéznikova rovnost. DokaZzme jako ilustraci nasich né-

stroju tzv. ,,rovnobéZnikovou rovnost“: Jsou-li u, v € R?, pak:

2(Jull* + oll?) = llu + vlI* + lu — v|*.

3%

Neboli soucet druhych mocnin délek tihlopfi¢ek rovnobéZznika je roven

dvojnésobku souctu druhych mocnin délek jeho stran.

ReSeni. Rozepsdnim obou stran do soufadnic u = (uy, us), v =

(v1, vy) obdrZime:

2(1|ull + llv]1*)
= 2(uf + uj + vi +v3)
= u7 + 2ujvy + v} +u3 + 2urv0 + v3+
+ut = 2uivy + v} + U3 — 202 + V3
= (u1 +v1)* + (2 + v2)? + Uy — 1) + (U2 — vp)?
= llu+v]* + llu — v|%.
O

1.88. UkaZte, Ze sloZzenim lichého poctu stfedovych soumérnosti v

rovin€ dostaneme opét stfedovou symetrii.

ReSeni. Stiedovou soumérnost v roviné se sttedem S reprezentujme
predpisem X — S — (X —S), neboli X — 25 — X. (Obraz bodu X ve
sttedové symetrii podle stiedu S dostaneme tak, Ze k soufadnicim bodu
S pric¢teme soutfadnice vektoru opacného k vektoru X — S.) Postupnou
aplikaci tif stredovych soumérnosti se stfedy S, T a U tak dostavame
X—>2S—X 2T -Q2S—X)— 2U - Q2T — 25 - X)) =
200 -T+S)— X, celkem X — 2(U — T + S) — X, coZ je sttedovd
soumérnost se sttedem S — 7" 4 U. SloZen{ libovolného lichého poctu
sttedovych soumérnosti tak postupné redukujeme az na sloZenf tif stfe-
dovych soumérnosti, jde tedy o stfedovou symetrii (v principu se jedna

o diikaz matematickou indukci, zkuste si jej sami zformulovat). [

1.89. Sestrojte (2n + 1)-thelnik, jsou-li dany vSechny stiedy jeho
stran.
ReSeni. K feSeni vyuZijeme toho, Ze sloZenim lichého poctu stre-
dovych soumérnosti je opét stfedova soumérnost (viz predchozi pri-
klad). Oznaéme vrcholy hledaného (2n + 1)-thelnika po fadé A,
Ay, ..., Aoy astiedy stran (poc¢inaje sttedem strany A A;) postupné
S1, S2, ... 8241 Provedeme-li stfedové soumérnosti po fadé podle
téchto stfedd, tak bod A, je zjevné pevnym bodem vysledné stfedové
soumérnost, tedy jejim stfedem. K jeho nalezen{ tedy staci provést uve-
denou stfedovou soumérnost s libovolnym bodem X roviny. Bod A;

leZi pak ve stiedu tseCky X X', kde X’ je obrazem bodu X ve zminéné
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fadky ptivodni matice. Vidime tedy, Ze matice otoceni spliiuji
vztah Rg Ry = I, matice I (n€kdy piSeme prost€ 1 a mdme
tim na mysli jednotku v okruhu matic), je tzv. jednotkovd ma-

tice
1 0
(9.

Tim jsme odvodili pozoruhodné tvrzeni — matice F s vlast-
nosti, ze F - Ry = I (budeme takové fikat inverzni matice
k matici rotace Ry) je matici transponovanou k ptvodni. To
je logické, nebof inverzni zobrazeni k rotaci o thel ¥ je opét
rotace, ale o thel —1/, tj. inverzni matice RVT, je rovna matici

R _ cos(—y) —sin(—=y)\ [ cosy siny
V7 \sin(=y)  cos(—y) )~ \—siny cosy )
Pokud bychom chtéli zapsat rotaci kolem jiného bodu
P =0+ w, P = [w,, w,], opét pomoci matice, snadno
napiSeme potiebny vzorec pomoci posunuti:

Staci si k tomu uvédomit, Ze mtiZeme misto rotace kolem
daného bodu P napfed posunout P do naSeho pocétku, pak
provést rotaci a pak udélat opa¢né posunuti, kterym celou
rovinu vratime tam, kde méla celou dobu byt, viz obrdzek.
Pocitejme tedy

v=<§)>|—>v—wr—>Rw-(v—w)
= Ry -(v—w)+w

[ cosY(x —w,) —sinPY(y — wy) + w,
—\siny(x —wy) +cosy(y —wy)) +wy )7

1.32. Zrcadleni. Dalsim dobie zndmym piikladem zobra-

pon zeni, kterd zachovavaji velikosti, je tzv. zrca-
%, dleni vzhledem k primce. Opét nam bude stacit
" popsat zrcadleni vzhledem k pifmkdm proch4-
zejicim pocatkem O a ostatni se z nich odvod{

pomoci posunuti, resp. rotaci.

Hledejme tedy matici Zy, zrcadleni vzhledem k pifmce s
jednotkovym smérovym vektorem v svirajicim tihel ¢ s vek-
torem (1, 0). Nejprve si uvédomme, Ze

1 0
)
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’ (oo

et

ﬂ
1

=2 (11 _ 10Nz
(b [ b b ) [ g )
Obecné miiZzeme kaZdou pfimku otocit do sméru vektoru
(1, 0) a tedy zapsat obecnou matici zrcadlen{ jako

Zy=Ry-Zo-R_y,

; (Cu‘b> |

kdy nejprve oto¢ime matici R_, ptimku do ,,nulové® polohy,
odzrcadlime matici Zj a vratime zpét otoenim Ry, .

Mitzeme proto (diky asociativit¢ ndsobeni matic)

(¢

cos Y
‘\—siny cosy

spocist:

cos
Zy = (sin v

__[cosy
~ \siny

—siny
cos ¥

sin ¢

— Cos 1//)

)

_ (cos2 ¥ — sin® ¥

2 sin Y cos Y
cos 2y
— \sin2y

Pouzili jsme ptitom obvyklé souctové vzorce pro goniomet-

sin 2y
—cos 2y

0

-1

)

g

sin ¢

2 sin yr cos
—(cos? ¢ — sin® )

).

)

cosy  siny
—siny  cosy

)

rické funkce. PovSimnéme si také, Ze Zy, - Zy je dano:

sin 24 1
—cos2y ) \O

cos 2y
sin 2y

0
—1

)

(

cos 2y
sin 2

— sin 2y
cos 2y

Toto pozorovani l1ze zakreslit a zformulovat ndsledovné

8.

I

)

).

sttedové symetrii. Dal§i vrcholy A,, ..., Ay,11 ziskdme zobrazovanim

bodu A, ve stfedovych soumérnostech podle S, ..., Sot1- O

1.90. Urcete obsah trojihelniku ABC, je-li A = [-8,1], B =
[-2,0],C =15,9].
ReSeni. Vime, Ze obsah je roven poloviné determinantu matice, jejiz
prvni sloupec je dan vektorem B — A a druhy sloupec vektorem C — A,
tj. determinantu matice
<—2 —(-8) 5-— (—8))
0—1 9—-1 J°
Jednoduchy vypocet tak dava vysledek
L2 (=8)- O = (5= (=8) - (0—1) =9
Dodejme, Ze pfi zaméné potadi vektort by hodnota determinantu méla
opacné znaménko (jeji absolutni hodnota by tedy ziistala stejnd) a Ze

by se vlibec nezménila, kdybychom vektory (pfi zachovani poradi) na-
psali do radka. U
1.91. Spoctéte obsah S Ctyithelniku vymezeného jeho vrcholy [1, 1],
[6, 1], [11, 4], [2, 4].
ReSeni. Nejprve si oznaéme vrcholy (proti sméru pohybu hodinovych
rucicek)

A=[1,1], B=16,1], C=[11,4], D =][2,4].
Pokud rozdélime ctyfihelnik A BCD na trojihelniky ABC a ACD,

muzeme ziskat jeho obsah jako soucet obsahti téchto trojihelnikt, a to

vycislenim determinantd

d_6—1 1—1] |5 10
'“ =1 4-1|"10 3|
g |i=12-1f_[10 1
270 4—-1 4—-1|" |3 3|’

kde ve sloupcich jsou postupné vektory B—A, C —A (prod;) aC —A,
D — A (pro d»). Potom

_d | & _ 53-100 | 103-13 _ 15427 _
S=5+5="7 +-5 =7 =2L

(diky uspotddani vrchold v kladném smyslu, vysli vS§echny determi-
nanty kladné). Spravnost vysledku miiZzeme snadno potvrdit, nebof
¢tyfuhelnik ABCD je lichobéZnikem se zakladnami délek 5, 9 a je-

jich vzdélenosti v = 3. U

1.92. Stanovte rozlohu louky, kterd je na pozemkové mapé ohra-
nicena body o kétach [-7, 1], [—1, 0], [29, 0], [25, 1], [24, 2] a[17, 5].
(Jednotky neuvazujte. Jsou ureny pomérem pozemkové mapy vuci
skute¢nosti.)

Reseni. UvaZovany Sestidhelnik miizeme rozdélit napt. na Gtyfi troji-
helniky s vrcholy

[—7,1],[-1,0], [17, 5]; [—1, 0], [24, 2], [17, 5];
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[—1,01,[25, 1], [24, 2]; [—1,0],[29, 0], [25, 1].
Jejich obsahy jsou po fadé 24, 89/2, 27/2 a 15, coz dava vysledek
24+443 4131 +15=97.

O

1.93. Urcete obsah trojtihelnika Ay A3A 1, kde AgA; ... Ay jsou vr-
choly pravidelného dvanictidhelnika vepsaného do kruZnice o polo-

méru 1.

ReSeni. Vrcholy dvansctithelnika miiZzeme ztotoZnit s dvanactymi od-

mocninami z ¢isla 1 v komplexni roviné. Zvolime-li navic AO

pak mizZeme psat Ay = cos(2km/12) + i sin(2km/12). Pro vrcholy
zkoumaného trojihelnika mame: A, = cos(w/3) + isin(w/3) =
1/2 +iv/3/2, A3 = cos(m/2) + i sin(r/2) = i, A1 = cos(—n/6) +

i sin(—m/6) = ~/3/2 — i/2, neboli soufadnice t&chto bodii v kom-
[1/2,4/3/2], A3 = [0,1], Ay =
[V3/2, —%]. Podle vzorce pro obsah trojihelnika je potom hledany

plexni rovniné jsou A, =

obsah § roven

1_ V3 1,43 —
solAa—An| _1l5-% 349 _3-V3
2 |A3 — Ap 2 _*/75 % 4

Vzhledem ke kladnosti pfedchoziho determinantu jsme mohli z este-

tickych diivodid vynechat jeho absolutni hodnotu. (Il

1.94. Které strany Ctytfuhelniku zadaného vrcholy [—2, —2], [1, 4],
[3, 3] a[2, 1] jsou viditelné z pozice bodu [3, & — 2]?

Reseni. Jednd se o modelovou tlohu na viditelnost stran konvexniho
mnohouhelniku v roving. V prvnim kroku uspordddme vrcholy tak,
aby jejich poradi odpovidalo sméru proti pohybu hodinovych rucicek.
KdyzZ jako prvni vrchol zvolime napt. A = [—2, —2], je dalsi poradi
B =1[2,1], C =[3, 3], D = [1, 4]. UvaZzujme nejprve stranu A B. Ta

spole¢né s bodem X = [3, m — 2] zad4dv4 matici

—2-3 2-3
—2-—mT-=2) 1—( -2

tak, Ze jeji prvni sloupec je rozdilem A — X a druhy sloupec je B — X.
To, zda je vidét z bodu [3, & — 2], pak urcuje znaménko determinantu
—-2-3 2-3 -5 -1
—2—(mT=-2) 1—(—-2) -t 3—m1m
—-5-B3—nm)—(—D(—m) <0.

Zapornd hodnota znamend, Ze strana je vidét. Dopliime, Ze nezédleZi
na tom, zda uvazujeme rozdily A — X a B — X,nebo X — Aa X —
B. Kdybychom vSak zaménili potadi sloupcd, prislu$nd strana by byla
vidét praveé tehdy, kdyZ by byl determinant kladny.

Pro stranu BC analogicky obdrZime
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Tvrzeni. Otoceni o tihel r obdrZime naslednym provedenim
dvou zrcadleni vzhledem ke smérim, které spolu sviraji tihel
1
7V

Pokud umime odtvodnit pfedchozi tvrzeni ryze

G\ geometrickou tvahou (zkuste si zahrit na
,,/ ,.syntetického geometra®), dokdzali jsme pravé

HIlubsi je nésledujici rekapitulace pfedchozich dvah
(skoro si mizeme fici, Ze uz umime dokazat skuteCné
zajimavy matematicky vysledek):

___-l ZOBRAZEN{ ZACHOVAVAJIC{ VELIKOSTI L-——-—l
1.33. Véta. Linedrni zobrazeni euklidovské roviny je sloZeno

z jednoho nebo vice zrcadleni, prave kdy? je
ddno matici R splitujici

R = <a b), ab+cd =0, a*+F=b0+d&=1.
c d
To nastane, pravé kdyZ toto zobrazeni zachovava velikosti.
Otocenim je takové zobrazeni pritom prave tehdy, kdyZ
Jje determinant matice R roven jedné, coz odpovida sudému
poctu zrcadleni. P7i lichém poctu zrcadleni je determinant
roven —1.

Dukaz. Zkusme napfed spocist, jak miliZze vypadat
7 &= obecné matice A, kdyZ prislusné zob-
I razeni zachovdvd velikosti. Tj. mdme
" zobrazeni

()= (¢ 2)-()=(3a),

Zachovani velikosti tedy znamen4, Ze pro vSechna x a y je

X+ = (ax 4+ by)* + (cx + dy)? =
= (@* + A)x* + B> + &)y + 2(ab + cd)xy.

ProtoZe ma4 tato rovnost platit pro v§echna x a y, musi si byt
rovny koeficienty u jednotlivych mocnin x?, y* a xy na pravé
i levé strané. Tim jsme spocetli, Ze rovnosti kladené na ma-
tici R v prvnim tvrzeni dokazované véty jsou ekvivalentni
vlastnosti, Ze prisluSné zobrazeni zachovava velikosti.

Diky vztahu a?> + ¢*> = 1 mlZeme piedpoklddat, Ze
a = cosg ac = sing pro vhodny thel ¢. Jakmile takto
zvolime prvni sloupec matice R, aZ na nisobek nidm vztah
ab + cd = 0 urcuje i druhy sloupec. Zaroveii ale vime, Ze i
velikost vektoru ve druhém sloupci je jedna a dostdvame tedy
pravé dv€ moznosti pro matici R:

sin ¢
—cos (p) )

cosep —sing cos @
sing cos¢g )’ sin ¢
V prvém piipadé jde o rotaci o dhel ¢, ve druhém pak o ro-
taci sloZenou se zrcadlenim podle prvni soufadné osy. Jak
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jsme vidéli v predchozim tvrzeni 3], kazda rotace odpo-
vid4a dvéma zrcadlenim a determinant matice R je v téchto
dvou piipadéch skutecné jedna nebo minus jedna a rozliSuje
je. O

1.34. Obsah trojuhelnika. Zavérem naseho malého vyletu
do geometrie se zaméfme na obsah rovinnych
__ objektti. Budou ndm stacit trojihelniky. Kazdy
trojuhelnik je vymezen dvojici vektord v a w,
, které, ptiloZeny do jednoho z vrchold P, zadaji
zbyle dva vrcholy. Chtéli bychom tedy najit vzorec (skaldrni
funkci vol), kterd dvéma vektortim priradi ¢islo rovné obsahu
vol A (v, w) takto definovaného trojihelniku A (v, w), kde si
pro urcitost za P volime pocatek a posunutim se obsah stejné
neméni.

Ze zadan{ je vidét, Ze hledand hodnota je polovinou plo-
chy rovnobéZniku nataZeného na vektory v a w a snadno se
spocte (pomoci zndmého vzorecku: zdkladna krat prisluSna
vyska) nebo prosté vidi z obrazku, Ze nutné plati

vol A(v +v', w) = vol A(v, w) + vol A(V/, w)

vol A(av, w) = avol A(v, w).

Vieanta, o "J-8~‘~¢t
= a_-\—lo

Tolel, = Mo roveeben b

qg&k;«tm%
///;\/

J”

—

-\

Nakonec jest€ pfiddme k naSemu zaddni poZadavek

vol A(v, w) = — vol A(w, v),

ktery odpovida predstavé, Ze opatifime plochu znaménkem
podle toho, v jakém potadi bereme vektory (tj. jestli se na
ni divdme shora nebo zespodu).

Pokud vektory v a w napiSeme do sloupcti matice A, pak

A=, w)H—~ detA

spliiuje vSechny tfi naSe poZadavky. Kolik takovych zobra-
zeni ale miiZze byt? KaZzdy vektor umime vyjadfit pomoci
dvou bdzovych vektord e; = (1,0) ae; = (0,1) a
diky linearité je tedy kazdd moZnost pro vol A jednoznacné
urena uZ vycislenim na téchto vektorech. ProtoZe ale pro
obsabh, stejné jako pro determinant, je zjevné vol A(e, e;) =
vol A(ey, ) = 0 (kvili poZadované antisymetrii), je nutné
kazd4 takové skaldrni funkce jednoznacné€ zaddna hodnotou
na jediné dvojici argumentd (e, ¢;). Jsou si tedy vSechny
mozZnosti rovny aZ na skaldrni ndsobek. Ten umime urcit
poZadavkem

1
vol A(ela 82) = 57

2-3 3-3 | -1 0 | _
l—-(r-2) 3—(7x—-2) 3—7m 5-—-m|
—1-5—-—m)—-0<0.
Tato strana je tudiz vidét. Zbyvaji strany CD a D A. Pro né dostdvame
po fadé
3-3 1-3 1 0 -2 |
3—(r—-2) 4—(7x—-2) |5—-7m 6—m|
—(=2)-5—-m) >0,
1-3 -2-3 =2 =5
—(T=-2) 2—-@-2) 6—7 -—-m|
—2- (=) —(=5)-(6—m) > 0.

Z bodu X jsou tedy vidét pravé strany urené dvojicemi vrcho-
la [_2s _2]7 [2’ 1] a [Za 1]a [3’ 3] U

1.95. Uvedte strany pétidhelniku s vrcholy v bodech [—2, —2],

[—2,2], [1,4], [3,1] a [2,—11/6], které je mozné vidét z bo-
du [300, 1].
ReSeni. Pro zjednoduseni zdpisi ,,tradi¢n&“ poloZme
A=[-2,-2], B=[2,-11/6], =[3,11, D=
(1,4], E=[-2,2].

Strany BC a CD jsou zjevné z pozice bodu [300, 1] viditeIné; naopak
strany DE a EA byt vidét nemohou. Pro stranu A B rad¢ji urCeme

—2-300 2-300
ISR b = —302- (=) — (—298) - (—=3) < 0.
Odsud plyne, Ze tato strana je z bodu [300, 1] vidét. U

1.96. Viditelnost stran trojihelnika. Je dan trojtihelnik s vrcholy
A=1[56],B=1[78]C=
zbodu P = [0, 1].

[5, 8]. Urcete, které jeho strany je vidét

ReSeni. Uspofadame vrcholy v kladném smyslu, tedy proti sméru ho-
dinovych rucicek: [5, 6], [7, 8], [5, 8]. Pomoci prislusSnych determi-

X

nantt uréime, je-li bod [0, 1] ,,nalevo” ¢i ,,napravo” od jednotlivych

stran trojihelnika uvaZzovanych jako orientované tsecky,

B-P 77, |Cc-P 57 _y,
c-P 5 7|7 |A-P 55
A=P|_|s s|_,

B—P | |7 7|77

Z nulovosti posledniho determinantu vidime, Ze body [0, 1], [5, 6] a
[7, 8] lezi na piimce, stranu A B tedy nevidime. Stranu BC rovnéz tak
nevidime, na rozdil od strany AC, pro kterou je pfislusny determinant

zéporny. U

1.97. Urcete, které strany ctyithelnika s vrcholy A =
[130, 106], C = [40, 60], D

[95,99], B =
= [130, 120]. jsou viditelné z bodu [2, 0].
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ReSeni. Nejprve je tieba urdit strany &tyfihelnika (,,spravné” pofadi  tj. volime orientaci a mé¥itko pomoci volby bazovych vek-
vrchold): ACBD. Po spoditani piisluSnych determinanti jako v pred- torii a chceme aby jednotkovy cvtverec mél plochu jedna.

Vidime tedy, Ze determinant zaddvd plochu rovnobé€z-
niku ur¢eného sloupci matice A a plocha trojihelniku je tedy
polovi¢ni.

chozich pfikladech zjistime, Ze je vidét pouze strana CB. U

F. Zobrazeni a relace

1.98. Rozhodnéte, zda ndsledujici relace na mnoZziné M jsou relace  1.35. Viditelnost v roviné. Predchozi popis hodnot pro ori-
{1 entovany obsah ndm davd do rukou elegantni ndstroj
%» pro urovani pozice bodu vici orientovanym tsec-
4 kam. Orientovanou dseckou rozumime dva body v ro-
MU ving R? s uréenym poradim. MaZeme si ji predstavit
jako Sipku od prvého k druhému bodu. Takové orientovana
usecka ndm rozdéluje rovinu na dvé poloroviny, fikejme jim
»levou™ a ,,pravou”. Pro dany bod chceme poznat, jestli je v
iv) M je mnoZina piimek v roving, pfi¢emZ dvé piimky jsou v té levé nebo pravé.

ekvivalence:
i) M={f:R— R}, kde (f ~ g), pokud f(0) = g(0).
ii) M ={f : R — R}, kde (f ~ g), pokud f(0) = g(1).

iii) M je mnoZina piimek v roving, pricemz dvé piimky jsou v

relaci, jestliZe se neprotinaji.

relaci, jestliZe jsou rovnob&Zné. Takové dlohy ¢asto potkdvame v pocitacové grafice pfi
v) M = N, kde (m ~ n), pokud S(m) + S(n) = 20, pricemz  1e>en v1511teilnovst1 ob.Jekt.u.v Iiro ZJedlolodusenl si zde jen pfed—
stavme, Ze usecku ,,je vidét“ z bodl napravo a neni vidét z

S(n) znalf ciferny soucet Cisla n. téch nalevo (coZ odpovida predstavé, Ze objekt ohraniceny

vi) M = N, kde (m ~ n), pokud C(m) = C(n), kde C(n) = orientovanymi hranami proti sméru hodinovych ru¢i¢ek ma
S(n), pokud je ciferny soucet S(n) men3i nez 10, jinak defi- nalevo od nich sviij vnitiek, pres ktery tedy nenf hranu vidét). obraizek je naopak!
nujeme C(n) = C(S(n)) (je tedy vidy C(n) < 10). —Q LA c(,&«/‘\ /
Reseni.

i) Ano. Ovérime tfi vlastnosti ekvivalence:

i) Reflexivita: pro libovolnou redlnou funkci f je f(0) =

i
]
1 (0). 7> \
ii) Symetrie: jestliZe plati f(0) = g(0), paki g(0) = f(0). e N L QJL

iii) Tranzitivita: jestliZe plati f(0) = g(0) a g(0) = h(0),
pak platii f(0) = h(0).

ii) Ne. Definovana relace neni reflexivni, napf pro funkci sin

Mame-li dén néjaky bod C, spoct€éme orientovanou plo-
chu piislusného trojihelniku zadaného vektory A — C a
mame sin0 7 sin 1 a nenf ani tranzitivni. B — C. Pokud jsme s bodem C nalevo od usecky, pak pri
iii) Ne. Relace opét neni reflexivni (kazdd piimka protind sama ~ obvyklé kladné orientaci proti sméru hodinovych rucek bude
vektor A — C dfive neZ ten druhy a proto vyslednd plocha (tj.
hodnota determinantu matice jejimiz sloupci jsou tyto dva
vektory) bude kladnd. Naopak, pfi opacné poloze bude vy-
sméeril v roviné. sledkem zdpornd hodnota determinantu a podle zdporné hod-
v) Ne. Relace nenf reflexivni. S(1) + S(1) = 2. noty determinantu zjistime, Ze je na$ bod od tsecky napravo.
Uvedeny jednoduchy postup je skute¢né Casto vyuZivan

pro testovani polohy pfi standardnich dlohach v 2D grafice.

sebe) ani tranzitivni.

iv) Ano. Tridy ekvivalence pak tvofi mnoZinu neorientovanych

vi) Ano.

O
6. Relace a zobrazeni
1.99. Mame mnoZinu {3, 4, 5, 6, 7}. NapiSte explicitné relaci ) ) )
V této zdvérecné C4sti ivodni motivacni kapitoly se vra-
i) adelib . time k formélnimu popisu matematickych struk-
ii) a dé&li b nebo b d&li a ! _tur, budeme se je ale pribézné snazit ilustrovat
iii) @ a b jsou soudélna P %) najiz zndmych piikladech. Zaroveit miizeme tuto

=~ C4st brat jako cviceni ve formdlnim piistupu k ob-

1.100. Necht je na R? definovana relace R tak, Ze ((a, b), (c, d)) € jektim a konceptim matematiky.
R pro libovolnd a, b, c,d € R, pravé kdyz b = d. Zjistéte,
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1.36. Relace mezi mnozinami. Nejprve potiebujeme defi-
novat kartézsky soucin A x B dvou mnoZin A a B. Je to
mnozina vSech uspotfddanych dvojic (a, b) takovych, Ze a €
A a b € B. Bindrni relaci mezi mnoZinami A a B pak rozu-
mime libovolnou podmnozinu R kartézského soucinu A x B.

Casto piseme a ~p b pro vyjadfeni skutednosti, Ze
(a,b) € R, tj. Zebodya € Aab € B jsouv relaci R.
Definicnim oborem relace je podmnoZina

DCA, D={acA;3be B, (a,b)ecR).

Slovy vyjadfené, je to mnoZina prvkid a z mnoZiny A tako-
vych, Ze existuje prvek b z mnoZiny B tak, Ze (a, b) patii do
relace R. Strucnéji, jsou to takové prvky z A, které maji obraz
v B. Podobné oborem hodnot relace je podmnoZina

ICB I={beBdacA,(,b)eR),

to znamend takové prvky v B, které maji vzor v A.
Specidlnim piipadem relace mezi mnoZinami je zobra-
zeni 7 mnoZiny A do mnoZiny B. Je to pii-
. pad, kdy pro kaZdy prvek defini¢niho oboru re-
= lace existuje pravé jeden prvek z oboru hodnot,
ktery je s nim v relaci. Ndm zndmym piipadem zobrazeni
jsou vSechny skaldrni funkce, kde oborem hodnot zobrazeni
je mnoZina skaldrd, tfeba celych nebo redlnych ¢isel. Pro zob-
razeni zpravidla pouZivdme znaceni, které jsme také u skaldr-
nich funci zavedli. PiSeme

f:DCA—>ICB, f(a)=b

pro vyjadfeni skutecnosti, Ze (a, b) patii do relace, a fikdme,
Ze b je hodnotou zobrazeni f v bodé a. Déle fikdme, Ze f je

e zobrazeni mnoZiny A do mnoZiny B, jestlize je D = A,

e zobrazeni mnoZiny A na mnoZinu B, jestlize je D = A
a I = B, Casto také surjektivni zobrazeni

e prosté (Casto také injektivni zobrazeni), jestlize je D =
A apro kazdé b e [ existuje pravé jeden vzor a € A,

f(a) = b.

Vyjadieni zobrazeni f : A — B jakoZto relace

fSAxB,  f={@, f(a):acA}

zndme také pod ndzvem graf zobrazeni f.

jednd o relaci ekvivalence. Pokud jde o relaci ekvivalence, popiste ge-

ometricky rozklad, ktery urcuje.

Reseni. Z ((a, b), (a, b)) € R pro vSechnaa, b € R plyne, Ze relace je
reflexivni. Stejné snadno vidime, Ze relace je symetricka, nebof v rov-
nosti (druhych sloZzek) miiZeme zaménit levou a pravou stranu. Je-li
((a,b), (c,d)) e Ra((c,d), (e, f)) e R, tj.plati-lib =dad = f,
lehce dostdvdme splnéni tranzitivni podminky ((a, b), (e, f)) € R,
tj. b = f. Relace R je relaci ekvivalence, kdy body roviny jsou spolu
v relaci, prdvé kdyZ maji stejnou druhou soufadnici (pfimka jimi za-
dand je kolmd na osu y). PrisluSny rozklad proto rozd€li rovinu na

pfimky rovnobé&Zné s osou x. ]

1.101.

nou X a mnoZinou vSech jejich podmnoZin, m4-li mnoZina X praveé 3

Urcete, kolik rtiznych bindrnich relaci 1ze zavést mezi mnoZi-

prvky.

ReSeni. Nejprve si uvédomme, Ze mnoZina viech podmnozin X ma
23 = 8 prvkd, a tudiZ jeji kartézsky soucin s mnoZinou X ma 8§ - 3 =
24 prvkt. UvaZovanymi bindrnimi relacemi jsou pravé podmnoZiny

tohoto kartézského soucinu, kterych je celkem 224, ([

1.102. Uvedte defini¢ni obor D a obor hodnot I relace
R ={(a,v), (b,x), (c,x), (c,u), (d,v), (f,y)}

mezi mnoZinami A = {a, b, c,d, e, f} a B = {x, y, u, v, w}. Je rela-
ce R zobrazeni?
Reseni. P¥{mo z definice defini¢niho oboru a oboru hodnot relace do-
stdvame

D={a,b,c,d f}CA, I={x,y,u,v}CB.
Nejednd se o zobrazeni, protoZe (c, x), (c,u) € R,tj. ¢ € D ma dva

obrazy. U

1.103. O kazdé€ z nasledujicich relaci na mnozZiné {a, b, c, d} roz-

hodnéte, zda se jednd o relaci uspotfddani (pfip. zda se jednd o tplné

uspofddani):

R, ={ (a,a), (b, b),(c,c), (d,d), (b,a), (], c), (b,d)},
Ry = { (a,a), (b,b),(c,c), (d, d), (d, a),(a,d)},
R. ={ (a,a), (b, b),(c,c), (d,d), (a,b), (b, c), (b, d)},

Ri={ (a,a),(b,D),(c,c),(a,b),(a,c), (a,d), b, c), (b d), (c, d}
R, ={ (a,a),(,b), (c,c),(d d), (a,b),(a,c),(ad),Dc), (b ad,
(c.d)}.

ReSeni. R, je usporadani, které neni tplné (napf. (a,c) ¢ R, ani
(c,a) ¢ R,). Relace R, neni antisymetrickd (je totiZ (a,d) € Rp i
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(d, a) € Rp), atudiZ se nejednd o uspotfadani (jde o ekvivalenci). Re-
lace R, a R; rovnéZ nejsou uspofdddnimi, protoZe nejsou tranzitivni
(napt. (a, b), (b,c) € R., Ry, (a,c) ¢ R., R;) a dokonce ani refle-
xivni ((d,d) ¢ R., (d,d) ¢ R;). Relace R, je uplné usporddani (po-
kud budeme (a, b) € R interpretovat jakoa < b,paka < b < ¢ < d).

O

1.104. Rozhodnéte, zda je zobrazeni f injektivni, resp. surjektivni,
jestlize

@ f:ZxZ—7Z, f((xy)=x+y—10x%

(b) f:N—>NxN, f(x) = (2xx*+10).

ReSeni. Ve variant& (a) je uvedeno surjektivni zobrazeni (postacuje
poloZit x = 0), které neni injektivni (staci zvolit (x, y) = (0, =9)
a (x,y) = (1, 0)). Ve varianté (b) se naopak jednd o injektivni zobra-
zeni (obé jeho slozky, tj. funkce y = 2x a y = x>+ 10, jsou evidentng

rostouci na N), které neni surjektivni (napf. dvojice (1, 1) nema vzor).

1.105. Stanovte pocet zobrazeni mnoZiny {1, 2} do mnoZiny {a, b, c}.

Kolik z nich je surjektivnich a kolik injektivnich?

ReSeni. Prvku 1 miiZeme v ramci zobrazeni pfifadit libovoln& jeden
ze tif prvkl a, b, c. Podobné také pro prvek 2 mame tfi mozZnosti.
Podle (kombinatorického) pravidla sou¢inu tak existuje celkem 3% zob-
razeni mnoZiny {1, 2} do mnoZiny {a, b, c}. Surjektivni Zddné z nich
byt nemiZe, nebof kone¢nd mnozina {a, b, c} ma vice prvkl nezZ mno-
Zina {1, 2}. Pfi libovolném zobrazeni prvku 1 (tfi moZnosti) obdrZime
injektivni zobrazeni, pravé kdyZ prvek 2 zobrazime na jiny prvek (dvé
mozZnosti). Vidime tedy, Ze injektivnich zobrazeni mnoZiny {1, 2} do

mnoZiny {a, b, c} je 6. ]

1.106. Urcete pocet injektivnich zobrazeni mnoZziny {1, 2, 3} do
mnoZziny {1, 2, 3, 4}.

ReSeni. Libovolné injektivni zobrazeni mezi uvaZovanymi mnoZi-
nami je ddno vybérem (usporadané) trojice z mnoziny {1, 2, 3, 4}
(prvky ve vybrané trojici budou po radé obrazy Cisel 1, 2, 3) a ob-
récené kazdé injektivni zobrazeni ndm zadédvd takovou trojici. Je tedy
hledanych injektivnich zobrazeni stejn¢ jako moZnosti vybéru uspota-

danych trojic ze ¢ty prvkd, tedy v(3,4) =4 -3 -2 = 24. ]
1.107. Urcete pocet surjektivnich zobrazeni mnoziny {1, 2, 3, 4} na
mnoZinu {1, 2, 3}.

Reseni. Hledany podet uréime tak, 7e od poétu viech zobrazeni ode-

Cteme ta, kterd nejsou surjektivni, to jest ta, jejichZ obor hodnot je

bud jednoprvkovou nebo dvouprvkovou mnozinou. VSech zobrazeni
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1.37. Skladani relaci a funkci. U zobrazeni je jasna kon-
cepce, jak se sklddaji. Mdme-li dvé zobrazeni f : A — B a
g : B — C,pak jejich sloZeni go f : A — C je definovdno

(g o flla) = g(f(a)).

Ve znaceni pouZivaném pro relace totéZ mliZeme zapsat jako

fESAxB, f={(a, fla):acA)
§EBxC, g={(b,gb);be B
gof S AXC, gof={a g(f(a));acA}.

Zcela obdobné definujeme skldadani relaci, v ptredcho-
zich vztazich jen doplnime existencni kvantlﬁ—
katory, tj. musime uvazovat vSechny ,,vzory*
.Y, VvSechny ,,obrazy*. UvaZme relace R C A x B,
) SCBxC.PotomSoRC A xC,

SoR={(a,c);3db e B,(a,b) € R, (b, c) € S}.

Zvlastnim pripadem relace je identické zobrazeni

idy ={(a,a) € A x A;a € A}

na mnozin€ A. Je neutralni vzhledem ke skladani s kazdou
relaci s defini¢nim oborem nebo oborem hodnot A.
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Pro kaZzdou relaci R € A x B definujeme inverzni relaci

' ={(b,a);(a,b) € Ry C B x A.

Pozor, u zobrazeni, je stejny pojem uZivdn ve specifictéjsi
situaci. Samoziejmé, Ze existuje pro kazdé zobrazeni jeho in-
vezni relace, ta vSak nemusi byt zobrazenim. Zcela logicky
proto hovofime o existenci inverzniho zobrazeni, pokud ka-
Zdy prvek b € B je obrazem pro pravé jeden vzor v A. V
takovém pripad¢ je samoziejmé inverzni zobrazeni pravé in-
verzni relaci.

Vsimnéme si, Ze sloZenim zobrazeni a jeho inverzniho
zobrazeni (pokud obé€ existuji) vZdy vznikne identické obra-
zeni, u obecnych relaci tomu tak byt nemusi.
1.38. Relace na mnoZiné. V piipadé A = B hovoiime o
relaci na mnoZiné A. Rikdme, Ze relace R je:

e reflexivni, pokud id4 C R, tj. (a,a) € R pro vSechny
acA,

e symetrickd, pokud R~! = R, tj. pokud (a, b) € R, pak i
(b,a) € R,

e antisymetrickd, pokud R™'NR Cidy,, tj. pokud (a, b) €
R a zérovei (b, a) € R, paka = b,

e tranzitivni, pokud R o R C R, tj. pokud z (a,b) € R a
(b,c) € Rvyplyvdi (a,c) € R.

Relace se nazyvéa ekvivalence, pokud je souCasné refle-
xivni, symetrickd i tranzitivni.

Relace se nazyvd uspordddni jestlize je
reflexivni, tranzitivni a antisymetrickd. Relaci
uspofdddni obvykle znacime symbolem <, t;.
skutecnost 7e prvek a je v relaci s prvkem b, znacime
a<b.

je V(3,4) = 3% zobrazeni, jejichZz oborem hodnot je jednoprvkova
mnoZina, jsou tfi. PoCet zobrazeni, jejichZ oborem hodnot je dvouprv-
kovd mnoZina, je (g) 2*-2) ((g) zpisoby miiZzeme vybrat obor hodnot
a mame-li jiz dva prvky fixovany, mame 2* — 2 moZnosti, jak na né
zobrazit Ctyfi prvky). Celkem je tedy pocet hledanych surjektivnich

zobrazeni

(1.3) 34— @) (24 —2) — 3 =36.

O

zobrazeni f mnoZiny

f@.

1.108. Urcete
{1,2,3,4,5} na mnoZinu {1, 2, 3} takovych, Ze f(1) =

pocCet  surjektivnich

ReSeni. Kazdé takové zobrazent je jednozna¢né dano obrazem prvki
{1, 3,4, 5}, téchto zobrazeni je tedy presné tolik, kolik je zobrazeni
surjektivnich zobrazeni mnoZiny {1, 3, 4, 5} na mnozinu {1, 2, 3}, tedy

36, jak vime z predchoziho prikladu. ([

1.109. Hassetiv diagram usporadani. Hasseliv diagram daného
uspofaddni < na n-prvkové mnoZzin€ M je diagram s n vrcholy (kazdy
vrchol odpovida pravé jednomu prvku mnoziny), pficemz dva vrcholy
(prvky) a, b jsou spojeny (viceméné svislou) Carou (tak, Ze a je ,,dole*
a b ,nahote*), pravé kdyZ b pokryvd a, tj. a < b a neexistuje c € M

tak,Zea <cac < b.

1.110. Urcete pocet relaci uspotfdddni na Etyfprvkové mnoZin€.
Reseni.
usporddani na néjaké Ctyfprvkové mnoziné M a spocitime, kolik

Postupné projdeme vSechny mozné Hasseovy diagramy

rtiznych uspofddani (tj. podmnoZin mnoZiny M x M) ma dany

Hassetiv diagram, viz obr.:

ce | I 9 ‘ < N9 Q
2 J 'y | E/‘ I 1 /x “{ . \/ﬂ i U “ J x/ ! M
L) 4t Znd
| 12 |2 | 455 4|8
| \ o4 f 7
B e N N N
| Y o | % p i | ?
ANV 1YILPIYIAIO!]
“ i o | 4 | G| i
N Y w2l BfW
| \ | | ‘ |
Celkem tedy je 219 uspotfddani na Ctyiprvkové mnoZing. U

1.111. Urcete pocet relaci uspordddni mnoZziny {1, 2, 3, 4, 5} takovych,

Ze pravé dvé dvojice prvki jsou nesrovnatelné.

1.112. Vypiste vSechny relace na dvouprvkové mnoziné {1, 2}, jez

soucasné nejsou reflexivni, jsou symetrické a nejsou tranzitivni.
ReSeni. Reflexnirelace jsou pravé ty, které obsahuji ob€ dvojice (1, 1),

(2, 2). Tim jsme vyloucili relace
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(1, D, 2,2}, {(,D,@2,2),(1,2)}, {(1,1),(2,2), 2, D},

{(,D,(2,2),(1,2), 2, D}.
Zbyvajici relace, které jsou symetrické a nejsou tranzitivni, museji
obsahovat (1, 2), (2, 1). Pokud takovd relace obsahuje jednu z téchto
dvou usporddanych dvojic, musi obsahovat rovnéz druhou (podminka
symetrie). Kdyby neobsahovala ani jednu z téchto dvou usporddanych
dvojic, pak by ocividné byla tranzitivni. Z celkového poctu 16 relaci

na dvouprvkové mnoZing jsme tak vybrali

{(1,2), 2, D}, {(1,2), 2, D, d, D}, {(1,2), 2, 1), (2, 2)}.
Je vidét, Ze kaZda z téchto 3 relaci nenfi reflexivni, je symetrickd a neni

tranzitivni. |

1.113. Urcete pocet relaci ekvivalence na mnoZiné€ {1, 2, 3, 4}.

Reseni. Ekvivalence miizeme poéitat podle toho, kolik prvkii maj je-
jich tfidy rozkladu. Pro pocty prvki tfid rozkladu ekvivalenci na Ctyi-

prvkové mnozin€ jsou tyto moznosti:

Pocty prvkt ve tiidach rozkladu | pocet ekvivalenci daného typu
1,1,1,1 1
2,1,1 )
14
22 2 (2)
4
3.1 ()
4 1
Celkem tedy mame 15 rtiznych ekvivalenci. (I

Poznamka. Obecné pocet tiid rozkladu n-prvkové mnoziny udava

Bellovo cislo B, 4y, pro které 1ze odvodit rekurentni formuli
n

B, 1 = ") B,.
H kg)(") g 1.33

1.114. Kolik existuje relaci na n-prvkové mnoZiné?
ReSeni. Relace je libovolnd podmnoZzina kartézského soucinu
mnoZiny se sebou samou. Tento kartézsky soucin md n? prvkd, a je

C e x P c s x An?
tedy pocet vSech relaci na n-prvkové mnoZing 2. O

1.115. Kolik existuje reflexivnich relaci na n-prvkové mnoZziné?

ReSeni. Relace na mnozin& M je reflexivni, pravé kdy? je diagondlni
relace Ay = {(a, a), kde a € M} jeji podmnoZzinou. U zbylych n*—n
usporddanych dvojic v kartézském soucinu M x M mame nezdvislou
volbu, jestli dand dvojice v dané relaci bude ¢i ne. Celkem tedy mdme

2 o z . e z 7 Ve v
2" " rtiznych reflexivnich relaci na n-prvkové mnoZiné. ]

1.116. Kolik existuje symetrickych relaci na n-prvkové mnoziné?
ReSeni. Relace na mnozing M je symetrickd, pravé kdy? je jeji pro-
nik s kazdou mnozinou {(a, b), (b, a), kdea # b, a,b € M} bud
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Zde je dobré si uvédomit, Ze relace <, tj. ,,byti ostfe me-
nsi nez*, mezi redlnymi (raciondlnimi, celymi, pfirozenymi)
Cisly neni relace usporadani, protoZe neni reflexivni.

Dobrym piikladem uspofdddni je inkluze. UvaZme
mnoZinu 24 vech podmnoZin kone¢né mnoZziny A (znaceni
je specidlnim pifpadem obvyklé notace B pro mnoZinu
vSech zobrazeni z A do B; prvky mnoZiny 24 jsou tedy
zobrazeni A — {0, 1}, které "fikaji", zda urcity prvek je ¢i
neni v dané podmnoZing). Na mnoziné 24 mdme relaci C
danou vlastnosti ,,byt podmnoZzinou®. Je tedy X C Z prave,
kdyZ je X podmnoZinou v Z. Evidentné jsou pfitom splnény
vSechny tfi vlastnosti pro usporadani: skutecné, je-li X C Y
a zérovenl ¥ € X musi byt nutné mnoZiny X a Y stejné.
Je-li X C Y C Zjetaké X C Z ataké reflexivita je ziejma.

Rikdme, 7e uspofadani < na mnoZiné A je ipiné, kdyz
pro kazdé dva prvky a, b € A plati, Ze jsou srovnatelné, tj.
bud'a < b nebo b < a. V§Simnéme si, Ze ne vSechny dvojice
(X, Y) podmnoZin v A jsou srovnatelné v tomto smyslu. Pres-
néji, pokud je v A vice neZ jeden prvek, existuji podmnoZiny
XaY,kdyneniani X C Y ani Y C X.

Pripomenme rekurentni definici pfirozenych ¢&isel N =
{0,1,2,3,...}, kde

0=¢, n+1=1{0,1,2,...,n}

Na této mnoziné N definujeme relaci < ndsledovné: m <

n, pravé kdyZ m € n nebo m = n. Evidentné jde o dplné
usporadani. Napr. 2 < 4, protoze

2={0,{W}} € (0. {0}, {0, (9}}. {0, (¥}, {0, {(D}}}} = 4.

Jinak fe¢eno, samotna rekurentni definice zadava vztah n <
n + 1 a tranzitivné pak n < k pro vSechna k, kterd jsou timto
postupem definovdna pozdéji.

1.39. Rozklad podle ekvivalence. Kazda ekvivalence R na
mnoZiné A zaddvd zdrovenl rozklad mnoZiny
~../, A na podmnoZiny vzdjemné ekvivalentnich
" prvkQ, tzv. tfidy ekvivalence. Pro libovolné
a € A uvazujeme tiidu (mnozZinu) prvkd, které
jsou ekvivalentni s prvkem a, tj.

R,=1{be A;(a,b) € R}.

Casto budeme psit pro R, prosté [a], je-li z kontextu zfejmé,
o kterou ekvivalenci jde.

Zjevné R, = Ry, pravé kdyZ (a, b) € R a kazda takova
tfida ekvivalence je tedy reprezentovdna kterymkoliv svym
prvkem, tzv. reprezentantem. Zarovei R, N R, # @, pravé
kdyz R, = Ry, tj. tfidy ekvivalence jsou po dvou disjunktni.
Konecné, A = U,caR,, tj. celd mnoZina A se skute¢né roz-
loZi na jednotlivé tfidy.

Mizeme také tfidam rozkladu rozumét tak, Ze tfidu [a]
vnimame jako prvek a ,,a7 na ekvivalenci®.
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1.40. Konstrukce celych a racionélnich ¢isel. Na pfiroze-
¢ nych Cislech umime sice sCitat a vime, Ze prictenim
nuly se ¢islo nezméni. Umime i definovat odecitant,
A2 pfi ném ale jen nékdy existuje vysledek v mnoZiné

Zékladni ideou konstrukce celych ¢isel z ptirozenych je
tedy pridat k nim chybéjici rozdily. To miZeme udélat tak,
Ze misto vysledku odecitini budeme pracovat s uspordda-
nymi dvojicemi Cisel, které ndim samoziejmé vzdy vysledek
dobre reprezentuji. Zbyva jen dobie definovat, kdy jsou (z
hlediska vysledku odecitan{) takové dvojice ekvivalentni. Po-
ttebny vztah tedy je:

(a,b) ~ (d,b) < a—b=d—-b < a+b =ad'+b.

Vsimnéme si, Ze zatimco vyrazy v prostfedni rovnosti v pfi-
rozenych Cislech neumime, vyrazy vpravo uZz ano. Snadno
ovéiime, Ze skutecné jde o ekvivalenci a jeji tfidy oznacime
jako cela ¢isla Z. Na nich definujeme operaci s¢itani (a s nf i
odecitani) pomoci reprezentantli. Napf.

[(a,D)] +[(c,d)] =[(a+c,b+d)],

coZ zjevné nezdvisi na vybéru reprezentantd.

Lze si pfitom vZdy volit reprezentanty (a, 0) pro kladna
¢isla a reprezentanty (0, a) pro ¢isla zdpornd, se kterymi se
ndm bude patrné pocitat nejlépe.

Tento jednoduchy piiklad ukazuje, jak dileZité je umét
nahliZet na tfidy ekvivalence jako na celistvy objekt a sou-
stiedit se na vlastnosti téchto objektd, nikoliv formalni popisy
jejich konstrukei. Ty jsou vSak dilezité k ovéreni, Ze takové
objekty viibec existuji.

U celych ¢isel nam uZ plati vSechny vlastnosti skalart
(KG1)-(KG4) a (O1)—(04), viz odstavce [T a 3. Pro naso-
beni je neutrdlnim prvkem jednicka, ale pro vSechna Cisla a
riizn4 od nuly a jedni¢ky neumime najit &islo a ! s vlastnosti
a-a~' =1, tzn. chybi ndm inverzni prvky pro ndsobeni.

Zéroven si povSimnéme, Ze plati vlastnost oboru integrity
(OD), viz 3, tzn. je-li soucin dvou ¢isel nulovy, musi byt
alespori jedno z nich nula.

Diky posledni jmenované vlastnosti mizeme zkonstru-
ovat raciondlni ¢isla Q ptidanim vSech chybéjicich inverzi
zcela obdobnym zpidsobem, jak jsme konstruovali Z z
mnoZziny N. Na mnozin€ uspotfadanych dvojic (p, g), g # 0,
celych cisel definujeme relaci ~ tak, jak oekdvame, Ze se
maji chovat podily p/q:

(p.g)~(p.q) < pla=p/d < p-d=p"q

Opét neumime ocekdvané chovani v prostfedni rovnosti
v mnoZiné Z formulovat, nicmén€ rovnost na pravé stran¢
ano. Zjevn€ jde o dobfe definovanou relaci ekvivalence
(ovéfte podrobnosti!) a raciondlni ¢isla jsou pak jeji tiidy
ekvivalence. KdyZ budeme formélné psét p/q misto dvojic

(p, q), budeme definovat operace ndsobeni a scitani pravé
pomoci formuli, které ndm jsou jist¢ dobie znadmy.

celd dand dvouprvkova mnoZina, nebo je tento prinik prazdny. Dvou-

n

2
témito mnoZinami jesté urc¢ime prinik dané relace s diagondlni relaci

prvkovych podmnoZin mnoZiny M je ( ) a pokud kromé prtnikd s
Ay = {(a, a), kde a € M}, je timto dand relace jednozna¢né urcena.
Celkem mtZeme provést () + n nezévislych voleb mezi dvéma alter-
nativami: kazd4 mnoZzina typu {(a, b), (b, a)| kde a, b € M, a # b} je
bud podmnozZinou dané relace, nebo ani jeden z jejich prvka v dané re-
laci neleZi a kazd4 dvojice (a, a), a € M, potom také bud'v relaci leZi
nebo ne. Celkem tedy mame 2()+n symetrickych relaci na n-prvkové

mnozing. O

1.117. Kolik existuje antisymetrickych relaci na n-prvkové
mnoZzing?

ReSeni. Relace na mnoZin& M je antisymetrickd, pravé kdy? jeji pri-
nik s kaZdou mnoZinou {(a, b), (b, a)} a # b, a,b € M neni dvoj-
prvkovy (jsou tedy tfi moznosti jak prinik vypada, bud je to mnoZina
{(a, b)}, nebo {(b, a)}, nebo je prinik prazdny). Prlnik s diagondlni
relaci pak midZe byt libovolny. Uréenim téchto vSech priniki je relace
jednoznacné ur¢ena. Celkem mame 3()2n antisymetrickych relaci na

n-prvkové mnoZzing. ([

1.118. Urcete pocet relaci na mnoziné {1, 2, 3, 4}, které jsou soucasné

symetrické i tranzitivni.
1.119. Urcete pocet relaci usporadédni na tfiprvkové mnoZziné.

1.120. Urcete pocCet relaci uspotddani na mnoZiné {1, 2, 3, 4} takovych,
Ze prvky 1 a 2 jsou nesrovnatelné (tedy neplati 1 < 2 ani 2 < 1, kde

< je oznaceni uvazované relace uspotadani).

1.121. Necht pro libovolna celd ¢isla k, [ plati (k, [) € R prave tehdy,
kdyZ je ¢islo 4k — 4l celociselnym ndsobkem 7. Je takto zavedend

relace R ekvivalence, usporadani?

ReSeni. Uvédomme si, Ze dvé celd &isla jsou spolu v relaci R, pravé
kdyZ dédvaji stejny zbytek po déleni 7. Jde tedy o priklad tzv. zbytkové
tiidy celych Cisel. Proto vime, Ze relace R je relaci ekvivalence. Jeji
symetrie (napf. (3, 10), (10,3) € R, 3 # 10) pak implikuje, Ze se

nejedna o usporadani. ([

1.122. Nechf je na mnoziné N = {3,4,5,...,n,n+ 1, ...} defi-
novéna relace R tak, Ze dvé Cisla jsou v relaci, pravé kdyZ jsou ne-
soud€lnd (tedy neobsahuje-li prvociselny rozklad uvazovanych dvou
¢isel ani jedno stejné prvocislo). Zjistéte, zda je tato relace reflexivni,
symetrickd, antisymetrickd, tranzitivni.

ReSeni. Pro dvojici stejnych &isel plati, Ze (n, n) ¢ R. Nejedn se tedy

o reflexivni relaci. Byt ,,soud€lny* nebo ,,nesoudélny* pro dvojici ¢isel
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z N je zfejmé vlastnost neusporddané dvojice — nezdvisi na uve
potadi uvazovanych ¢isel, a proto je relace R symetrickd. Ze symetrie
relace R plyne, Ze nenf antisymetrickd (napf. (3, 5) € R, 3 # 5). Nebof
je R symetrickd a (n,n) ¢ R pro libovolné ¢islo n € N, volba dvou

riznych ¢isel, kterd jsou spolu v této relaci, davd, Ze R neni tranzitivni.
O
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1.41. Zbytkové tiidy. Jinym dobrym a jednoduchym pii-
3)\ kladem jsou tzv. zbytkové tiidy celych cisel.
&7

z X7

%=, Pro pevné zvolené pfirozené ¢islo k definujeme

7 ekvivalenci ~ tak, Ze dvé ¢isla a, b € Z jsou
Wiz - ekvivalentni, jestliZe jejich zbytek po déleni ¢is-
lem k je stejny. Vyslednou mnoZinu tfid ekvivalence oznacu-
jeme Zy. Nejjednodussi je tato procedura pro k = 2. To dosta-
vame Z, = {0, 1}, kde nula reprezentuje suda Cisla, zatimco
jednicka ¢isla lichd. Opét 1ze snadno zjistit, Ze pomoci repre-
zentantli miZzeme koerektné definovat ndsobeni a s¢itdni na

kazdém Zy.

Véta. Zbytkové tridy Zy jsou komutativnim télesem skaldrii
(tj. splituji i vlastnost (P) z odstavce [L3), prave kdyZ je k pr-
vocislo.

Pokud k prvocislem neni, obsahuje 7. vidy délitele nuly,
neni proto ani obor integrity.

Dtokaz. OkamZité je vidét druhé tvrzeni — jestliZe x -
y = k pro pfirozend ¢isla x, y, pak samoziejmé je vysledek
ndsobeni prislusnych tiid [x] - [y] nulovy.

Naopak, jsou-li x a k nesoudélnd, existuji podle tzv. Bez-
outovy rovnosti, kterou dovodime pozdgji (viz ??) ptirozena
¢isla a a b spliujici

ax+bk=1,
coZ pro odpovidajici tfidy ekvivalence ddva
la] - [x] +[0] = [a] - [x] = [1]

a proto je [a] inverznim prvkem k [x]. (I



KAPITOLA 1. ROZCVICKA

G. Dopliujici priklady k celé kapitole

Vidime tedy, Ze jiZ hleddni odmocnin nés nuti k roz§ifeni raciondlnich ¢isel na redlnd. Jako cviceni

si dokazZte

1.123. Nechft am jsou kladn4 cel4 &isla. Ukaite, Ze &islo 4/t je bud piirozené, nebo neni raciondlni.

1.124. Setkani se zdcastnilo Sest muzi. Pokud si vSichni navzdjem potiasli rukama, vycislete pocet

potfeseni.

Reseni. Pocet potieseni rukou ziejmé odpovida poctu zpiisobt, jak Ize vybrat neuspofddanou dvojici
ze 6 prvki, . vysledek je ¢ (6,2) = (3) = 15. O

1.125. Urcete, kolika zptlisoby lze z 15 poslancti vybrat ¢tyf¢lennou komisi, neni-1i mozné, aby jisti

2 poslanci pracovali spolu.
ReSeni. Vysledek je

() - (3) = 1287

odecteme pocet téch vybért, kdy oba zminéni poslanci budou vybréni (v takovém piipad€ vybirame

pouze 2 dalsi ¢leny komise ze 13 poslanci). O

1.126. Kolika zpisoby mizZeme rozdélit 8 Zen a 4 muze do 2 Sesti¢lennych skupin (v nichZ neroz-

liSujeme poradi — jsou neuspofddané) tak, aby v obou skupindch byl alespoil 1 muz?

Reseni. Rozd&leni 12 osob do 2 Sesti¢lennych skupin bez jakychkoli podminek je ddno libovolnym
vybérem 6 z nich do prvni ze skupin, coZ Ize provést (162) zpasoby. Skupiny ale nejsou rozliSitelné
(nevime, kterd z nich je prvni), a proto je pocet viech moznych rozdéleni § - (7). V (§) ptipadech pak
budou vsichni muzi v jedné skupiné (volime 2 Zeny z 8, které skupinu doplni). Spravna odpovéd je

tudiz

E() - () =4

O

1.127. Jaky je pocet Ctyfcifernych ¢isel sloZzenych z ¢islic 1, 3, 5, 6, 7 a9, ve kterych se Zadna z cifer

neopakuje?

ReSeni. K dispozici mdme Sest riiznych &islic. Ptame se: Kolik riiznych uspofadanych étvefic z nich
muzeme vybrat? Vysledek je proto v (6,4) =6-5-4 -3 = 360. ([

1.128. Reckd abeceda se sklddd z 24 pismen. Kolik riznych slov majicich pravé pét pismen z ni 1ze

utvorit? (Bez ohledu na to, zda tato slova maji néjaky jazykovy vyznam.)

ReSeni. Pro kazdou z péti pozic ve slové mame 24 moZnosti, nebot pismena se mohou opakovat.
Vysledek je tedy V (24, 5) = 24°. ([
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1.129. K vytrvalostnimu zavodu, v némZ béZci vybihaji jeden po druhém s danymi ¢asovymi od-
stupy, se ptihlasilo k zdvodnikl, mezi nimi také tfi kamaradi. Stanovte pocet startovnich listin, v rdmci

kterych zadni dva z trojice kamaradi nestartuji t€sné po sob€. Pro jednoduchost uvazujte k > 5.

ReSeni. Ostatnich k —3 zdvodniké miZzeme sefadit (k —3)! zptisoby. Pro uvaZované ti kamarady pak
mdme k — 2 mist (zacdtek, konec a k — 4 mezer), na které je miZeme rozmistit v (k — 2, 3) zplsoby.

Podle (kombinatorického) pravidla soucinu je tak vysledek

k=3 (k=2) - k=3)-(k—4) =Gk —2)!-(k—3)-(k—4).

0

1.130. Turnaje se zucastni 32 lidi. Podle pozadavkt organizatorti se musi libovolnym zpdsobem
rozdélit do ¢tyf skupin tak, aby prvni skupina méla 10 ucastniki, druhd 8, tieti také 8 a posledni

¢tvrtd potom 6. Kolika zplisoby se mohou takto rozdélit?

ReSeni. MiiZeme si predstavit, Ze z 32 ti¢astnikd vytvoifme fadu, kdy prvnich 10 utvoii prvni skupinu,
dalSich 8 druhou atd. Celkem miZeme ucastniky setfadit 32! zptisoby. Uvédomme si ovSem, Ze na
rozdé€leni do skupin nema vliv, kdyz zaménime poradi osob, které patii do stejné skupiny. Proto je

pocet navzdjem rtznych rozdéleni roven

P (10,8,8,6) = 15ramcre-

O

1.131. Je potieba ubytovat 9 osob v jednom Ctyflizkovém, jednom tfiliZkovém a jednom dvoultiz-

kovém pokoji. Zjistéte, kolika zplsoby to 1ze provést.

ReSeni. Jestlize napf. hostim ve &tyilizkovém pokoji, piifadime &islici 1, v tiflizkovém pokoji &isli-

ci 2 a v dvoultizkovém ¢&islici 3, pak vytvaiime permutace s opakovanim ze tif prvkd 1, 2, 3, v nichz

jednicka se vyskytuje Ctyfikrat, dvojka tfikrat a trojka dvakrat. Prislusny pocCet permutaci je
P(4,3,2) = ;95 = 1260.

O

1.132. Urcete pocet zpiisobd, jak Ize rozdélit mezi tii osoby A, B a C 33 riznych minci tak, aby
osoby A a B mély dohromady pravé dvakrat vice minci, neZ mé osoba C.

ReSeni. Ze zadini vyplyvi, Ze osoba C m4 obdrZet 11 minci. To lze provést (ﬁ) zpisoby. Kazdou
ze zbyvajicich 22 minci miiZe ziskat osoba A nebo B, coz dévé 222 moZnosti. Z (kombinatorického)

pravidla soucinu plyne vysledek (ﬁ) 2%, g

1.133. Kolika zplisoby miiZete mezi 4 chlapce rozdélit 40 stejnych kulicek?

ReSeni. Pfidejme ke 40 kulickam troje zdpalky. Poskladame-li kuli¢ky a zdpalky do fady, rozdéli
zapalky kulicky na 4 tdseky. Ndhodné sefadme chlapce. Dadme-li prvnimu chlapci vSechny kulicky
z prvniho dseku, druhému chlapci vSechny kulicky z druhého useku atd., je jiz vidét, Ze vSech roz-
délen je pravé (%) = 12341 O
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1.134. Podle kvality délime vyrobky do skupin 1, I 1, I11, I V. Zjistéte poCet v§ech mozZnych roz-

déleni 9 vyrobki do téchto skupin, ktera se 1is{ poctem vyrobki v jednotlivych skupinich.

ReSeni. Zapisujeme-li pfimo uvazované deviti¢lenné skupiny z prvka I, I1, I11, IV, vytviiime

kombinace s opakovanim devaté tfidy ze Ctyf prvkd. Pocet takovych kombinaci je (192) = 220. (]

1.135. Kolika zpisoby mohla skoncit tabulka prvni fotbalové ligy, vime-li o ni pouze, Ze alespoii

jeden z tymt z dvojice Ostrava, Olomouc je v tabulce za tymem Brna (ligu hraje 16 muZstev).

ReSeni. Nejprve uréime tfi mista, na kterych se umistily celky Brna, Olomouce a Ostravy. Ty lze
vybrat ¢(3,16) = (') zptisoby. Z Sesti moznych pofadi zminénych tff tymi na vybranych tech
mistech vyhovuji podmince ze zadani Ctyfi. Pro libovolné potadi téchto tymt na libovolné vybranych
trech mistech pak miZeme nezavisle volit pofadi zbylych 13 tymi na ostatnich mistech tabulky. Podle

pravidla soucinu je tedy hledany pocet tabulek roven

1
(36> -4 - 13! = 13948526592000.

1.136. Kolik je moZnych uspotadani (v fadé€) na fotce volejbalového tymu (6 hrach), kdyz

i) Gouald a Bamba chtéji stat vedle sebe
ii) Gouald a Bamba chté&ji stit vedle sebe a uprostfed

iii) Gouald a Kamil nechtéji stdt vedle sebe
Reseni.
i) Goualda a Bambu miiZeme v tomto pfipad€ pocitat za jednoho, rozli§ime jen jak stoji vza-

jemné. Mame 2.5! = 240 poradi.

ii) Tady je to podobné,jen pozice Goualda a Bamby je pevn¢ dand. Dostdvame 2.4! = 48
moZnosti.

iii) Nejjednodussi je asi odecist pripady, kdy stoji vedle sebe (viz (i)) od vSech poradi. Dosta-
neme 6! — 2.5! = 720 — 240 = 480.

1.137. Hazeni minci. Sestkrat hodime minci.

i) Kolik je vSech riznych posloupnosti panna, orel
ii) Kolik je takovych, Ze padnou pravé Ctyfi panny.
iii) Kolik je takovych, Ze padnou aspoini dvé panny.

1.138. Kolik existuje presmycek slova BAZILIKA takovych, Ze se v nich stfidaji souhldsky a sa-
mohléasky?

ReSeni. ProtoZe souhldsky i samohldsky jsou v daném slové Ctyfi, tak se v kaZdé takové pre-
smycce stfidaji pravidelné souhldsky a samohldsky. Slovo tedy miZe byt typu BABABABA
nebo ABABABAB. Na danych ¢tyfech mistech mizeme pak samohldsky permutovat mezi sebou

(P,(2,2) = % zplsoby) a nezdvisle na tom i souhldsky (4! zptisoby). Hledany pocet je pak dle
pravidla soucinu 2 - 4! - % = 288. ([
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1.139. Kolika zptisoby lze rozdélit 9 dévcat a 6 chlapcii do dvou skupin tak, aby kazda skupina

obsahovala alesponi dva chlapce?

ReSeni. Rozdélime zvlast déveata a chlapee: 2°(2° — 7) = 12800. O

1.140. Materidl je tvofen péti vrstvami, kazda z nich ma vldkna v jednom z danych Sesti smérd.

Kolik takovych materidld existuje? Kolik je jich takovych, Ze dvé sousedni vrstvy nemaji vladkna ve

stejném sméru?

ReSeni. 6°a6-5°. 0

1.141. Na kruzZnici stoji n pevnosti (n > 3), ofislovanych po fad¢€ ¢isly 1,..., n. V jeden okamzik

>z, ' kazda vystieli na jednu ze dvou sousednich (pevnost 1 sousedi s pevnosti n). Oznaéme P (n)
oy 4
A

g “ g2/
% pocet moznych vysledku stielby (za vysledek stfelby povazujeme mnoZinu cisel praveé téch
Q

Dokazte, Ze P(n) a P(n + 1) jsou nesoudé€lnd.

ReSeni. Ozna¢ime-li zasazené pevnosti Cernym koleckem a nezasazené bilym, tloha je ekvivalentni
tloze urcit pocet vSech moZnych obarveni n kolecek, umisténych na kruZnici, Cernou a bilou barvou
tak, aby nebyla Zddna dvé bild kolecka ,,objedno®. Pro lichd n je tento pocet roven poctu K(n) obar-
veni ¢ernou a bilou barvou tak, aby Zddna dvé bild kolecka nestdla vedle sebe (pfecislujeme pevnosti
tak, Ze zatneme u kolecka 1 a ¢islujeme poporadé vzestupné po lichych Cislech a poté vzestupné po
sudych). V piipadé sudého 7 je tento pocet roven K(n/2)?, kvadritu poétu obarveni n/2 koledek na
obvodu kruhu tak, aby Zadna dvé bild nestéla vedle sebe (barvime nezavisle kolecka na lichych a na
sudych pozicich).

Pro K(n) snadno odvodime rekurentni formuli K(n) = K(n — 1) + K(n — 2). Navic snadno
spocteme, 7e K(2) = 3, K(3) = 4, K(4) = 7,tedy K(2) = F(4) — F(0), K(3) = F(5) — F(1),
K(4) = F(6) — F(2) aindukci snadno dokdzeme K(n) = F(n+2) — F(n—2),kde F(n) znaci n-ty
¢len Fibonacciho posloupnosti (F(0) = 0, F(1) = F(2) = 1). Navic protoZe (K(2), K(3)) = 1,
mdme pro n > 3 obdobné jako u Fibonacciho posloupnosti

(K(n), K(n — 1)) = (K(n) —K(n —1),K(n —1)) =
=Kn-2),Kn—-1)=---=1.

UkaZeme nyni, Ze pro kazdé sudé n = 2a je P(n) = K(a)? nesoudéIné jak s P(n + 1) =
KQRa+ 1),taks P(n — 1) = K(2a — 1). K tomu sta¢i ndsledujici: pro a > 2 je totiZ

(K(a), K2a+1)) = (K(a), FQ)KQRa) + F(H)KQRa — 1)) =

= (K(a), F@)KQRa—-1)+FQ2)KQ2a—-2)=...

= (K(a),Fla+ 1K@+ 1)+ F(a)K(a)) =

= (K@), Fa+1)=(F@+2)-Fa-2),Fa+1)=

= (Fa+2)—F@a+1)—F@a—-2),Fa+1)=

= (Fla)—F@—-2),F@a+1)=

= (Fla—-D,Fla+1)=(F@—-1),F)=1

(K(a), K2a — 1)) = (K(a), FQ)KQa —2) + F(1)KQ2a — 3)) =
= (K(a), F3)KQ2a—-3)+ F(2)KQ2a —4)) =

48
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= ...= (K@), F(@K(a)+ Fa—-1)Ka—-1)) =

= (K@), Fla—1)=(Fla+2) —Fa-2),Fa-1)) =
= (Fa+2) - F(a), Fla—1)) =

= (F@a+2)—Fa+1),Fa-1)=(F(@),Fla—1))=1.

Tim je tvrzeni dokdzédno. U
1.142. Kolik penéz naspofim na stavebnim spofeni za pét let, vkladam-li 3000 K¢ mésicné (vzdy

k 1. v mésici), vklad je drocen ro¢ni drokovou mirou 3% (roceni probihd jednou za rok) a od stitu

obdrzim ro¢né piispevek 1500 K¢ (statni piispévek se pripisuje vZdy az 1. kvétna nésledujiciho roku)?

ReSeni. Ozna¢me mnozZstvi naspofenych penéz po n-tém roce jako x,,. Potom dostdvame (pro n > 2)

ndsledujici rekurentni formuli (navic pfedpokldddme, Ze kazdy mésic je presné dvandctina roku)

Xp1 = 1,03(x,) + 36000 + 1500+

11 1
.03 4+ — 4. —
0,03 3000( +12+ +12)+

uroky z vkladi za aktudlni rok

2
+ 0,03-5-1500 =

[ —
urok ze stitniho ptispévku pripsaného v aktudlnim roce

=1, 03(x,) + 38115.

Tedy

n—2
x, = 38115 2(1, 03)" + (1, 03)" 'x; + 1500,
=0

pricemz x; = 36000 + 0, 03 - 3000 (1 + 13 + - - - + 75) = 36585, celkem

(1,03)* — 1

x5 = 38115 ( ) + (1, 03)* - 36585 + 1500 = 202136.

’

O

1.143. Poznamka. Ve skutecnosti uroceni probiha podle poctu dni, které jsou penize na dctu. Ob-
starejte si skutecny vypis ze stavebniho spofeni, zjistéte si jeho troceni a zkuste si spocitat pripsané
uroky za rok. Porovnejte je se skute¢né pfipsanou sumou. Pocitejte tak dlouho, dokud sumy nebudou

souhlasit ...

1.144. Na kolik maximalné ¢asti déli rovinu n kruZnic?
ReSeni. Pro maximalni pocet p,, oblasti, na které déli rovinu kruZnice odvodime rekurentni vzorec

DPntl = Pp +2n.

s s

Vsimnéme si totiz, Ze (n + 1)-ni kruZnice protind n pfedchozich maximalné v 2n prisecicich (a tato

situace skute¢né€ muZe nastat).
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N ' -
(?(\&cx\(\k( et krganiee

Navic ziejmé p; = 2. Pro pocet p, tedy dostdvame

Pn=Pact +200— D) =pa+2(n—2)+2(n—1) =...
n—1

:p1+22i:n2—n+2.
i=1

1.145. Na kolik nejvyse ¢asti d€li tiifrozmérny prostor n rovin?

ReSeni. Ozna¢me hledany poet r,. Vidime, Ze ry = 1. Podobné jako piikladu (I39) uvazujme,
Ze mame v prostoru z rovin, ptidejme jednu dalsi a ptejme se, kolik nejvyse ¢asti prostoru pfibude.
Opét to bude presné tolik, kolika plivodnimi ¢dstmi prostoru pridand rovina prochdzi. Kolik to miize
byt? Pocet ¢asti prostoru, kterymi (n + 1)-ni rovina prochdzi je roven poctu ¢asti, na které je pridana
(n + 1)-ni rovina rozdélena prisecnicemi s n rovinami, které v prostoru jiz byly rozmistény. Téchto

&asti vsak miiZe byt podle predchoziho piikladu nejvyse 1/2 - (n> + n + 2), dostdvame tak rekurentni

formuli
n?+n+2
r,,+1:r,,+T.
Danou rovnici opét miizeme vyfeSit pfimo:
+(n—1)2+(n—1)+2 n>—n+2
m = TFp— =r,- —_— =
: 2 : 2
nm—12>—-m—-1D+2 n*>—n+2
- rn—2+ 7 + ) =
n -1 n m-1
= Fpat— = 14+1=
r 2+2+ > > + 1+
n m-1D> m-3? n -1 ®m-2)
R T S A T T R B
+14+14+1=

= mnd YR Y Y I =
i=1 i=1 i=1

nn+1)2n+1) B nin+1) n

= 1
+ 12 4
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n*+6n+5
6 9

kde jsme pouZili zndmého vztahu

z":iz _nn+1Q2n+1)
= . ,
i=1

ktery 1ze snadno dokdzat matematickou indukci.

1.146. Na kolik maximdlné ¢asti d€li trojrozmérny prostor n kouli?

1.147. Na kolik ¢asti déli prostor n navzdjem rtznych rovin, které vSechny prochazi jednim danym
bodem?

ReSeni. Pro hledany pocet x, odvodime rekurentni formuli
Xp = Xp—1 + 2(” - 1)’

dale x; = 2, tedy
X, =nn—1)4+2.

O

1.148. Z bali¢ku 52 karet ndhodné€ vybereme 16 karet. Vyjadfete pravdépodobnost, Ze vybereme
pravé 10 Cervenych a 6 cernych karet.

ReSeni. Nejdiive si uvédomme, Ze nemusime zohlediiovat potfadi vybéru karet. (Ve vysledném

zlomku bychom usporadané vybéry ziskali tak, Ze bychom ¢islem 16! vyndsobili Citatele i jmeno-

vatele.) Pocet vSech moznych (neuspofddanych) vybérd 16 karet z 52 je (?é) Podobné je pocet vSech

26
10

10 karet z 26 ¢ervenych a 6 karet z 26 ¢ernych, uZiti (kombinatorického) pravidla soucinu dava vysle-
dek

mozZnych vybéra 10 karet z 26 roven ( ) a 6 karet z 26 pak (266). Nebof vybirdme nezavisle na sobé

G9-C9) -
) 0, 118.

O

1.149. V urné je 7 bilych, 6 Zlutych a 5 modrych kouli. Vylosujeme (bez vraceni) 3 koule. Urcete
pravdépodobnost, Ze prave 2 jsou bilé.

ReSeni. Celkem médme (7+§’+5) zpisobt, jak lze vybrat 3 koule. Vylosovat pravé 2 bilé umoZziiuje

(;) vybéri bilych a soucasné (111) vybéri zbylé (teti) koule. Podle pravidla soucinu je tak pocet zpi-

sobii, jak Ize vylosovat pravé 2 bilé, roven (]) - (). Odsud jiz plyne vysledek

:
QL = () 283,
(3)
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1.150. Z karetni hry o 108 kartach (2 x 52 + 4 Zolici) bez vraceni vybereme 4 karty. Jaka je prav-

dépodobnost, Ze asporii jedna z nich je eso nebo Zolik?

ReSeni. Lehce miiZzeme urdit pravdépodobnost opaéného (komplementirniho) jevu znamenajiciho,
Ze ve vybrané Ctvefici nenf Zddna z 12 uvaZovanych karet (8 es a 4 Zolikti). Tato pravdépodobnost je
ddna pomérem poctu vybérl 4 karet z 96 a poc¢tu vybért 4 karet ze 108, tj. je rovna (946) / (128). Opacny
jev ma tudiZ pravdépodobnost

96
1 — L) =0 380,

(%)
O

1.151. Pfi hazeni kostkou padla jedenactkrat po sobé Ctyrka. Uvedte pravdépodobnost, Ze padne

podvandcté.

ReSeni. Predchozi vysledky (podle nasich piedpokladi) nijak neovliviiuji, co padne na kostce pfi
dalSich hodech. Proto je hledand pravdépodobnost 1/6. g

1.152. Z balic¢ku 32 karet ndhodn€ vypadne 6 karet. Jaka je pravdépodobnost, Ze jsou vSechny téze
barvy?

ReSeni. K tomu, abychom ziskali vysledek

8
o) =9 234104,
()

staci nejprve zvolit jednu ze 4 barev a uvédomit si, Ze existuje (2) zplsobt, jak vybrat 6 karet z 8 této

barvy. U

1.153. Tr¥i hraci dostanou po 10 kartach a 2 zbudou (z balicku pfipraveného na marias nebo prsi —

to, Ze zbyla dvé esa?

ReSeni. ProtoZe pravdépodobnost, Ze n&jaky z hradt dostane uvedené tfi karty, je rovna hodnoté
29
30,
(io)
zatimco pravdépodobnost, Ze zbudou dvé esa, je rovna &islu
()
S
(10) (%)

lze Gpravou obou jejich stran, kdy opakovanym kracenim (po vyjadfeni kombinacnich ¢isel dle defi-

>

nice) lehce dostaneme 6 > 1. ]

1.154. Hodime n kostkami. Jaka je pravdépodobnost, Ze mezi Cisly, kterd padnou, nebudou hodno-
ty1,3a6?

Reseni. Ulohu mizeme preformulovat tak, Ze n-krat po sob& hodime 1 kostkou. Pravdépodobnost,
Ze pfi prvnim hodu nepadne 1, 3 nebo 6, je 1/2. Pravdépodobnost, Ze pfi prvnim a druhém hodu
nepadne 1, 3 ani 6, je zjevné 1/4 (vysledek prvniho hodu neovliviiuje vysledek druhého). Vzhledem
k tomu, Ze jev urceny vysledkem jistého hodu a jakykoli jev uréeny vysledkem jiného hodu jsou vzdy
(stochasticky) nezdvislé, hledand pravdépodobnost je 1/2". O
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1.155. Dva pratelé€ stiileji nezavisle na sobé do jednoho terée, kazdy po jednom vystielu. Pravdépo-
dobnost zdsahu terce pro prvniho je 0, 4, pro druhého je 0, 3. Naleznéte pravdépodobnost P jevu, Ze

po stielbé bude v terci pravé jeden zdsah.

Reseni. Vysledek stanovime tak, 7e se¢teme pravdépodobnosti téchto dvou nesluéitelnych jevi: trefil
se prvni stfelec a druhy nikoli; prvni stielec minul, zatimco druhy ter¢ zasahl. Pfi nezavislosti jevt
(ktera se zachovava také tehdy, kdyZ uvazujeme komplementy nekterych z jevt) je pravdépodobnost

spole¢ného nastoupeni ddna soucinem pravdépodobnosti jednotlivych jevi. UZitim toho dostivame

P=0,4-1-0,3)+(1-0,4)-0,3=0,46.

0

1.156. Dvanéactkrat po sobé hazime tfemi mincemi. Jaka je pravdépodobnost, Ze alespoii v jednom

hodu padnou tfi lice?

ReSeni. Uvazime-li, Ze pii opakovani téhoZ pokusu jsou jednotlivé vysledky nezavislé, a oznac¢ime-li

proi € {1, ..., 12} jako A; jev ,,pfi i-tém hodu padly tfi lice®, ur¢ujeme

12
P (U Ai) =1—-(0-=P(A))- (1= P(A2)---(1 - P(A)).
i=1

Prokazdéi € {l1,..., 12} je vSak P(A;) = 1/8, nebof na kazdé ze ti{ minci padne lic s pravdépo-
dobnosti 1/2 nezavisle na tom, zda na ostatnim mincich padl lic, pfip. rub. Nyni jiZ midZeme napsat

vysledek

=®"
O

1.157. Z deseti karet, z nichZ pravé jedna je eso, namatkou vybereme kartu a vratime ji zpét. Koli-
krat takovy vybér musime provést, aby pravdépodobnost, Ze aspoii jednou vybereme eso, byla vétsi
nez 0, 9?

ReSeni. Oznaéme A; jev ,,pfi i-tém vyb&ru bylo vytaZeno eso“. Nebot jednotlivé jevy A; jsou (sto-

chasticky) nezdvislé, vime, Ze
P (Q Ai) =1-(1—=P(A)) - (1= P(A))---(1—-P(A)
pro kazdé n € N. Pfipo;neﬁme, 7e hleddme n € N takové, aby platilo
P (LnJl A,~> =1-(1—=P(A)) - (1 —=P(A))---(1—-P(A)) >0,09.

Ztejmé je P(A;) = 1/10 pro libovolné i € N. Proto staci vyfeSit nerovnici

9 n
1-(5) >0,9,
ze které lze vyjadrit
log, 0,1
n> e 00 kdea > 1.
Vy¢islenim potom zjistime, Ze dany pokus musime provést alesponi dvaadvacetkrat. ([
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1.158. Texas hold’em. Nyni spocitejme n¢kolik jednoduchych tdloh tykajicich se populdrni karetni

hry Texas hold’em, jejiZ pravidla zde nebudeme uvéadét (pokud je tendf neznd, snadno je dohledd na

internetu). Jak4 je pravdépodobnost, Ze

i)
ii)
iii)

iv)

Reseni.

54

i)

ii)

iii)

jako startovni kominaci dostanu dvojici stejnych symbolG?

ve své startovni dvojici karet budu mit eso?

na konci budu mit jednu z Sesti nejlepSich kombinaci karet?

vyhraji, pokud drZim v ruce eso a trojku (libovolné barvy), na flopu je eso a dve dvojky a
na turnu je tfeti trojka a vSechny tyto ¢tyfi karty maji riiznou barvu? (posledni karta river

jesté neni otoCena)

Pocet riiznych symbolil je 13 a jsou vZdy ctyfi (pro kaZdou barvu jeden). Proto je pocet

dvojic se stejnymi symboly 13(3) = 78. Pocet viech moznych dvojic je ('3*) = 1326.

2
Pravdépodobnost stejnych symbolt je tedy % =0, 06.

Jedna karta je eso, to jsou Ctyfi moZnosti a druhd je libovolnd, to je 51 moZnosti. Dvojice s
ob&ma esama, kterych je (;‘) = 6 jsme ale takto zapocitali dvakrit. Dostdvdme tedy 4.51 —
6 = 198 dvojic a pravdépodobnost je % =0, 15.

Spocitdme pravdépodobnosti jednotlivych nejlepsich kombinaci:

ROYAL FLUSH: Takové kobinace jsou zifejmé jen Ctyfi - pro kazdou barvu jedna. VSech
kombinaci péti karet je (%) = 2598960. Pravdépodobnost je tak rovna asi 1, 5.107°. Hodné
mala :)

STRAIGHT FLUSH: Postupka, kterd konc¢i nejvy3si kartou v rozmezi 6 aZ K, tj. 8§ moZnosti
pro kaZdou barvu. Dostdvdme % =1,2.1075.

POKER: Ctyfi stejné symboly - 13 moZnosti (pro kazdy symbol jedna). P4t karta miZe byt
libovolnd, to znamen4 48 moZnosti. Odtud: 302 = 2,4.107%,

FULL HOUSE: Tii stejné symboly 13(3) = 52 moZnosti a k tomu dva stejné symboly je
12(3) = 72 moZnosti. Pravdépodobnost je sarets = 1,4.1073.

FLUSH: VSech pét karet stejné barvy znamend 4(153) = 5148 mozZnosti a pravdépodobnost
je pak 285 = 21073,

STRAIGHT: Nejvyssi katrta postupky je v rozmezi 6 aZ A, tj. 9 moZnosti. Barva kazdé karty
je pak libovoln4, tj. dohromady 9.4° = 9216 moznosti. Zde jsme ale zapocitali jak straight
flush, tak i royal flush. Ty je potfeba odecist.

Pro zjisténi pravdépodobnosti néjaké z Sesti nejlepsich kombinaci to ale ani nemusime délat,
jen prvni dvé kombinace nezapoéteme. Celkové tedy dostdvame pravdépodobnost zhruba
3,510 42107 +1,4.107° +2,4.107* = 7, 14.107°.

Evidentné je situace hodné¢ dobrd a proto bude leps$i spocitat nepriznivé situace, tj. kdy bude
mit souper lepsi kombinaci. J4 mam v tuto chvili full house ze dvou es a tif dvojek. Jedina

kombinace, kterd by mmé& mohla porazit v tuto chvili je bud’ full house ze tfi es a dvou dvojek

nebo dvojkovy poker. To znamen4, Ze soupert by urcité musel drZet eso nebo posledni dvojku.

Pokud drZi dvojku a libovolnou jinou kartu, pak urcité vyhraje bez ohledu na kartu na riveru.

Kolik je moZnosti pro tuto kartu ke dvojce? 3 +4 + - - - + 4 4+ 2 = 45 (jednu trojku a dvé
esa uz mit v ruce nemize). Vcech zbylych kombinaci je (426) = 1035 a pravdépodobnost

takové prohry je tak 0,043. Pokud drZi v ruce eso, pak se miiZe stat nasledujici. Pokud drzi
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(zbyld) dvé esa, tak opét vyhraje, pokud na riveru neptijde dvojka - pak by byl split poker.
43
"44
eso a né&jakou jinou kartu, neZ 2 a A, tak nasleduje remiza bez ohledu na river. Celkova

Pravdépodobnost (podminénd) mé prohry je tedy ﬁ = 103. pokud dr soupef v ruce

pravdépodobnost vyhry je tak skoro 96 %.

O

1.159. Zjistéte pravdépodobnost, Ze pii hodu dvéma kostkami padla alespoii na jedné kostce Ctytka,

jestlize padl soucet 7.

ResSeni. Piiklad fesime pomoci klasické pravdépodobnosti, kdy podminku interpretujeme jako ziZen{
pravdépodobnostniho prostoru. Ten mé vzhledem k podmince tedy 6 prvkd, z ¢ehoZ pravé 2 jsou

priznivé vySetfovanému jevu. Spravna odpoveédje 2/6 = 1/3. U

1.160. Hodime dv&€ma kostkami. Uréete podminénou pravdépodobnost, Ze na prvni kostce padla
pétka za podminky, Ze padl soucet 9. Na zdklad€ tohoto vysledku rozhodnéte o nezavislosti jevl ,,na

prvni kostce padla pétka“ a ,,padl soucet 9.
ReSeni. Ozna¢ime-li jev ,.,na prvni kostce padla pétka“ jako A a jev ,,padl soucet 9“ jako H, pak plati

P(A|H) = 2560 = zgl: =1
Uvédomme si, Ze soucet 9 mliZzeme ziskat tak, Ze na prvni kostce padne 3 a na druhé 6, na prvni 4 a na
druhé 5, na prvni 5 a na druhé 4 nebo na prvni 6 a na druhé 3. Z té€chto Ctyt (stejné pravdépodobnych)
vysledkl jevu A vyhovuje pravé jeden. ProtoZe pravdépodobnost jevu A je oCividné 1/6 # 1/4,

nejsou uvedené jevy nezavislé. O

1.161. Mc¢jme balicek 32 karet. Vytdhneme-li dvakrét po jedné karté, naleznéte pravdépodobnost,
Ze druha taZena karta bude eso, kdyZ prvni kartu vratime, a také tehdy, kdyz ji do balicku nevratime

(druhou kartu potom vybirdme z balicku 31 karet).

ReSeni. Pokud kartu do balicku vritime, zjevn& opakujeme pokus, ktery ma 32 moZnych (stejn& prav-
dépodobnych) vysledki, pficemz pravé 4 z nich vyhovuji ndmi uvazovanému jevu. Vidime, Ze tomto
pripade¢ je hledand pravdépodobnost 1/8. Ve druhém piipad€, kdy prvni kartu do balicku nevratime, je
ovsem hledand pravdépodobnost stejnd. Postacuje napt. uvazit, Ze pri vytazeni postupné vSech karet je
pravdépodobnost vytazeni esa jako prvni karty totozna s pravdépodobnosti, Ze druhd vytaZzena karta
bude eso. Pochopitelné bylo mozné vyuZit toho, Ze mdme zavedenu podminénou pravdépodobnost.

Tak bychom mohli obdrZet

4 3
33T

@8
rjoo
S

w
oo|—

O

1.162. UvaZujme rodiny se dvéma détmi a pro jednoduchost pfedpokladejme, Ze vSechny moZnosti
v mnozing Q = {kk, kh, hk, hh}, kde k znali ,kluk* a h znamend ,,holka* pti zohlednéni stafi déti,

jsou stejné pravdépodobné. Zavedime ndhodné jevy
H, —rodina md kluka, A; —rodina ma 2 kluky.
Vypoctéte P (A(|Hy).

Podobné uvaZzujme rodiny se tremi détmi, kdy je
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Q = {kkk, kkh, khk, hkk, khh, hkh, hhk, hhh}.
Jestlize
H, —rodina m4 kluka i holku, A, —rodina m4 nejvyse jednu holku,
rozhodnéte o nezdvislosti ndhodnych jevi A, a H,.
Reseni. UvdZenim, které ze Gtyf prvk mnoZiny 2 (ne)vyhovuji jevu A, resp. H, lehce ziskavdme

— PAINH) _ P(A) _
P AN = =53y = By =

1
3

AU—

Déle mame zjistit, zda plati

P (AN Hy) =P (Ay)- P (Hy).
Opét si staci pouze uvédomit, Ze jevu A, vyhovuji prave prvky kkk, kkh, khk, hkk mnoZiny €2, jevu H,
prvky kkh, khk, hkk, khh, hkh, hhk a jevu Ay N H, prvky kkh, khk, hkk. Odtud plyne

P(AyNH) =3 =5 -5=P(A) P(H),

coZ znamend, Ze jevy A, a H, jsou nezdvislé. g

1.163. Pétkrit jsme hodili minci. Pokud padl lic, dali jsme do klobouku bilou kuli¢ku. KdyZ padl
rub, dali jsme do téhoz klobouku kuli¢ku ¢ernou. Vyjadiete pravdépodobnost, Ze v klobouku je vice

¢ernych kulic¢ek neZ bilych, je-li v klobouku alespoii jedna ¢ernd kulicka.

ReSeni. Zavedme jevy

A — v klobouku je vic Cernych kulicek neZ bilych,

H — v klobouku je aspoii jedna ¢erna kulicka.

Chceme stanovit P (A|H). Uvédomme si, Ze pravdépodobnost P (H C) opacného jevu k jevu H je 27>
a Ze pravdépodobnost jevu A je stejnd jako pravdépodobnost P (AC) jevu opacného (v klobouku je
vic bilych kuli¢ek). Nutné tedy P(H) = 1 — 27>, P(A) = 1/2. Dile je P(A N H) = P(A), nebof
jev H obsahuje jev A (jev A ma za dtsledek jev H). Celkem jsme obdrzeli

(o)

1
plaim = 2t = =
—\2

W
—_

O

1.164. 'V osudi je 9 Cervenych a 7 bilych kouli. Postupné vytahneme 3 koule (bez vraceni). UrCete

pravdépodobnost, Ze prvni dvé budou Cervené a tieti bila.

ReSeni. Pfiklad budeme fesit pomoci véty o nisobeni pravdépodobnosti. Nejprve pozadujeme vy-
tazeni Cervené koule, coZ se podaii s pravdépodobnosti 9/16. Pokud byla poprvé vytaZena Cervend
koule, pfi druhém tahu vytdhneme znovu ¢ervenou kouli s pravdépodobnosti 8/15 (v osudi je 15 kou-
Ii, z toho 8 Cervenych). Kone¢né, pokud byla dvakrat vytaZzena Cervena koule, pravdépodobnost, Ze

potom bude vytaZena bila, je 7/14 (v osudi je 7 bilych kouli a 7 Cervenych kouli). Celkem dostdvdme
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1.165. 'V osudi je 10 kouli, a to 5 Cernych a 5 bilych. Postupné budeme losovat po jedné kouli,
pficemz vytaZenou kouli nevritime zpét. Stanovte pravdépodobnost, Ze nejprve vytdhneme bilou,

poté Cernou, pak bilou a v poslednim ¢tvrtém tahu opét bilou kouli.

ReSeni. PouZijeme vétu o nasobeni pravdépodobnosti. V prvnim tahu vytihneme bilou kouli s prav-
dépodobnosti 5/10, poté Cernou s pravdépodobnosti 5/9, ndsledné bilou s pravdépodobnosti 4/8 a na
zavér bilou s pravdépodobnosti 3/7. Dohromady to dava

O

1.166. Z balicku 32 karet ndhodné vybereme Sestkrit po sobé po jedné karté, a to bez vraceni.
Spoctéte pravdépodobnost, Ze prvni kral bude vybran az pfi Sestém vybéru.

ReSeni. Podle véty o ndsobeni pravdépodobnosti je vysledek

2827 2625 24 4 -
B.7.8.5.2. 420,072

O

1.167. Jakd je pravdépodobnost, Ze soucet dvou ndhodné zvolenych kladnych ¢isel mensich nez 1
bude mensi nez 3/7?

ReSeni. Je vidét, e jde o jednoduchy piiklad na geometrickou pravdépodobnost, kdy jako zdkladni
prostor Q2 se nabizi ¢tverec s vrcholy [0, 0], [1, 0], [1, 1], [0, 1] (volime dvé ¢isla mezi 0 a 1). Zajima
nds pravdépodobnost jevu uddvajiciho, Ze pro ndhodné zvoleny bod [x, y] v tomto ¢tverci bude platit
x +y < 3/7; tj. pravdépodobnost toho, Ze zvoleny bod se bude nachdzet uvnitf trojihelniku A
s vrcholy [0, 0], [3/7, 0], [0, 3/7]. Nyni jiZ snadno vyc¢islime

2
3
Cwia_ ()
P(A)_ :/,819 - 1 — 08

0

1.168. Necht je ndhodné rozlomena ty¢ na tfi ¢asti. Stanovte pravdépodobnost, Ze délka druhé (pro-
stfedni) ¢asti bude vétsi nez dvée tretiny délky tyce pfed jejim rozlomenim.

ReSeni. Nejprve si oznaéme délku uvazované ty&e jako d. Rozlomeni tyée ve dvou mistech je ddno
volbou bodd, kde ji zlomime. Ozna¢me jako x bod, ve kterém je prvni (napf. blize néjakému pied-
métu) zlom, a jako x + y bod, ve kterém je druhy zlom. To ndm fikd, Ze za zédkladni prostor lze
povaZovat mnozinu {[x, y]; x € (0,d),y € (0,d — x)}, tj. trojihelnik s vrcholy v bodech [0, 0],
[d, 0], [0, d]. Délka prostfedni ¢asti je diana hodnotou y. PoZadavek ze zadani lze nyni zapsat v jedno-
duchém tvaru y > 2d/3, coz odpovida trojihelniku s vrcholy [0, 2d/3], [d/3, 2d/3], [0, d]. Obsahy
uvazovanych pravoudhlych rovnoramennych trojihelnikt jsou d?/2 a (d/3)?/2, a proto je hledand

pravdépodobnost

o
(8]

>

By
I\)‘ N| N
)

o=
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1.169. Tyc¢ o délce 2 m je ndhodné roziezana na tfi Casti. Naleznéte pravdépodobnost jevu, Ze tfeti

(o

c¢ast méfi méné nez 1, 5 m.

ReSeni. Tento piiklad je na uZiti geometrické pravd&podobnosti, kdy hleddme pravdépodobnost toho,
Ze soucet délek prvnich dvou ¢asti je vétsi neZ ctvrtina délky tyce. Uréeme pravdépodobnost opacného
jevu, tj. pravdépodobnost, kdyZ budou ndhodné (a nezavisle na sobé) zvolena dvé mista, ve kterych
bude ty¢ roziezédna, e budou ob& v prvni &tvrting tyde. Pravdépodobnost tohoto jevu je 1/42, nebot
pravdépodobnost vybéru mista v prvni ctvrting tyCe je zfejmé 1/4 a tento vybér se (nezdvisle) jednou

opakuje. Pravdépodobnost hledaného (opa¢ného) jevu je tak 15/16. g

1.170. Mirek a Marek chodi na obédy do univerzitni menzy. Menza ma otevieno od 11h do 14h.

KaZdy z nich stravi na obédé pil hodiny a dobu pfichodu (mezi 11h a 14h) si vybird ndhodné. Jaka
je pravdépodobnost, Ze se na obédé v dany den potkaji, sedavaji-li oba u stejného stolu?

ReSeni. Prostor viech moznych jevi je &tverec 3 x 3. Oznacime-li x dobu pfichodu Mirka a y dobu
prichodu Marka, tak tito se potkaji, pravé kdyZ |x — y| < 1/2. Tato nerovnost vymezuje ve ¢tverci
moZnych udélosti oblast, jejiZ obsah je roven 11/36 obsahu ¢tverce. Tomuto zlomku je tedy rovna i

hledan4 pravdépodobnost. O

1.171. Z Brna vyrazi ndhodné né¢kdy mezi polednem a ¢tvrtou hodinou odpoledni Honza autem do
Prahy a opa¢nym smérem né¢kdy ve stejném intervalu autem Martin. Oba si ddvaji pdl hodiny pauzu
v motorestu v poloving cesty (pfistupném pro oba sméry). Jakd je pravdépodobnost, Ze se tam potkaji,
jezdi-li Honza rychlosti 150 km/h a Martin 100 km/h? (Vzdalenost Brno-Praha je 200 km)

ReSeni. Ozna¢ime-li dobu odjezdu Martina x a dobu odjezdu Honzy y a pro mensi vyskyt zlomki
v nésledujicich vypoctech zvolime za jednotku deset minut, tak stavovym prostorem bude Ctverec
24 x 24. Doba prijezdu Martina do motorestu je x + 6, do pfijezdu Honzy x + 4. Stejné jako v
predchozim ptikladu to, Ze se v motorestu potkaji, je ekvivalentni tomu, Ze doby jejich ptijezdu se
nelisi o vice nez o pul hodiny, tedy |(x 4+ 6) — (y 4+ 4)| < 3. Tato podminka ndm pak ve stavovém

Stverci vymezuje oblast o obsahu 24% — %(232 + 19?) (viz obr.) a hledand pravdépodobnost je

et
P P
4 TR
an //f' [?Q’i'ﬁ}
TR I-arr € 3 o)
; | T8 gekiS
,.-/:/ : | g x 1&g
/ : |

o/ |
/- T

4

242 — 5237 +19%) 131

= 0,227.
242 ~ 576

p:
U

1.172. Mirek vyjede ndhodné mezi desatou hodinou dopoledni a osmou hodinou vecerni z Brna do
Prahy. Marek vyjede ndhodné ve stejném intervalu z Prahy do Brna. Obéma trva cesta 2 hodiny. Jaka

je pravdépodobnost, Ze se po cesté potkaji (jezdi po stejné trase)?
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lv{eﬁenl’ Resime naprosto analogicky jako v pfedchozim prikladé. Prostor vSech moinych jevi je

......

Hledana pravdepodobnost jep= m = 5z =0,36.
/'I s
gyt
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1.173. Dvoumetrova ty¢ je ndhodné rozdélena na tfi dily. Urcete pravdépodobnost, Ze ze vzniklych
dilt pajde sestavit trojuhelnik.

ReSeni. Rozdélenf tyce je dano stejné jako v pfedchozim piikladé body fezu x a y a jevovym prosto-
rem je opét Ctverec 2 x 2. Aby z Cdsti bylo mozZno sestavit trojihelnik, museji jejich délky spliiovat
tzv. trojuhelnikové nerovnosti, tedy soucet délek libovolnych dvou ¢asti musi byt vétsi nez délka tieti
¢4sti. Vzhledem k tomu, Ze soucet délek je roven 2 m, je tato podminka ekvivalentni podmince, Ze
kazda s ¢asti musi byt mensi neZ 1 m. To pomoci fezl x a y vyjadiime tak, Ze nesmi platit soucasné
x <lay < InebosouCasné x > lay > 1 (odpovidd podminkdm, Ze krajn{ dily tyce jsou mensi nez
1), navic |x — y| < 1 (prostfedni dil musi byt mensi neZ jedna). Tyto podminky spliiuje vySrafovana
oblast na obrazku a jak snadno nahlédneme, jeji obsah je 1/4.

Ar}’lf

O
1.174. Je rovnice

) 4x; — 3Bxs = 3,

X - Zﬁxz = -2;
(b) 4)61 — \/§X2 = 16,

X1 — 2\/7)62 = —7;

dx, + 2x, = 7,
©) —2x1 — x, = =3
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jednoznacné feSitelnd (md pravé 1 feSeni)?

ReSeni. Soustava linedrnich rovnic je jednoznacné fesitelna pravé tehdy, kdyZ je nenulovy determi-
nant matice urc¢ené koeficienty na levé stran¢ soustavy. Zvlasté feceno, absolutni ¢leny (¢isla na pravé
stran€) neovliviiuji jednoznacnost feSeni soustavy. Musime tedy ve variantich (a) a (b) dostat stejnou
odpovéd. ProtoZe

i RN RO

5 Sl=4en-e =0,

maji soustavy ve variantdch (a) a (b) pravé 1 feSeni a posledni soustava nikoliv. Vyndsobime-li druhou

‘42

rovnici v (c) ¢islem —2, vidime, Ze tato soustava nema feSeni. ]

1.175. Vypocitejte obsah S ¢tyfihelniku zadaného vrcholy
[0, -2], [-1,1], [1,5], [1,-1].
ReSeni. Pii obvyklém oznadeni vrcholt
A=1[0,-2], B=I[l,-1], C=[1,5], D=[-1,1]

aneméné obvyklém rozdéleni ctyithelniku na trojihelniky A BC a ACD s obsahy S a S,, dostdvdme
1-0 1—0' [1=0 —=1-0

S=S5+5%=31_112 542/ T2l542 142

1
2

':%(7—1)4—%(34—7):8.

0

1.176. Urcete obsah ¢tyrihelnika ABCD s vrcholy A = [1,0], B = [11,13], C = [2,5]a D =
[—2, —5].
Reseni. Ctyfthelnik rozdélime na dva trojihelniky ABC a ACD. Jejich obsahy pak spo¢itdame po-
moci patficnych determinantd, viz 34,

o—ltlo BBl 32
2110 13 21-3 =5 2

1.177. Spocitejte obsah rovnobézniku s vrcholy v bodech [5, 5], [6, 8] a [6, 9].

ReSeni. PrestoZe takovy rovnob&Znik neni zadan jednozna&né (neni uveden &tvrty vrchol), trojihelnik
s vrcholy [5, 5], [6, 8] a [6, 9] musi byt nutné polovinou kazdého rovnobézniku s témito tfemi vrcholy
(jedna ze stran trojihelniku se stane dhloptickou rovnobéZniku). Proto je hledany obsah vZdy roven

determinantu
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1.178. Vyctem prvki zadejte S o R, je-li
R={2,4),4,4),4,5}) cNxN,
S={(3,1,3,2),3,5,4, 1,44} cNxN.
ReSeni. Uvazenim viech vybérii dvou usporadanych dvojic
(2,4),4,1; (2,4,44; 4494 44,449
spliiujicich, Ze druhd slozka prvni uspofddané dvojice, kterd je prvkem R, je rovna prvni sloZce druhé
usporddané dvojice, kterd je prvkem S, dostdvame

SoR={2,1),2,4),4&, 1,4 d}.

]
1.179. Necht je ddna bindrn{ relace
R ={(0,4), (=3,0), (5, 7), (5,2), (0, 2)}
mezi mnoZinami A = Z a B = R. Vyjadfete R"'a Ro R~
Reseni. Thned vidime, 7e
R~ ={(4,0),(0,-3), (,5),(2,5), (2,0)}.
Odtud pak déle
RoR!'={4,4),(0,0), (r,n), (2,2), (4,2), (7,2), (2, 7), (2,4)}.
O
1.180. Rozhodnéte, zda je relace R uréend podminkou
(@) (a,b) e R <= |a| < |b|;
(b) (a,b) € R < |a| =|2b|
na mnozin€ celych ¢isel Z tranzitivni.
ReSeni. V prvnim piipadé relace R tranzitivni je, protoZe plati
lal <|bl, |b] <|c| = lal<|c|
Ve druhém piipadé relace R tranzitivni neni. Staci napf. uvézit, Ze
4,2),2,1)e R, & 1)¢R
O

1.181. Najdéte vSechny relace na M = {1, 2}, které nejsou antisymetrické. Které z nich jsou tranzi-
tivni?

ReSeni. Hledané relace, jeZ nejsou antisymetrické, jsou Gty¥i. Jsou to pravé ty podmnoziny {1, 2} x
{1, 2}, které obsahuji prvky (1, 2), (2, 1) (jinak nemiiZe byt podminka antisymetrie porusena). Z t&ch-
to Ctyf je tranzitivni pouze jedind relace

{1,1,(1,2),2,1),2,2)} =M x M,

protoZe nezahrnuti dvojic (1, 1) a (2, 2) do tranzitivni relace by znamenalo, Ze nemiiZe obsahovat
zaroven (1,2) a (2, 1). O
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1.182. Existuje relace ekvivalence, ktera je soucasné relaci usporadani, na mnozin€ vsech piimek
v roviné?

ReSeni. Relace ekvivalence (pfip. relace usporadani) musi byt reflexivni, a proto kazd4 piimka musi
byt v relaci sama se sebou. Ddle pozadujeme, aby hledand relace byla symetrickd (ekvivalence)
a zaroven antisymetrickd (uspotfddani). To davd, Ze pfimka mize byt v relaci pouze sama se sebou.
Zavedeme-li ovSem relaci tak, Ze dv€ primky jsou v relaci pravé tehdy, kdyZ jsou totozné, dostaneme
,,velmi pfirozenou‘ relaci ekvivalence i relaci uspotfdadani. Staci si uvédomit, Ze je trividlné€ tranzitivni.

Hledanou relaci je pravé identické zobrazeni mnoZiny vSech piimek v roviné. g

1.183. Urcete, zda je relace
R={(k,) e ZxZ; [k|=|l}
na mnoZiné Z ekvivalence, uspofddéni.
Reseni. Relace R neni ekvivalenci: neni symetrickd (kupf. (6, 2) € R, (2,6) ¢ R); neni usporaddnim:
neni antisymetrickd (mj. (2, —2) € R, (—2,2) € R). ]

1.184. Ukazte, Ze prinik libovolnych relaci ekvivalence na libovolné dané mnoZiné X je rovnéz

relace ekvivalence a Ze sjednoceni dvou relaci usporadani na X nemusi byt relace usporadani.

ReSeni. Postupné uvidime, 7e priinik relaci ekvivalence je reflexivni, symetricky a tranzitivni.
VSechny relace ekvivalence na X musi obsahovat dvojici (x, x) pro kazdé x € X, a proto ji musi
obsahovat také dany prinik. Pokud v priniku ekvivalenci je prvek (x, y), musi v ném byt rovnéz
prvek (y, x) (staci vyuzit toho, Ze kazda ekvivalence je symetrickd). To, Ze do priiniku ekvivalenci
ndleZi prvky (x, ) a (y, ), znamen4, Ze se jednd o prvky kazdé z ekvivalenci. Z tranzitivnosti vSech
jednotlivych ekvivalenci jiz vyplyva, Ze do priniku naleZi také prvek (x, z).
Zvolime-li X = {1, 2} a relace uspofddédni
R ={(1,1),(2,2),(1,2)}, R ={,1,22),2, D}
na X, dostavame relaci
RiUR, ={(1,1),(2,2),(1,2), 2, D},
kterd zfejmé neni antisymetrickd, a tedy ani usporfddanim. U
1.185. Na mnoZiné M = {l1,2,...,19, 20} je zavedena relace ekvivalence ~ tak, Ze a ~ b pro

libovolnd a, b € M pravé tehdy, kdyZ prvni cifry ¢isel a, b jsou stejné. Sestrojte rozklad dany touto
ekvivalenci.

ReSeni. Dvé &isla z mnozZiny M jsou ve stejné t¥id& ekvivalence, pravé kdy? jsou spolu v relaci (prvni
cifra je stejnd). Rozklad ji urceny se tedy skldda z mnozZin

{1,10, 11, ..., 18, 19}, {2, 20}, {3}, {4}, {5}, {6}, {7}, {8}, {9}.

0

1.186. Je dén rozklad se dvéma tfidami {b, c}, {a, d, e} mnoZiny X = {a, b, c, d, e}. NapiSte relaci
ekvivalence R na mnoZiné X piislu$nou tomuto rozkladu.

ReSeni. Ekvivalence R je urena tim, Ze v relaci jsou spolu ty prvky, které jsou ve stejné tfidé roz-
kladu, a to v obou potadich (R musi byt symetrickd) a kazdy sam se sebou (R musi byt reflexivni).

Proto R obsahuje pravé
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(a,a), (b,b), (c,c), (d,d), (e, e),
(b,c), (c,b),(a,d), (a,e),(d a),(de),(ea),led.

O

1.187. Na nasledujicich tfech obrazkach jsou ikony spojeny carami tak, jak by je mozna priradili

lidé v riznych ¢astech svéta. UrCete, zda jde o zobrazeni, zda je injektivni, surjektivni nebo bijektivni.

ReSeni. V prvnim piipadé jde o zobrazeni, které je surjektivni, ale neni injektivni, protoZe had i
pavouk jsou oznaceni jako jedovati. Druhy pripad neni zobrazeni ale jen relace, protozZe pes je urcen
jako domadci zvite i na jidlo. V tfetim pripadé mame opé€t zobrazeni. Tentokrat neni ani injektivni, ani

surjektivni. (]

1.188. M¢jme mnoZinu {a, b, ¢, d} a na ni relaci

{(a,a), (b,D), (a,b), (b, c), (c, D)}
Jaké ¢leny je potieba minimdlné doplnit do této relace, aby to byla ekvivalence?

ReSeni. Postupné projdeme viechny tfi vlastnosti, které definuji ekvivalenci. Za prvé je to reflexivita.
Musime tedy doplnit dvojice {(c, ¢), (d, d)}. Za druhé symetrie —musime doplnit (b, a) a za treti
musime udélat tzv. tranzitivni obal. ProtoZe je a v relaci s b a b v relaci s ¢, musi byti a v relaci s c.

Nakonec tedy potiebujeme pfidat (a, ¢) a (¢, a). (]

1.189. UvaZme mnozinu ¢isel, které maji pét cifer ve dvojkovém zdpisu a relaci takovou, zZe dvé Cisla
jsou v relaci, pravé kdyZ jejich ciferny soucet mé stejnou paritu. NapiSte prislusné tiidy ekvivalence.

ReSeni. Dostavame dvé tfidy ekvivalence (o osmi ¢lenech):

[10000] = {10000, 10011, 10101, 10110, 11001, 11010, 11100, 11111}
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odpovidd mnozin€ {16, 19, 21, 22, 25, 26, 28, 31} a
[10001] = {10001, 10010, 10100, 11000, 10111, 11011, 11101, 11110}
odpovidd mnoziné {17, 18, 20, 24, 23, 27, 29, 30}. O

1.190. UvaZme mnoZinu ¢isel, které maji tfi cifry ve trojkové soustave a relaci takovou, Ze dvé Cisla

jsou v relaci, praveé kdyZ v této soustave
i) zacinajf stejnym dvojcislim.
ii) kon¢i stejnym dvojcislim.
Napiste prislusné tfidy ekvivalence.
Reseni.
i) Dostdvame Sest tfiprvkovych tiid
[100] = {100, 101, 102} odpovida {9, 10, 11}
[110] = {110, 111, 112} odpovida {12, 13, 14}
[120] = {120, 121, 122} odpovida {15, 16, 17}
[200] = {200, 201, 202} odpovida {18, 19, 20}

[210] = {210, 211, 212} odpovidd {21, 22, 23}

[220] = {220, 221, 222} odpovida {24, 25, 26}
ii) V tomto piipadé mame devét dvouprvkovych tiid

[100] = {100, 200} odpovida {9, 18}

[101] = {101, 201} odpovid4 {10, 19}

[102] = {102, 202} odpovid4 {11, 20}

[110] = {110, 210} odpovidd {12, 21}

[111] = {111,211} odpovid4 {13, 22}

[112] = {112, 212} odpovid4 {14, 23}

[120] = {120, 220} odpovid4 {15, 24}

[121] = {121, 221} odpovida {16, 25}
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[122] = {122, 222} odpovid4 {17, 26}

O

1.191. Pro jaky maximadln{ defini¢ni obor D a obor hodnot H je zobrazeni bijektivni a jaka je v tom
pripadé inverzni funkce?
i) x> x*
i) x > x°
iii) x > ﬁ
Resent.
i) D = [0,00) a H = [0, 00) nebo také D = (—o00,0] a H = [0, 0c0). Inverzni funkce je
X = Yx.

ii) D = H = R ainverze je x — J/x.
iii) D =R ~\ {—1} a H = R \ {0}. Inverzni funkce je x }C —1.

O
1.192. UvaZme relaci na R x R. Bod je v relaci, pokud pro néj plati
-+ +1*=1
Mtizeme body popsat pomoci funkce y = f(x)? Nakreslete obrazek bodi v relaci.
ReSeni. NemiZeme, protoZe napf. y = —1 md dva vzory: x = 0 ax = 2. Body leZi na kruZnici se
sttedem v bodé (1, —1) s polomérem 1. U
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Reseni cviteni
1.14.
)1 —-3-2i+4 =-242i,1-(=3) — 82+ 6i +4i =54+10i, 1 +2i, J42+(=3)2 =5
S=5 =1 (-3) + 8% +6i —4i25=

i) 2+i,2i 2,1, # = -2i.

1 .
—25 + gl.

138, y, =2(3)" —2.
1.49. Jednd se o zndmy problém permutaci s pevnymi body.
i) Pokud Sest lidi dostne ten sviij, tak zdkonit€ i ten Sesty. pravdépodobnost je tedy nulova.

ii) Nechf M je mnozina vSech uspofddani a jev A; je uspofédém’ kdy i-ty hra¢ dostane svij krigl.

Chceme spocitat |M — U; A;|. Dostdvame 7! Zk o = 1854. A pravdépodobnost je ;gig =
2037

iii) Vybereme, kteff tfi dostanou ten svij - (7) =35 moinostl' Zbyli ¢tyfi musi dostat jiné neZ svoje. To je

opét vzorec z minulého bodu, konkrétné jde o 4' Z P 0 1) = 9 moZnosti. Mame tedy dohromady
1

9 - 35 = 315 moZznosti a pravdépodobnost je 5040 = 1g-

1.99.
i) 3,3),4,4),(5,5),(6,6), (7,7), (3, 6) ovéite, Ze jde o relaci usporadani
ii) opét (i,i) proi =1,...,7 ak tomu (3, 6), (6, 3) ovéite, Ze jde o relaci ekvivalence
iii) (i,i)) proi = 1,...,7 ak tomu (3, 6), (6, 3), (4, 6), (6,4) ovéfte, Ze nejde o relaci ekvivalence,
protoZe nenf spliiena tranzitivita.
1.111. Tri rizné Hasseovy diagramy vyhovujicich uspofddani. Celkem 5! + 5! 4 5!/4 = 270.
1.118. Relace uvedenych vlastnosti je relaci ekvivalence na néjaké podmnoziné mnoziny {1, 2, 3, 4}. Celkem
1+4-1+(3)-2+(3)-5+15=52.
1.119. 19.
1.120. 87.
1.123. Ukaite, Ze pokud uvaZovand odmocnina neni pfirozend, pak neni ani raciondlni. Pokud /7 nen{ pfiro-
zena, tak existuje prvoél’slo r a piirozené s takovd, ze r* déli 7, ! nedéli r a m ned&li s (zdpis ord, r = s)
Piedpoklidejte, 7e %/t = £, p,q € Z, nebolit - p™ = ¢™. Uvaite ord, L a ord, R a jejich délitelnost &islem
m. (L znaci levou stranu rovnice, ...)
1.137.
i) 26 =64
iy ) =15
iii) Zadn4 panna je jedna moZnost (g) = 1, jedna panna (?) = 6 moznosti. Posloupnosti s nejvyse jednou
pannou je teda jen 7 a proto posloupnosti, kde jsou aspoii dvé panny je 64 — 7 = 57.
1.146. Maximalni pocet y, C¢asti, na které rozdéli n kruZnic rovinu, je y, = y,—1 + 2(n — 1), y; = 2, tedy
o =n%—n+2.
Pro maximdlni pocet p, ¢4sti, na které potom rozdéli n kouli prostor, pak dostdvame rekurentni vztah

Pnt+1 = Pn + Yn, p1 = 2, tedy celkem p, = %(”2 —3n+38).
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KAPITOLA 2

Elementarni linearni algebra

V minulé kapitole jsme se snad rozehtdli s relativné jed-
noduchymi tlohami, k jejichz feSeni nebylo potieba slozitych
ndstroji. Vystacili jsme si pritom se s¢itinim a nasobenim
skalart. V této a dalSich kapitolach se postupné budeme ve-
novat jednotlivym tématiim souvisleji.

Hned tii kapitoly budou v€novany ndstrojim pro praci
s daty, kdy operace spoCivaji v obzvlasf jednoduchych dko-
nech se skalary, jen je téch skalart povice nardz. Hovoifime o
»linedrnich objektech” a ,linedrni algebie*. Jakkoliv to ted
muze vypadat Jako hodne spe01aln1 nastrOJ, uvidl’me pozdéj i
moci jejich ,linedrnich pfiblizeni*.

V této kapitole budeme pracovat piimo s kone¢nymi po-
: sloupnostmi skaldrti. Takové se objevuji v prak-
» tickych tlohéch vSude, kde mame objekty popi-
sovany pomoci n€kolika parametri. Nedélejme
si pfitom problémy s pfedstavou, jak vypada
prostor s vice neZ tfemi ,,soufadnicemi“. Smifme se se sku-
teCnosti, Ze malovat si budeme umét jednu, dvé nebo tii di-
menze, ale pfedstavovat ty obrdzky mohou jakykoliv jiny
pocet. A kdyZ budeme sledovat jakykoliv parametr u tieba
500 studentt (napt. jejich studijni vysledky), budou nase data
mit hned zrovna nékolikrat 500 poloZek a budeme s nimi chtit
pracovat. Nasim cilem bude vytvofit ndstroje, které budou
dobfe fungovat nezdvisle na skute¢ném poctu téchto poloZek.

Také se nedésme slovnich spojeni jako pole ¢i okruh ska-

; lart K. Prosté si miZeme piedstavit jakykoliv
konkretm 01selny obor. Okruhy skalart pak za-

zatlmco mezi poh jsou pouze R, Q, C a zbytkové tiidy Z;
s prvociselnym k. Zvlastni je mezi nimi Z,, kde ze vztahu
x = —x nemuZeme usoudit, Ze x = 0, zatimco u vSech ostat-
nich ¢iselnych obort tomu tak je.

1. Vektory a matice

VétSinou se o vektorech hovoii pouze ve spojeni s poli
skalart, protoZe obecnad teorie je pri existenci neivertibilnich
nenulovych skaldrd nesrovnatelné sloZzit€jsi. Jen v prvnich
dvou ¢éstech této kapitoly budeme pracovat s vektory a mati-

cemi v kontextu kone¢nych posloupnosti skaldrti a tam bude

neumite jesté pocitat se skaldary?
— zkusme to rovnou s maticemi...

A. Soustavy linearnich rovnic

Na vektorové prostory pijdeme od lesa. Zacneme s nécim zna-
mym, totiZ soustavami linedrnich rovnic. I za nimi jsou totiz skryty

vektorové prostory.

2.1. A ted’ vam to pékné natfeme. Firma zabyvajici se velkoplos-
nymi natéry si objednala 810 litrd barvy, kterd ma obsahovat stejné
mnozstvi cervené, zelené a modré barvy (tj. 810 litrd cerné barvy).
Obchod miiZe splnit tuto zakdzku smichdnim béZné proddvanych ba-

rev (mé skladem jejich dostatecné zdsoby), a to

e nacervenalé barvy — obsahuje 50 % cervené, 25 Y% zelené
a 25 % modré barvy;

e nazelenalé barvy — obsahuje 12,5 % cervené, 75 % zelené
a 12,5 % modré barvy;

e namodralé barvy — obsahuje 20 % cervené, 20 % zelené

a 60 % modré barvy.

Kolik litrd od kazdé z uskladnénych barev se musi smichat, aby byly

splnény poZadavky zdkaznika?
ReSeni. Ozna¢me jako

e x —mnozstvi (v litrech) naCervenalé barvy, které se pouZije;
e y —mnozstvi (v litrech) nazelenalé barvy, které se pouzije;

e 7 —mnoZstvi (v litrech) namodralé barvy, které se pouZije.
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Smichanim barev chceme ziskat barvu, kterd bude obsahovat 270 litrd
¢ervené barvy. Uvédomme si, Ze naCervenald barva obsahuje 50 % Cer-
vené, nazelenald obsahuje 12,5 % Cervené a namodrald 20 % cervené

barvy. Musi tudiZ platit

0,5¢ 4+ 0,125y + 0,2z = 270.

Analogicky poZadujeme (pro zelenou a modrou barvu)

0,25x + 0,75y + 0,2z = 270,
0,25x + 0,125y + 0,6z = 270.

Nyni miiZeme postupovat dvéma zptisoby. Bud budeme postupné vy-
jadfovat proménné pomoci ostatnich (z prvni rovnice je x = 540 —
0,25y — 0,4z, dosadime za x do druhé a tfeti rovnice a dostaneme
dvé linedrni rovnice o dvou nezndmych 2,75y + 0,4z = 540 a
0, 25y + 2z = 540. Ze druhé rovnice vyjaddiime z = 270 — 0, 125y a
dosazenim do prvni dostdvame 2, 7y = 432, neboli y = 160, odkud
7 =270-0, 125-160 = 250 ax = 540—-0, 25-160+4-0, 4-250 = 400.
Druhym zptisobem je zapsat si soustavu do matice, jejiZ prvnf fa-
dek bude tvorfen koeficienty u nezndmych v prvni rovnici, druhy koe-
ficienty ve druhé rovnici a tfeti ve tfeti. Je tedy matice soustavy

0,5 0,125 0,2
0,25 0,75 0,2 |,
0,25 0,125 0,6

rozsifenou matici soustavy potom ziskdme z matice soustavy pripsa-
nim sloupce pravych stran jednotlivych rovnic v systému:

0,5 0,125 0,2]270
0,25 0,75 10,2270
0,25 0,125 0,6 270

Jejim postupnym upravovdnim pomoci tzv. elementédrnich faddko-
vych dprav (odpovidaji ekvivalentnim dpravdm rovnic, vice viz Z70)

pak dostdvdme:

0,5 0,125 0,2|270 1 0,25 0,4 540
0,25 0,75 0,2|270 |~ 1 3 0,8]1080 | ~
0,25 0,125 0,6 270 1 0,5 2,4(1080
1 0,25 0,4|540 1 0,25 0,4 540
0 2,75 0,4|540 |~ O 11 1,6|2160 | ~
0 0,25 2 |540 0 1 8 12160
1 0,25 0,4 540 1 0,25 0,4 540
0 1 8 (2160 | ~| O 1 8 2160
0 11 1,6[2160 0 0 —86,4|—-21600
A opét zpétné vypocitime
—21600
7z = —— =250,
—86,4

y=2160 — 8 -250 = 160,
x =540—-0,4-250 -0, 25 - 160 = 400.
Je tedy potieba smisit po fad€ 400 1, 160 I, 250 1 uvedenych barev. [
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zajimavé si i tfeba piipadu celych ¢isel povSimnout. Bude pfi-
tom snad pékné vidét, jak silné vysledky Ize dtislednym for-
malnim uvaZovdnim odvodit.

2.1. Vektory nad skalary. Prozatim budeme vektorem ro-
32 zumét usporddanou n-tici skaldrd z K, kde
sl pevné zvolené n € N budeme nazyvat dimenzi.
Skaldry umime scitat a ndsobit. Vektory bu-
72 deme také scitat, ndsobit vSak vektor budeme
umét jen skaldrem. To odpovidd predstavé, kterou jsme jiz
vidéli v roving R?, kde s¢itani odpovidalo sklddani vektoril
coby Sipek vychdzejicich z pocatku a ndsobeni skaldrem pak
jejich patfiénému natahovéni.
Nésobeni vektoru u = (ay, ..., a,) skaldrem c tedy de-
finujeme tak, Ze kazdy prvek n-tice u vyndsobime stejnym
skaldrem c a také s¢itani vektorti definujeme po slozkach. To

znamena
Z AKLADNI OPERACE S VEKTORY L__——]
u+tv=_(ay...,a,) + bi,...,b,)
= ((11 +b17---»an+bn)

c-u=c-(ay,...,a,)=(-ay,...,c-ay).

Pro scitani vektorti a ndsobeni vektort skalary budeme
pouZzivat stile stejné symboly jako u skaldrd samotnych, tj.
symboly plus a bud tecku nebo prosté zfetézeni znakd.

Konvence zapisu vektorid. Nebudeme, na rozdil od mnoha

- jinych ucebnic, v textu pouZivat pro vektory
74dné specidlni znaceni a ponechdvdme na Cte-
néfi, aby udrzoval svoji pozornost pfemyslenim
o kontextu. Pro skaldry ale spiSe budeme pouZi-
vat pismena ze zac¢dtku abecedy a pro vektory od konce (pro-
stfedek nam zlstane na indexy proménych ¢i komponent a
také pro scitaci indexy v souctech).

Casto budeme pozadovat, aby skalary byly z n&jakého
pole, viz 1], ale v této kapitole budeme vesmés pracovat s
operacemi, které tento prepoklad nepotfebuji. V literatufe se
pak vétsinou misto o vektorovych prostorech hovoii o modu-
lech nad okruhy. U obecné teorie se ale v priSti kapitole jiz
zcela omezime na pole skalard.

Pro scitani vektorti v K” zjevné plati (KG1)—(KG4) s nu-
lovym prvkem

0=1(0,...,0) € K"

Schvélné zde pouZivdme i pro nulovy prvek stejny symbol
jako pro nulovy prvek skalard.
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Pro vSechny vektory v, w € K" a skalary a, b € K plati

(V1) a-Wtw)y=a-v+a-w
(V2) (a+b)-v=a-v+b-v
(V3) a-(b-v)y=(a-b)-v
(V4) l-v=v

Vlastnosti (V1)-(V4) naSich vektort, coby n—tic skaldrii
v K", se snadno ovéii pro kterykoliv okruh skaldrii K, pro-
toZe pfi ovéfovani vZdy pouZivame pro jednotlivé soufadnice
vektorli pouze vlastnosti skaldrti uvedené v [Tl a [3.

Budeme takto pracovat napt. s R”, Q", C", ale také Z",

(Z)"' n=1,2,3,....

vvvvvv

ktery budeme pfi praci s vektory pouZivat, jsou matice.

l———N

MATICE TYPU m /n

Matici typu m/n nad skaldry K rozumime obdéInikové
schéma A s m fadky a n sloupci

ay  apn Aaln

az; dan Aap
A=

aml am2 Amn

kde a;; € KprovSechny 1 <i <m, 1 < j < n. Pro matici
A s prvky a;; pouzivime také zépis A = (a;;).

Vektory (a;1, aiz, . . ., ai,) € K" nazyvame (i—té) radky
matice A,i = 1,...,m, vektory (aij, azj, ..., an;) € K"
nazyvame (j—té) sloupce matice A, j =1, ..., n.

Matici mtizeme také chapat jako zobrazeni
A:{l,....m} x{l,...,n} > K,

kde A(i, j) = a;j. Matice typu 1/n nebo n/1 jsou vlastné
pravé vektory v K”.

I obecné matice lze chdpat jako vektory v K™, prosté za-
pomeneme na fddkovéani. Zejména tedy je
definovéno s¢itdni matic a ndsobeni matic
skaldary:

A+ B = (aij + bij),
kde A = (a,‘j), B = (bij), a € K.
Matice —A = (—a;;) se nazyva matice opacnd k matici
A a matice

a-A=(a-aj)

0 ... 0
0= : :
0 ... 0
se nazyva nulovd matice. Zapomenutim fadkovani tak zis-
kame ndasledujici tvrzeni, Ze matice jsou jen specificky za-
psané vektory:

Poznamka. Druhy zptisob je vhodny pro teoretické ivahy (napiiklad
o poctu feseni daného systému) a také je vhodnéjsi pro pocitatové
zpracovani problému. V nésledujicim dvou kapitoldch se naucime
~premyslet v maticich” a uvidime, Ze ndm to pomiZe pri feSeni celé

fady uloh.

2.2. Vypoctéte
X1 + 2X2
2X1 - 3X2 - X3 =
—3X1 + X2 + 2X3 =

+ 3x3 = 2,
_3’
=3.
ReSeni. Zadanou soustavu linedrnich rovnic zapiSeme ve tvaru

rozSifené matice

1 2 3|2
2 -3 —-1|-31,
-3 1 2|3

kterou pomoci elementdrnich fddkovych transformaci postupné pieve-

deme na schodovity tvar

1 2 3|2 1 2 3|2
2 3 -1|\-3)~0 =7 =7|-7 ]~
-3 1 2|3 0 7 11| 3
1 2 3] 2 1 2 3|2
~1 01 1|1 ~1 0 1 1] 1
0 0 4|4 0 0 1|-1

Nejdiive jsme pritom dvojndsobek prvniho fadku odecetli od druhého
a jeho trojndsobek pficetli ke tietimu. Poté jsme secetli druhy a tfeti

radek (soucet napsali do tfettho fadku) a druhy fadek vyndsobili ¢is-
lem —1/7. Pfejdeme nyni zpét k soustaveé rovnic

x1 + 2x + 3x3 = 2,
X + x3 = 1,
X3 = — 1.
Thned vidime, Ze x3 = —1. Dosadime-li x3; = —1 do rovnice x, +x3 =
1, dostaneme x, = 2. Podobné dosazeni ziskanych hodnot x3 = —1,
X3 = 2 do prvni rovnice dava x; = 1. O

Systémy linedrnich rovnic tedy lze zapisovat v maticovém tvaru.
Ale je to néjakd vyhoda, kdyZ je stejné¢ umime feSit, aniZ bychom
hovotili o maticich? Ano je, o feSeni mtiZzeme hovorit koncepcnéji a
jazyk matic pak daleko 1épe navadi k pocitaCovému zpracovani pro-
blému. Zkusme si tedy osvojit 1é€pe riizné operace, které miZeme s ma-
ticemi provadét. Jak jsme vidéli v pfedchozich piikladech, tak ekviva-
lentni dpravy linedrnich rovnic odpovidaji v fe¢i matic elementdrnim
radkovym (sloupcovym) dpravdm. Déle jsme vidéli, Ze prevedeme-li
témito Upravami matici soustavy do schodovitého tvaru (tomuto pro-
cesu fikdme Gaussova eliminace, viz 1), tak je jiZ vyfeSeni soustavy

velmi jednoduché. Ukazme si to jeSté na dalSich prikladech, na kterych

69



A. SOUSTAVY LINEARNICH ROVNIC

1. VEKTORY A MATICE

uvidime, Ze soustava linearnich rovnic miZe mit nekone¢né mnoho

feSeni.

2.3. Vyreste soustavu linedrnich rovnic

2x1 — X + 3x3 = 0,
3X1 + 16X2 + 7X3 = 0,
3)61 — 5X2 + 4X3 = 0,
—Tx1 + Tx» + —10x3 = 0.

ReSeni. Vzhledem k nulovosti pravych stran viech rovnic (jednd se
tedy o homogenni systém) budeme upravovat pouze matici systému.
Reseni nalezneme pfevodem na schodovity tvar pomoci elementar-
nich fddkovych transformaci, které odpovidaji ziméné potadi rovnic,
vyndsobeni rovnice nenulovym ¢islem a pfi¢itdni ndsobki rovnic. Na-
vic miiZzeme kdykoli od maticového zdpisu piejit zpét k zdpisu rovnic
s nezndmymi x;. Nejprve docilime toho, aby se proménnd x; vyskyto-
vala pouze v prvni rovnici. Zfejmé postacuje (—3/2)ndsobek prvniho
tadku pficist ke druhému a ke tfetimu fddku a jeho (7/2)ndsobek k po-

slednimu tadku, coZ v maticovém zdpisu ddva

2 -1 3 2 -1 3
3 16 7 | _[o 352 52
3 -5 4 0 —7/2 —1/2
~7 7 -10 0 72 172

Odtud je vidét, Ze druhd, tfeti a Ctvrtd rovnice jsou ndsobky rovnice
7x, + x3 = 0. Pfi maticovém zdpisu miZeme napf. (1/5)ndsobek
druhého fadku pficist ke tietimu a jeho (—1/5)ndsobek k poslednimu

fadku, ¢im7 obdrzime schodovity tvar

2 -1 3 2 -1 3 2 -1 3
0 352 52 | _[o0 352 572 0 7 1
0 —7/2 —1)2 0 0 0 0 0 0|
0 72 12 0 0 0 0 0 0

s vz

ktery jsme v poslednim kroku zjednodusili tak, Ze jsme druhy fadek
(druhou rovnici) vyndsobili ¢islem 2/5. PrestoZe byly zadany Ctyfi rov-
nice pro tfi nezndmé, ma celd soustava nekone¢né mnoho fesent, nebof
pro libovolné x3 € R maji zbylé rovnice

2x1 — x» + 3x3 = 0,

7 =0
X2 + X3

feSeni. Nahradime tak proménnou x3 parametrem ¢ € R a vyjadiime

1 1 , 1 ( 315) 11 ,
= —— = —— a = — . = —— 1.
X2 7 X3 7 X1 > X2 X3 7
Pokud jesté nahradime t = —7s, obdrzime vysledek v jednoduchém

tvaru

(x1, x2, x3) = (11s, s, =7s5), s eR.
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Tvrzeni. Predpisy pro A+ B, a - A, —A, 0 zaddvaji na
mnoZiné vSech matic typu m/n operace scitani a ndsobeni
skalary spliujici axiomy (VI1)—(V4).

2.3. Matice a rovnice. Velmi Casty ndstroj pro popis néja-
kych matematickych modeld jsou systémy linearnich rovnic.
Priavé matice 1ze vhodné vyuZit pro jejich zédpis. Zavedeme
si k tomu dcelu pojem skaldrni soucin dvou vektort, ktery
vektorim (ay, ..., a,) a (xi, ..., x,) prifadi jejich soucin

sxn) =ajx;+ -+ apxy,

(@, ...,ap) - (xq, ...

tj. postupné nasobime po dvou soutadnice vektort a vysledky
sCitdme.
KaZzdy systém m linedrnich rovnic v n proménnych

ayxy +apxs + -+ apx, = by

ayxiy + axpxy + -+ apx, = by

am X1 + amax2 + -+ -+ Qup Xy = bm

lze tedy vidét jako poZadavek na hodnoty m skaldrnich sou-
¢inG neznamého vektoru (xi, ..., x,) s vektory soufadnic
(@1, ..., aip).

Vektor proménnych mizeme také vidét jako sloupec v
matici typun/1, apodobné hodnoty by, ..., b,
muizZeme vnimat Jako Vektor uato opet Jako

rovnic lze | pak formdlné psat ve tvaru A - x = u takto.

ap Aain X1 by

am1 Amn Xn bm

kde levou stranu interpretujeme jako m skaldrnich soucind
jednotlivych fadki matice vytvétejicich sloupcovy vektor, je-
hoZ hodnotu rovnice urcuji. To znamen4, Ze skutecné rovnost
i—tych soufadnic zaddva podminku pivodni rovnice

aj1X1 + -+ + Gin Xy = b;
azdapis A-x = u tak dava skute¢né ptivodni systém linearnich
rovnic.

2.4. Sou¢in matic. V roviné, tj. pro vektory dimenze 2,
3 jsme uZ zavedli pocet s maticemi a vidéli jsme,
Ze s nim lze pracovat velice efektivng (viz [28).
.Y, Nyni budeme postupovat obecnéji a zavedeme
—_ vSechny nstroje jiZ znamé z roviny pro viechny
dimenze n.
Nésobeni matic je moZné definovat pouze, kdyZ to roz-
méry sloupcti a fadkG v maticich dovoli, tj. kdyzZ je pro né
definovan skaldrni soucin jako vyse:
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| SoUCIN MATIC l
e | e

Pro libovolnou matici A = (a;;) typu m/n a libovolnou
matici B = (bj) typu n/q nad okruhem skaldri K definu-
jeme jejich soucin C = A - B = (c;;) jako matici typu m/q
s prvky

Cik = Zaijbjk, pro libovolné 1 <i <m,1 <k < q.
j=1

Je tedy prvek cik] soucinu pravé skaldrnim soucinem i—tého
fadku matice nalevo a k—tého sloupce matice napravo. Napii-
klad mdme

2 1y (2 1 1\_(3 23
1 -1 -1 0 1) \3 1 0)°
2.5. Ctvercové matice. Je-li v matici stejny pocet fadki a

sloupcii, hovorime o ctvercové matici. Pocet fadkt a sloupct
pak nazyvame také dimenzi matice. Matici

1 ... 0
E=0p=]|: .
0 ... 1
se iika jednotkova matice. Takto definovanym ¢isliim §;; se fi-
kava Kroneckerovo delta. Na mnoZing ¢tvercovych matic nad
K dimenze n je soucin matic definovén pro kazdé dvé matice,

je tam tedy definovdna operace ndsobent, jejiZ vlastnosti jsou
velice podobné jako u skalari:

Tvrzenl Na mnoZiné vSech ctvercovych matic dimenze n
_ nad libovolnym okruhem skalarii K je defino-
vana operace ndsobeni s nasledujicimi vlast-
— nosti okruhii (viz [3):

(1) Platl asociativita ndasobeni (0O1).

(2) Jednotkova matice E = (8;;) je jednotkovym prvkem pro
ndsobeni dle (03).

(3) Plati distributivita scitani a ndsobeni (O4).

Obecné vSak neplati axiomy (02) ani (Ol). Ctvercové matice

pro n > 1 proto netvori obor integrity, zejména tedy nejsou

ani (nekomutativnim) télesem.

Dtxkaz. Asociativita ndsobeni — (O1): ProtoZe skalary jsou
asociativni, distributivni i komutativni, miZeme pro tii ma-
tice A = (a;;) typum/n, B = (by) typun/p aC = (cu)

typu p/q spocist
A-B= (Zaij.bjk), C = (ijk.ckl),
J k
(A-B)-C= (Z Zaz, ik Ckl) = (Zaij-bjk-ckl)»
.k

A- (B . C) = (Za,l Zb]k Ckl ) = <Zal~j.bjk.ck1).
J.k

2.4. Naleznéte vSechna feSeni soustavy linedarnich rovnic

3X1 + 3)63 — S)C4 = —8,
Xy — X2 + x3 — x5 = =2,
—2x;1 — x» 4+ 4x3 — 2x4 = 0,
2x1 4+ xo» — x3 — x4 = 3.

ReSeni. Soustaveé rovnic odpovida rozsifend matice

30 3 —-5|-8
1 -1 1 —-1]-=2

-2 -1 4 =-2]0
2 1 -1 —-1|-3

Zaménou poradi fadkil (rovnic) potom obdrZzime matici

1 -1 1 —-1|-2
2 1 -1 —1|-3

-2 -1 4 =210 ’
30 3 -5|-8

kterou pfevedeme na schodovity tvar. Nejprve pficteme (—2)ndsobek,
2nésobek a (—3)ndsobek prvniho fddku po fadé ke druhému, tfetimu
a ctvrtému fadku, ¢imZ ziskdme 0 pod prvnim nenulovym &islem v prv-
nim fadku. Analogicky poté ziskdme 0 pod prvnim nenulovym cislem
ve druhém fadku tak, Ze tento faddek a jeho (—1)ndsobek pricteme po

fadé ke tretimu a ¢tvrtému fadku. Takto dostaneme

1 -1 1 —1]-2 I -1 1 —1]-2
2 1 -1 —1|=3]| (o 3 =3 1|1 |_
2 -1 4 2|0 0 -3 6 —4| -4
30 3 -5|-8 0 3 0 -2|-2
I -1 1 —1]-2 1 -1 1 —1]-2
03 -3 1|1 | _ 0o 3 -3 1]1
00 3 -3/-3 0 0 3 -3/-3
00 3 -3|-3 00 0 0]0

Odtud vyplyva (¢tvrty fadek je pouhou kopif tfettho — 1ze jej tedy ,,vy-
nulovat®), Ze soustava bude mit nekone¢né mnoho feseni, nebof dosta-
vame tfi rovnice pro Ctyfi nezndmé, které ocividn€ budou mit pravé
jedno feseni pro kazdou volbu proménné x4 € R. Nezndmou x4 proto
nahradime parametrem ¢t € R a od maticového zdpisu prejdeme zpét

k rovnicim

X1 — Xy +  x3 — r = =2,
3x, — 3x3 + t = 1,
3x3 — 3t = -=3.

Z posledni rovnice mdme x3 = t — 1. Dosazeni za x3 do druhé rovnice
potom dava
30 =3t +34+1t=1, . x2=%(2t—2).
Konec¢né podle prvni rovnice je
- +t—1—t=-2, H{.

1(2t 1(2; 5)
X — = ==-Q2t-9).
173 3
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Mnozinu feSeni miiZzeme tudiz zapsat (pro ¢ = 3s) ve tvaru

5 2

{(xl, X2, X3, X4) = <2s 3 2s — 3 3s — 1, 3s) , S ER}.

Nyni se vrafme k rozsifené matici nasi soustavy a upravujme ji
dédle uZzitim fadkovych transformaci tak, aby (pfi schodovitém tvaru)
prvni nenulové ¢islo kazdého fadku (tzv. pivor) bylo pravé ¢islo 1 a aby
vSechna ostatni ¢isla v jeho sloupci byla 0. Plati

1 -1 1 —1]|-2 1 -1 1 —1]-=2
03 =3 1|1 | o 1 —11313]|_
0 0 3 -3|-3 00 1 —1]-1
00 0 0]0 00 0 01O

1 -1 0 0 | -1 1 00 —2/3|-5/3

0 1 0 —2/3|-2/3 01 0 —2/3|-2/3

0 0 1 -1 | —1 o001 -1 -1 |
0 0 0 0 0 000 O 0

s N2

pficemz nejdiive jsme vyndsobili druhy a tfeti fadek ¢islem 1/3, pak
pricetli treti fadek ke druhému a jeho (—1)ndsobek k prvnimu a na
zavér pricetli druhy fadek k prvnimu. Z posledni matice snadno dosta-

vdme vysledek

X —5/3 2/3
|23 +1 2/3 , reR.
X3 —1 1
X4 0 1

Volné proménné jsou totiz ty, jejichZ sloupce neobsahuji Zadného pi-
vota (v nasem piipadé neobsahuje pivota ¢tvrty sloupec, je tedy volna

¢tvrtd proménnd, tj. pouzZivame ji jako parametr). (I

2.5. Urcete feseni systému rovnic

3X1 + 3X3 — 5X4 = 8,
Xy — X2 + x3 — x4 = =2,
—2x1 — xp 4+ 4dx3 — 2x4 = 0,
2x1 4+ x» — x3 — x4 = 3.

ReSeni. Uvédomme si, Ze soustava rovnic v tomto piikladu se od sou-
stavy z predeslého piikladu lisi pouze v hodnoté 8 (misto —8) na pravé
stran€ prvni rovnice. Provedeme-li totozné fadkové tpravy jako v mi-

nulém piikladu, obdrZzime

3 0 3 -—-5|8 I -1 1 =1 —2\
1 -1 1 —1{=21] [ 2 1 -1 —-1|-3
-2 -1 4 =210 -2 -1 4 =20
2 1 -1 —-1|-3 3 0 3 —-5|8
1 -1 1 —=1]-=2 1 -1 1 =1]=2
1o 3 =3 1|1 1o 3 =3 1|1
0 0 3 =-3|-3 0 0 3 =3|=-31
0 0 3 =3|13

0 0 0 0|16
kde posledni tipravou bylo odectent tfetiho fadku od ¢tvrtého. Ze Ctvrté

rovnice 0 = 16 vyplyvd, Ze soustava nema feseni. Vyzdvihnéme, Ze
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Vsimnéme si, Ze jsme pii vypoctu vychézeli z toho, Ze je
jedno v jakém poradi uvedené soucty a souciny provadime,
tj. vyuzivali jsme podstatné naSich vlastnosti skalard.

Velmi snadno vidime, Ze ndsobeni jednotkovou matici
ma skute¢né vlastnost jednotkového prvku:

all tt alm 0 1 .. 0
A-E = =A
aml Amm oo ... 1

a stejné pro ndsobeni E zleva.

Zbyva ukdzat distributivitu ndsoben{ a s¢itani. Opét diky
distributivit¢ skaldr snadno spo¢teme pro matice A = (a;;)
typum/n, B = (bj) typun/p, C = (ci) typun/p, D =
(du) typu p/q

A - (B + C) = (Z aij(bjk + Cik ))
J
= ((Zaijbjk) + (Z%‘j%k)) —A-B+A-C
J j
B+O-D= (Dbjk - cjk>dkz)
k

= ((ijkdkl) + (chkdkl)) =B-D+C-D.

Jak jsme jiz vid€li v 28, dvé matice dimenze 2 nemusi

komutovat: ((1) 8) | (8 é) - (8 (1)>
(60603

Tim jsme ziskali zaroven protipiiklad na platnost (O2) i (OI).
Pro matice typu 1/1 ovSem oba axiomy samoziejmé plati,
protoZe je maji samy skaldry. Pro vét$i matice ziskdme pro-
tipfiklady snadno tak, Ze pravé uvedené matice umistime do
levého horniho rohu pfislusnych ¢tvercovych schémat a do-
plnime nulami. (Ovéite si sami!) [l

V dikazu jsme vlastné pracovali s maticemi obecnéjstho
typu, dokdzali jsme tedy piislusné vlastnosti obecnéji:

__J ASOCIATIVITA A DISTRIBUTIVITA NASOBEN{ MATIC

Disledek. Ndsobeni matic je asociativni a distributivni, UITT
A-(B-O)=(A-B)-C
A-(B+CO)=A-B+A.-C,

kdykoliv jsou vSechny uvedené operace definoviny. Jednot-
kova matice je neutrdlnim prvkem pro ndsobeni zleva i
zprava.
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2.6. Inverznl matice. Se skalary umime pocitat tak, Ze
zrovnosti a-x = b umime vyjadfitx =a~!-b,
__ kdykoliv inverze k a existuje. Podobné bychom
to chtéli umét i s maticemi, mame ale problém,
, jak poznat, zda takova existuje, a jak ji spocitat.
Rﬂ<ame Ze B je matice inverzni k matici A, kdyz

A-B=B-A=E

Piseme pak B = A~! a z definice je samoziejmé, Ze obé
matice musi mit byt ctvercové se stejnou dimenzi n. Matici, k
niZ existuje matice inverzni, fikdme invertibilni matice nebo
také regularni ctvercova matice.

V nésledujicich odstavcich mimo jiné odvodime, Ze B je
inverzni k A, jakmile plati jedna z poZadovanych identit (tj.
druhd je pak disledkem).

Pokud A~! a B~! existuji, pak existuje i inverze k sou-
¢inuA-B
(2.1) (A-B'=pB1.A"".

Je totiZ, diky pravé dokdzané asociativité ndsobent,
B'-AH.A-B=B'" A" A -B=E
(A-By-(B'-AhY=A-B-BH) - A'=E.

Protoze S matlceml umlme pocitat podobne Jako se ska—

vvvvvv

>~/ tence inverzni matice skute¢né hodne pomoci s
feSenim systémt linedrnich rovnic: JestliZze vy-
jadfime soustavu n rovnic pro n nezndmych sou-

ayg -+ dim X1 b

amm xm bm

a jestliZe existuje matice inverzni k matici A, pak lze ndsobit
zleva A~! a dostaneme

Al u=A""" A x=E -x=x,

tj. A~ - u je hledané fesen.

Naopak rozepsanim podminky A-A~! = E pro nezndmé
skaldry v hledané matici A~! dostaneme n systémi linedr-
nich rovnic se stejnou matici na levé stran€ a riznymi vektory
napravo.

.....

rientovat v ptedchozi ivaze o systemech rovnic a jejich mati-
cich. Samozfejmé nds nalezeni inverzni matice stoji jisté dsili
— vetsi nez pfimé vyfeSeni rovnice. Podstatné vsak je, Ze po-
kud mdme mnohokrit za sebou feSit systémy se stejnou ma-
tici A ale riznymi pravymi stranami u, pak se nim nalezeni
A~! opravdu hodné& vyplati.

pti upravé na schodovity tvar obdrZzime rovnici 0 = a proné€jaké a # 0

(tj. nulovy fadek na levé strané a nenulové ¢islo za svislou €arou) pravé

tehdy, kdyZ soustava nema4 feSeni. U

B. Manipulace s maticemi

V této podkapitole budeme pracovat pouze s maticemi, abychom

si osvojili jejich vlastnosti.

2.6. Nasobeni matic. Provedte ndsobeni matic a zkontrolujte si vy-
sledek. VSimnéte si, Ze proto, abychom mohli dvé
) matice ndsobit je nutnd a postacujici podminka, aby
m¢éla prvni matice stejn¢ sloupcd, jako druhd radka.

Pocet fadkt vysledné matice je pak dan poctem fadkt prvni matice,

pocet sloupcti je roven poctu sloupcii druhé matice.
i) 1 2 1 -1\ _ (51
P i1 3) 2 1)7(5 4)
i) 1 -1 I 2\ (2 -1
P 1) \=13)70 7)

o2 o3 (P
111)1_11-11

3 2 1 0

1 3 1 1 7

iv) | =2 2 -1 3 1=171,

3 1 —4 -3 18

1 -2 3
)(1 3 —3) -2 2 -1 :(—14 1 12),

3 1 -4
2

vi) (1 2 —=2)- |1

Poznamka.Body i) a ii) v pfedchozim prikladu ukazuji, Ze nasobeni
¢tvercovych matic neni komutativni, v bod¢ iii) vidime, Ze pokud
miZeme nasobit obdélnikové matice, tak pouze v jednom ze dvou moz-
nych poradi. V bodechiv) a v) si pak v§imnéme, Ze (A-B)” = AT .BT.

2.7. Nechf je

4 0 -5 7 2 0
A=12 7 15|, B=|0 0 3
2 7 13 —19 /13

Lze matici A prevést na matici B pomoci elementarnich fadkovych
transformaci (pak fikdme, Ze jsou fadkovée ekvivalentni)?

ReSeni. Ob¢ matice jsou ziejmé fadkové ekvivalentni s trojrozmér-
nou jednotkovou matici. Snadno se vidi, Ze fddkova ekvivalence na
mnozin€ vSech matic danych rozmért je relaci ekvivalence. Matice A

a B jsou tudiZ fddkové ekvivalentni. ([
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B. MANIPULACE S MATICEMI 1. VEKTORY A MATICE

2.8. Reste maticovou rovnici Z hlediska feSeni systémli rovnic A - x = u je jisté
25 4 —6 prirozené povaZovat za ekvivalentni matice A

X (1 3) - (2 1 ) ) a vektory u, které zaddvaji systémy rovnic se

. 1 . . ) stejnym feSenim. Zkusme se ted zamyslet nad

2.9. Naleznéte libovolnou matici B, pro kterou je matice C = B - A moznostmi, jak zjednoduSovat matici A tak,

ve schodovitém tvaru, jestlize abychom se k feseni blizili.
3 -1 3 2 Zac¢neme jednoduchymi manipulacemi s fadky rovnic,
5 -3 2 3 které feseni ovliviiovat nebudou, a stejnym zplisobem pak
A= 1 =3 =5 0 miZeme upravovat i vektor napravo. KdyZ se ndm u ctver-
7 -5 1 4 cové matice podaii vlevo dostat systém s jednotkovou matici,

. bude napravo feSeni ptivodniho systému. Pokud pfi nasem
Reseni. Budeme-li matici A postupné ndsobit zleva elementarnimi postupu n&jaké Fadky tipIné vypadnou (pfi tipravéch se vynu-
maticemi (uvaZte, jakym fddkovym dpravdm toto ndsobeni matic od-  luji), bude to také ddvat dalsi piimé informace o feSeni. Nase
povidd) jednoduché tpravy jsou:

ELEMENTARN{ RADKOVE TRANSFORMACE L__—

—

e zaména dvou fadka,
’ e vyndsobeni vybraného fddku nenulovym skaldrem,

s w2

e pric¢teni fadku k jinému faddku.

oc—~oo
co~o
coo~
—oc oo

S

|
co |
co~o
o—~oco
—oc oo

Témto operacim tikdme elementdrni Fddkové transformace.
Je zjevné, Ze odpovidajici operace na irovni rovnic v systému
, skute¢né nemohou zménit mnoZinu vSech jeho feSeni, pokud
je nas okruh oborem integrity. '

O -
o O
—

S O~

Ej

|
OUJ
co~—o

Analogicky, elementdrni sloupcové transformace matic
jsou

H
|
~

—Ce co~o

O~ O oo~ Oo

Es

cCoo—= oo o~—
|
[\

e zdména dvou sloupct,
e vyndsobeni vybraného sloupce nenulovym skaldrem,
e pric¢teni sloupce k jinému sloupci,

._
~ O
~

ty vSak nezachovdvaji feSeni pfisluSnych rovnic, protoZze
mezi sebou michaji samotné proménné.

Systematlcky mizZeme pouzit elementdrni fadkové

, Upravy k postupné eliminaci proménnych.

g Postup je algoritmicky a vétSinou se mu fika

/ “'" = Gaussova eliminace proménnych.

’ _—-l GAUSSOVA ELIMINACE PROMENNYCH l——‘
Tvrzeni. Nenulovou matici nad libovolnym okruhem skaldrii

K Ize konecné mnoha elementdrnimi radkovymi transforma-
cemi prevést na tzv. (fadkové) schodovity tvar:

E; =

W
O OO0 o000 O~ OO0
(=)

— OO0 —mooco OO0
O— OO0 OO0 O~ OO0

SO0~ "coco~
o
—o 00 —~moo0oo —O

|
N
o

obdrZzime

0 1
/12 —5/12
—2/3 13
—4/3 —1/3

B = EgE;EqEsELEsECE| =

SO = OO
- o O O

-3 -5 0
1 9/4 1/4
0 0 0

0 0 0 o Je-li ajy = 0 provSechnak =1, ..., j, potom a;; = 0

pro vSechna k > i,
O o je-li ai_yy; prvni nenulovy prvek na (i — 1)-nim Fadku,
pak a;; = 0.

S oo

Dukaz. Matice v fddkové schodovitém tvaru vypada

takto
0o ... 0 CZ]]' Cee e wee Ay
0o ... 0 0 oo Ak ... Aoy
0 0 daip
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a matice miiZe, ale nemusi, koncit né¢kolika nulovymi radky.
K prevodu libovolné matice mizZeme pouZit jednoduchy al-
goritmus, kterym se postupné, fddek za fadkem, bliZzime k
vyslednému schodovitému tvaru:

ALGORITMUS GAUSSOVY ELIMINACE L__

l (1) Ptipadnou zaménou fadkd docilime, Ze v prvnim fadku

bude v prvnim nenulovém sloupci nenulovy prvek, necht
je to j-ty sloupec.

(2) Proi = 2, ..., vyndsobenim prvniho fddku prvkem a;;,
i-t€ho fadku prvkem a; ; a odeCtenim vynulujeme prvek
a;j na i-tém fadku.

(3) Opakovanou aplikaci bodl (1) a (2), vzdy pro dosud
neupraveny zbytek fadkd a sloupcd v ziskané matici
dospéjeme po kone¢ném poctu krokd k poZadovanému
tvaru.

Tim je tvrzeni dokdzano g

Uvedeny postup je skutecné pravé obvykld eliminace
proménnych v systémech linedrnich rovnic.

Zcela analogickym postupem definujeme sloupcové
schodovity tvar matic a zdménou fadkovych na sloupcové
transformace obdrZzime algoritmus prevddéjici matici na
takovy tvar.

Poznamka. Gaussovu eliminaci jsme zformulovali pro
f obecné skaldry z néjakého okruhu. Zdd se byt
’ prirozené, Ze ve schodovitém tvaru jeSté vyndso-
A2 benim vhodnymi skaldry dosdhneme jednotkovych
koeficientl na vysledné nenulové ,,diagondle” nad
nulami v matici a dopocitdme feSeni. To ale pro obecné
skaldry neptijde, pfedstavte si tieba celd Cisla Z.

Pro feSeni systémi rovnic nemd ale viibec uvedeny po-
stup rozumny smysl, kdyZ jsou mezi skaldry délitelé nuly.
Promyslete si peclivé rozdil mezi K = Z, K = R a piipadné
Z> nebo Zy.

2.8. Matice elementarnich transformaci. V dal$im
budeme uZ pracovat jen s polem skaldrt K, kazdy nenulovy
skalar tedy md inverzni prvek.

Vsimnéme si, Ze elementdrni fddkové (resp. sloupcové)
transformace odpovidaji vyndsobenim zleva (resp. zprava)
ndsledujicimi maticemi:

(1) Prehozeni i-tého a j-tého fadku (resp. sloupce)
1 0

0

2.10. Komplexni ¢isla jako matice. UvaZzme mnozZinu matic

z) ,a,b e R}. VSimnéte si, Ze C je uzaviend na
a nasobeni matic a ddle ukazte, Ze ptifazeni f : C — C,
— a+bi spliuje f(M + N) = f(M) + f(N) i
f(M - N) = f(M) - f(N) (na levych strandc rovnosti se jednd o
s¢itani a ndsobeni matic, na pravych o s¢itdni a ndsobeni komplexnich
¢isel). Na mnozZinu C spolu s ndsobenim a s¢itinim matic lze tedy
nahliZet jako na téleso C komplexnich Cisel. Zobrazeni f se pak

nazyvd izomorfismem (téles). Je tedy napiiklad
3 5) (8 =9\ _ (069 13
-5 3 9 8 ) \-13 69)°
coz odpovida tomu, Ze (3 + 5i) - (8 — 9i) = 69 — 13i.

2.11. Vyfeste maticové rovnice

Go)x=G3) =G9-G3

ReSeni. Zjevné neznamé X, a X, museji byt matice 2 x 2 (aby uvazo-

vané souciny matic existovaly a vysledkem byla matice 2 x 2). PoloZme

(a1 b, (a2 by
o= (la) = (E0)

a rozndsobme matice v prvni zadané rovnici. M4 platit

a; + 3c; by + 3d, _ 1 2
3a; +8c; 3b;+8d;)  \3 4)°
tj. m4 byt
ai + 36‘1 = 1,
b] + 3d] = 2’
3(11 + 8C1 = 3,
3b, + 84, = 4.

Sectenim (—3)ndsobku prvni rovnice se tfeti dostdvdme c¢; = 0 a né-
sledné a; = 1. Podobn¢ sectenim (—3)nasobku druhé rovnice se Ctvr-
tou dostavame d; = 2 a poté by = —4. Je tedy

1 —4
-

Hodnoty a, by, ¢;, d> najdeme odlisSnym zptisobem. Napt. pouZi-

a b\ 1 d —b
c d) " ad—bc\—c a)’

2 Xz

ktery plati pro libovolnd &isla a, b, ¢, d € R (pficemZ inverzni matice

tim vzorce

existuje prave tehdy, kdyz ad — bc # 0), spoctéme

G =(32)

Vyndsobeni zadané rovnice touto matici zprava ddva
1 2 -8 3
w=(3) (G 2)
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1. VEKTORY A MATICE

a tudiz

2 1
X2=<—12 5)'

]
2.12. Které z matic
0 1/7 1/2 0 1/3 0 1 O
A= 1 6/7) B=|0 1 1/2), C=|1/4 0 1/21],
1/2 0 1/6 3/4 0 1/2
1/3 12 0 0 0100
D— 1/2 1/3 0 0 E_OOOl
10 1/6 1/6 1/3}" |1 00O
1/6 0 5/6 2/3 0010
jsou reguldrni?
ReSeni. Nebot
3/8 1/4 1/4
A2:<é% 463/;99) c=11/4 3/8 1/4],
3/8 3/8 1/2
matice A a C jsou reguldrni; a nebof
1/2 0 1/3 0
0 1 1/2 1l=11],
1/2 0 1/6 0 0
bude prostiedni sloupec matice B" vidy (pro n € N) vekto-
rem (0, 1, 0)7, tj. matice B nemiZe byt reguldrni. Soucin
1/3 1/2 0 0 0 0
1/2 1/3 0 0 ol _ 0
0 1/6 1/6 13| |a]| | a/64+b/3 |’ @beR
1/6 0 5/6 2/3 b S5a/6+2b/3

implikuje, Ze matice D? bude mit v pravém hornim rohu nu-
lovou dvourozmérnou (¢tvercovou) submatici. Opakovanim této im-
plikace dostdvdme, Ze stejnou vlastnost maji matice D> = D - D?,
D*=D.D3 ...,D" = D.D"! ... tudi? matice D neni regu-
larni. Matice E je permutacni (v kazdém tddku a sloupci mé pravé
jeden nenulovy prvek, a to 1). Neni obtiZzné si uv€domit, Ze mocniny
permutaéni matice jsou opét permutacni matice. Matice E proto
neni regularni. To lze rovnéZ ovéfit vypoctem mocnin E2, E3, E*. Ma-

tice E* je totiZ jednotkova. O

2.13. Vypocet inverzni matice. Spoctéte inverzni matice k maticim

4 3 2 1 01
A=|5 6 3|, B=|3 3 4
35 2 2 23

Ly .. -1
Poté urcete matici (AT . B) .
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(2) Vyndsobeni i-té€ho fadku (resp. sloupce) skaldrem a:

1

1

(3) Secteni i-tého fadku (resp. sloupce) s j-tym:
1 0
0

T

J
Toto prostinké pozorovéni je ve skutecnosti velice pod-
statné, protoZe soucin invertibilnich matic je in-
. ), vertibilni (viz rovnost (Z11)) a vSechny elemen-
tarni transformace jsou nad polem skalért in-
el vertibilni (sama definice elementarnich trans-
formaci zajiStuje, Ze inverzni transformace je stejného typu
a je také snadné urcit jeji matici).

Pro libovolnou matici A tedy dostaneme ndsobenim
vhodnou invertibilni matici P = Py --- P; zleva (postupné
ndsobeni k& maticemi zleva) jeji ekvivalentni fadkovy
schodovity tvar A’ = P - A.

Jestlize obecné aplikujeme tentyZ elimina¢ni postup na
sloupce, dostaneme z kazdé matice B jeji sloucovy schodo-
vity tvar B’ vyndsobenim zprava vhodnou invertibilni matic{
Q = Q;--- Q. Pokud ale zaCneme s matici B = A’ v
fadkové schodovitém tvaru, eliminuje takovy postup pouze
vsechny dosud nenulové prvky mimo diagondlu matice a z4-
vérem lze jesté i tyto elementdrnimi operacemi zménit na
jednicky. Celkem jsme tedy ovérili dilezity vysledek, ke kte-
rému se budeme mnohokrét vracet:

A

2.9. Véta. Pro kaZdou matici A typum /n nad polem skalarii
K existuji ctvercové invertibilni matice P dimenze m a Q
dimenze n takové, Ze matice P - A je v Fddkove schodovitém
tvaru a

| 0 0
0 10 0
pP-A-Q=1, 01 0 0
0 00 0 0
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2.10. Algoritmus pro vypocet inverzni matice. V pred-
- chozich dvahich jsme se dostali prakticky k dpl-

nému algoritmu pro vypocet inverzni matice.
Béhem jednoduchého niZe uvedeného postupu
<= Dbudzjistime, Ze inverze neexistuje, nebo bude in-
verze spoctena I nadéle pracujeme nad polem skalard.

Ekvivalentni fddkové transformace se ¢tvercovou matici
A dimenze n vedou k matici P’ takové, Ze matice P’-A bude v
fadkoveé schodovitém tvaru. Pfitom miiZe (ale nemusi) byt je-
den nebo vice poslednich fadkd nulovych. Jestlize ma existo-
vat inverzni matice k A, pak existuje i inverzni matice k P’-A.
Jestlize vSak je posledni fadek v P’ - A nulovy, bude nulovy i
posledni fadek v P’ - A - B pro jakoukoliv matici B dimenze
n. Existence takového nulového fadku ve vysledku (fadkové)
Gaussovy eliminace tedy vyluduje existenci A~

Piedpoklddejme nyni, e A~! existuje. Podle piedcho-
ziho, nalezneme fadkove schodovity tvar bez nulového radku,
tzn. Ze vSechny diagondlni prvky v P’ - A jsou nenulové. Pak
ovSsem pokrac¢ovanim eliminace pomoci fadkovych elemen-
tarnich transformaci od pravého dolniho rohu zpét a vynor-
movanim diagondlnich prvki na jednicky ziskdme jednotko-
vou matici E. Jinymi slovy, najdeme dal$i invertibilni ma-
tici P” takovou, 7ze pro P = P” - P’ plati P - A = E. Vy-
ménou fddkovych a sloupcovych transformaci lze za predpo-
kladu existence A~' stejnym postupem najit Q takovou, Ze
A - Q = E. Odtud

D

P=P . E=P.- (A-Q)=(P-A4)-0=0.
To ale znamend, Ze jsme nalezli hledanou inverzni matici
A'=P=0

k matici A. Zejména se tedy v okamZiku nalezeni matice P
s vlastnosti P - A = E uZ nemusime s Zddnymi dalSimi vy-
pocty namdhat, protoZe vime, Ze jiZ jisté jde o inverzni ma-
tici.

Prakticky tedy miZeme postupovat takto:

VYPOCET INVERZN{ MATICE L——

Vedle sebe napiSeme plivodni matici A a jednotkovou
matici E, matici A upravujeme fadkovymi elementdrnimi
Upravami nejprve na schodovity tvar, potom tzv. zpétnou eli-
minaci na diagondlni matici a v t ndsobime fadky inverz-
nimi prvky z K. TytéZ Gpravy postupné provadéné s E vedou
pravé k hledané matici A~!. Pokud tento algoritmus narazi
na vynulovani celého fadku v piivodni matici, znamend to, Ze
matice inverzni neexistuje.

2.11. Linearni zavislost a hodnost. V ptedchozich uva-
' hach a poctech s maticemi jsme stdle pracovali
//"/5;/ ./, se sCitdnim fadki nebo sloupcii coby vektori,
= spolu s jejich ndsobenim skaldry. Takové ope-
raci rﬂiame linedrni kombinace. V abstraktnim pojeti se k

Reseni. Inverzni matici nalezneme tak, Ze vedle sebe napiSeme ma-
tici A a matici jednotkovou. Pomoci fddkovych transformaci pak pie-
vedeme matici A na jednotkovou. Timto matice jednotkovd prejde na

matici A~!. Postupnymi Gpravami dostdvame

432100 1 =2 0[1 0 -1
563010]|~[5 6 301 0]~
352001 35 2000 1

I =2 01 0 —I I =2 0[1 0 —I

016 3[-5 1 5 |~lo0o 5 1|21 1 |~

0 11 2(=3 0 4 0 11 2(-3 0 4

1 =2 0[1 0 -1 1003 -4 3

0 12 1 1 |~foo0o1]-7 11 -9

0 1 01 -2 2 0101 -2 2

1003 —4 3
~lo1o]1 =2 2 |
00 1/=7 11 -9 )

pfi¢emZ v prvnim kroku jsme odecetli od prvniho fadku tfeti, ve dru-
hém jsme (—5)ndsobek prvniho pficetli ke druhému a soucasné jeho
(—3)ndsobek ke tretimu, ve tfetim kroku jsme odecetli od druhého
radku tieti, ve ¢tvrtém jsme (—2)ndsobek druhého pricetli ke tretimu,
v patém kroku jsme (—5)ndsobek tfetiho fadku pficetli ke druhému
a jeho 2ndsobek k prvnimu, v poslednim kroku jsme pak zaménili

VP4

druhy a tieti fadek. Zdiiraznéme vysledek

3 —4 3
Al=11 =2 2
-7 11 -9

Upozornéme, Ze pii uréovani matice A~! jsme diky vhodnym ¥4d-
kovym dpravam nemuseli pocitat se zlomky. PfestoZe bychom si mohli
obdobné pocinat pti uréovani matice B~!, budeme rad&ji provadét vice

ndzorné (nabizejici se) fadkové dpravy. Plati

10 1[1 00 1Lo1/1 00
33401 0)~{031/-310]~
2 2 3(0 01 02 1|-201
1o 1|1 0 0 1011 0 0
03 1 ]|=3 1 0 01 +/-1 1 0]~
00 1/3]0 -2/31 00 3]0 =31
1ool1 2 1 oof1 2 -3
01 0|-1 1 —1 ~fo1o0|-1 1 -1],
00 3/0 =3 1 0010 -2 3
i
12 -3
B'=[-1 1 -1
0 -2 3
VyuZitim identity
(AT B =Bt (AT = (4T
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C. DETERMINANTY

1. VEKTORY A MATICE

a znalosti vySe vypocitanych inverznich matic 1ze obdrZet

12 =3\ (3 1 -7
(AT B) ' =[-1 1 -1]-|-4 2 11
0 -2 3 32 -9

—14 =9 4

=[-10 =5 27

17 10 —49

2.14. Vypocitejte inverzni matici k matici

1 0 =2
A=12 -2 1
5 =5 2

2.15. Naleznéte inverzni matici k matici

8 3 0 00
52 0 00
00 -1 00
00 0 1 2
00 0 35

2.16. Zjistéte, zda existuje inverzni matice k matici

1 1 1 1
1 1 -1 1
C={1 -1 1 -
1 -1 -1 1

Pokud ano, uréete tuto matici C~'.

2.17. Stanovte A~ je-li

(a) A= <—11 ;), pficemzZ i je imagindrni jednotka;

1 -5 -3
b)A=|-1 5 4
-1 6 2

2.18. Napiste inverzni matici k n x n matici (n > 1)

2—n 1 1 1

1 2—n . 1
A=

1 2—n 1

1 1 1 2—n

C. Determinanty

Ovéite si nejprve na nasledujicim piikladu, Ze umite pocitat deter-

minanty matic 2 x 2 a 3 x 3 (pomoci Saarusova pravidla):
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operacim s vektory vratime za chvili v 224, bude ale uZi-
teCné pochopit podstatu uz nyni. Linearni kombinaci fadkt
(nebo sloupct) matice A = (a;;) typu m/n rozumime vyraz

SV +---+ CklUiy,
kde ¢; jsou skaldry, u; = (aji,...,a;) jsou fddky (nebo
uj = (aj,...,an;) jsou sloupce) matice A.

Jestlize existuje linedrni kombinace danych fadku s ale-
spoii jednim nenulovym skaldrnim koeficientem, jejimz vy-
sledkem je nulovy fadek, fikdme, Ze jsou tyto fadky linedrné
zavislé. V opaéném pripade, tj. kdyZ jedinou moZnosti jak zis-
kat nulovy fddek je vyndsobeni vyhradné nulovymi skalary,
jsou tyto fadky linedarné nezavislé.

Obdobné definujeme linedrné zavislé a nezavislé
sloupce matice.

Predchozi vysledky o Gausové eliminaci miZeme ted
o (1 intepretovat tak, Ze pocet vyslednych nenulovych

»schodli v fadkové nebo sloupcové schodovitém
42 tvaru je vZdy roven poétu linearné nezavislych fadka
‘ matice, resp. pocCtu linedrné nezdavislych sloupct
matice. Ozna¢me Ej; matici z véty 9 s / jednickami na
diagondle a ptfedpokliddejme, Ze dvéma rGznymi postupy
dostaneme rdznd 4’ < h. Pak ovS§em podle naseho postupu
budou existovat také invertibilni matice P a Q takové, Ze

P-Ey-Q=E.

V soucinu Ej - Q bude vice nulovych fadkt ve spodni ¢asti
matice, neZ kolik ma byt jedni¢ek v Ej a pritom se k nim
mame dostat uz jen fddkovymi transformacemi. Zvysit pocet
linedrné nezavislych rfadkt ale pomoci elementarnich fddko-
vych transformaci nelze. Proto je pocet jednicek v matici
P - A- Q ve vété 9 nezdvisly na volbé naSeho postupu elimi-
nace a je roven jak poctu linedrné nezdvislych radkt v A, tak
poctu linedrné nezdvislych sloupcii v A. Tomuto ¢islu fikdme
hodnost matice a znacime je h(A). Zapamatujme si vysledné
tvrzeni:

Véta. Necht A je matice typu m /n nad polem skalarii K. Ma-
tice A md stejny pocet h(A) lindrné nezavislych radkii a line-
arné nezavislych sloupci. Zejména je hodnost vidy nejvyse
rovna mensimu z rozmérii matice A.

Algoristmus pro vypocet inverznich matic také fik4, Ze
¢tvercovd matice A dimenze m ma inverzi, pravé kdyz je jeji
hodnost rovna poctu fadkd m.

2.12. Matice jako zobrazeni. Zcela stejné, jak jsme s mati-
cemi pracovali v geometrii roviny, viz 29, miZzeme kazdou
¢tvercovou matici A interpretovat jako zobrazeni

A:K'—- K" x— A-x

Diky distributivité ndsobeni matic je zfejmé, jak jsou zobra-
zovény linearni kombinace vektord takovymi zobrazenimi:

A-(ax+by)y=a(A-x)+b(A-y).
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KAPITOLA 2. ELEMENTARNI LINEARNI ALGEBRA

Piimo z definice je také vidét (diky asociativité nasobeni ma-
tic), Ze skladani zobrazeni odpovida ndsobeni matic v daném
poradi. Invertibilni matice tedy odpovidaji bijektivnim zobra-
zenim.

Z tohoto pohledu je velice zajimava véta 9. MiiZeme ji
Cist tak, Ze hodnost matice urcuje, jak velky je
__obraz celého K" v tomto zobrazeni. Skute¢né,
je-li A = P - Ey - Q s matici Ey s k jednic-

: kami jako v 79, pak invertibilni Q napfed jen
bljektlvne »zamichd™ n-rozmérné vektory v K", matice E;
pak ,,zkopiruje* prvnich k soufadnic a vynuluje n — k zbyva-
jicich. Tento ,k—rozmérny* obraz uz pak ndsledné ndsobeni
invertibilni P nemtiZe zvétsit.

2.13. ReSeni systémui linearnich rovnic. K pojmim di-

- menze, linedrni nezdvislost apod. se vratime ve
tieti Casti této kapitoly. Jiz ted si ale miZeme
povSimnout, co pravé dovozené vysledky fikaji
<= o feSeni systému linedrnich rovnic. Jestlize bu-
deme uvaZovat matici systému rovnic a pfiddme k ni jesté
sloupec pozadovanych hodnot, hovofime o rozsifené matici
systému. Postup, ktery jsme predvedli odpovidd postupné eli-
minaci proménnych v rovnicich a vySkrtdni linedrné zdvis-
Iych rovnic (ty jsou prosté disledkem ostatnich).

Dovodili jsme tedy kompletni informaci o velikosti
mnoZiny feSeni systému linedrnich rovnic v zdvislosti na
hodnosti matice systému. Pokud ndm pfi pfechodu na
fadkové schodovity tvar zistane v rozSifené matici vice
nenulovych fadkl neZ v matici systému, pak Zadné fesSeni
nemuzZe existovat (prost¢ se danym linedrnim zobrazenim
do poZadované hodnoty viibec netrefime). Pokud je hodnost
obou matic stejnd, pak ndm pii zpétném dopoctu feSeni
zlstane prave tolik volnych parametrt, kolik je rozdil mezi
poc¢tem proménnych n a hodnosti /1 (A).

,g{‘

2. Determinanty
V paté casti prvni kapitoly jsme vidéli (viz [X7), Ze
; pro ¢tvercové matice dimenze 2 nad redlnymi
éisly existuje skalarn{ funkce det které matici

inverze. Nerﬂ<ah jsme to sice ste]nyml slovy, ale snadno si to
ovéfite (viz odstavce pocinaje 28 a vzorec (IIH)). Determi-
nant byl uZite¢ny i jinak, viz odstavce 33 a T34, kde jsme
si volnou dvahou odvodili, Ze obsah rovnobéZnika by mél
byt linedrné zavisly na kazdém ze dvou vektort definujicich
rovnobéZnik a Ze je uZitecné zdroven poZadovat zménu zna-
ménka pii zméné poradi téchto vektort. ProtoZe tyto vlast-
nosti mél, aZ na pevny skaldrni ndsobek, jediné determinant,
odvodili jsme, Ze je obsah ddn pravé takto. Nyni uvidime, Ze
podobné 1ze postupovat v kazdé kone¢né dimenzi.

V této casti budeme pracovat s libovolnymi skaldary K
a maticemi nad témito skaldry. Nase vysledky o determi-
nantech tedy budou vesmés platit pro vSechny komutativni
okruhy, zejména tedy tfeba pro celoCislené matice.

1 2 1 2 3

2.19. Urcete determinanty matic: (2 1), 1 -1 2
2

1
1
-2

S O =
—_ O =

2.20. Spocitejte determinant matice

O = =
—_ = N W
N = N

— NN

ReSeni. Zacneme rozvijet podle prvniho sloupce, kde mame nejvice

(jednu) nul. Postupné dostdvame

a2y 2 2 2 35 6 35 6
1112:1-112—1'1124-1222
01 2 1 1 2 1 1 2 1 1 2 1
Podle SaarLg)va pravidla _2_9 + 6 =2,

2.21. Naleznéte vSechny hodnoty argumentu a takové, Ze

a 11 1
0a 1 1|_,
01 a 1 ‘
000 —a

Pro komplexni a uvedte bud’jeho algebraicky nebo goniometricky tvar.

ReSeni. Spocitame determinant rozvinutim podle prvniho sloupce ma-

tice:
SRR
D= “ =a-{l a 1],
01 a 1 00 —
000 —a “
déle rozvijime podle posledniho fadku:
_ o a 1 2.2
D=a (a)1 a’_ a“(a 1).

Celkem dostdvdme nasledujici podminku pro a: a* —a®> + 1 = 0.
Substituci t = a2, pak mame > — t + 1 s kofeny t; = # =
cos(/3) + isin(w/3), 1, = 1*%6 = cos(m/3) — isin(/3)
cos(—m/3) + isin(—m/3), odkud snadno uré¢ime ¢tyfi mozné hod-
noty parametru a: a; = cos(mw/6) + isin(r/6) = V3/2 4+ i/2,
a, = cos(7m/6) + i sin(7w/6) = —\/5/2 —i/2, a3 = cos(—m/6) +
isin(—/6) = /3/2 —i/2, ay = cos(57/6) + isin(57/6)
—V3/2+i/2. a
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Jandermond

C. DETERMINANTY

2. DETERMINANTY

2.22. Vandermondiiv determinant. DokaZte vzorec pro tzv. Vander-

mondtv determinant, tj. determinant Vandermondovy matice:

1 1 1
aq ay .. ay
a> a a?
Va=1]% 92 - no| = ]_[ (aj —ap),
: I<i<j<n
1 n—1
a a a,

kdeal,..

a; —ai,kdej > .

., a, € R ana pravé stran¢ rovnosti je soucin vsech rozdilt

ResSeni.

UkéaZeme opravdu nadherny diikaz indukei, nad nimZ srdce mate-

7e plati i pro vypocet determinantu Vandermondovy matice
uréenou Cisly ay, ..., ary1. UvaZme determinant Vi, jako polynom
P v proménné a;. Z definice determinantu vyplyvd, Ze tento po-
lynom bude stupné k v této proménné a navic ¢isla ay,...,a; budou
jeho kofeny: nahradime-li totiz ve Vandermondové matici V., po-
sledni sloupec tvoreny mocninami ¢isla @, libovolnym z piedcho-
zich sloupcil tvofenym mocninami ¢isla a;, tak hodnota tohoto poz-
ménéného determinantu je vlastné hodnotou Vandermondova determi-
nantu (jakoZto polynomu v proménné a; ) v bodé€ a;. Tato je ov§em
nulovd, nebof determinant z matice se dvéma shodnymi, tedy linedrné
zavislymi, sloupci je nulovy. To znamena, Ze a; je kofenem P. Nalezli
jsme tedy k kofenti polynomu stupné k, tudiZ v§echny jeho kofeny a P
musi byt tvaru P = C(ag4+1 — a1)(ak+1 — @) - - - (Qk+1 — ax), kde C
je néjaka konstanta, resp. vedouci koeficient polynomu P. UvdZime-
li v§ak vypocet determinantu V;; pomoci rozvoje podle posledniho
sloupce, tak vidime, Ze C = Vi, coZ uz dokazuje vzorec pro Vj;. U

Jiné feSeni. (viz Navody a feseni cviceni)

2.23. Nenulovost determinantu ctvercové matice charakterizuje

vSechny invertibilni ¢tvercové matice: zjistéte, zda je matice

32 -1 2
4 1 2 -4
-2 2 4 1
2 3 —4 8

invertibilni.
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2.14. Definice determinantu. Pfipomenime, Ze bijektivni
zobrazeni mnoZiny X na sebe se nazyva permutace mnoZiny
X,viz[7A Je-li X = {1, 2, ..., n}, lze permutace zapsat po-
moci vysledného potadi ve formé tabulky:

1 2 ... n
(o(l) o(2) ... U(n)) ’

Prvek x € X se nazyvd samodruZznym bodem permutace
o, je-li o(x) = x. Permutace o takovd, Ze existuji pravé
dva rGzné prvky x,y € X s o(x) = Yy, zatimco vSechna
ostatni z € X jsou samodruZnd, se nazyva transpozice, zna-
¢ime ji (x, y). Samozfejmé pro takovou transpozici plati také
o (y) = x, odtud nézeyv.

V dimenzi 2 byl vzorec pro determinant jednoduchy —
it vezmeme vSechny mozné souciny dvou prvkd,
' po jednom z kazdého sloupce a fadku matice,
s4s=,  opatifme je znaménkem tak, aby pii pfehozeni
(22— dvou sloupcti doslo ke zméné celkového zna-
ménka, a vyrazy vSechny (tj. oba) seCteme:

Az(“ b), det A = ad — be.
c d

Obecné, uvazujme Ctvercové matice A = (a;;) dimenze
n nad K. Vzorec pro determinant matice A bude také poskla-
dany ze vSech moZnych soucint prvki z jednotlivych radkt
a sloupcti:

_—_l DEFINICE DETERMINANTU

Determinant matice A je skalar det A = |A| definovany
vztahem

|A] = Z sgn(o)ais(1) * A26(2) * * * Ano(n)
oeX,
kde %, je mnoZina vS§ech mozZnych permutacina {1, ...,n}a
znaménko sgn pro kazdou permutaci o je$té musime popsat.
Kazdy z vyrazi
sgn(0)aio(1) * 426(2) * * * Anon)

nazyvame clen determinantu |A|.

V dimenzich 2 a 3 snadno uhddneme i spradvnad znaménka.
Soucin prvkil z diagondly m4 byt s kladnym znaménkem a
chceme antisymetrii pii pfehozeni dvou sloupcti nebo fadki.

_____l DETERMINANTY V DIMENZI 2 A 3
Pro n = 2 je, jak jsme cekali

ay ap

= dajidy — adppazg.
az; dax

Podobné pron = 3

din diz dis a11a22a33 — A13022031 + A13021432
a dxp axya| =

—daj1a3as; + apasaz; — dppd1as;.
as; dsp dasz

Tomuto vzorci se k4 Saarusovo pravidlo.
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2.15. Parita permutace. Jak tedy najit sprivna znaménka
. permutaci? Rikdme, Ze dvojice prvki a,b €
X = {1, ..., n} tvofi inverzi v permutaci o, je-
WY, lia <bao(a) > o(b). Permutace o se nazyva
> sudd (resp. licha), obsahuje-li sudy (resp. lichy)

pocet inverzi.

Parita permutace o je (—1)PeinveZl 3 7pacime
ji sgn(o). Tolik tedy definice znamének naSich Cclenti
determintu. Chceme ale védét, jak s paritou pocitat. Z
ndsledujictho tvrzeni o permutacich uZ je jasné vidét, Ze
Saarusovo pravidlo skutec¢né pocitd determinant v dimenzi
3.

Véta. Na mnoZine X = {1,2,...,n} je pravé n! riiznych
permutaci. Tyto lze sefadit do posloupnosti tak, Ze kaZdé dvé
po sobé jdouci se lisi pravé jednou transpozici. Lze p¥i tom
zacit libovolnou permutaci. KaZda transpozice meéni paritu.

Dtkaz. Pro jednoprvkové a dvouprvkové X tvrzeni sa-
moziejmé plati. Budeme postupovat indukci pies dimenzi.

Predpokladejme, Ze tvrzeni plati pro vSechny mnoZiny
sn — 1 prvky a uvazme permutaci (1) = ay,...,0(n) =
a,. Podle induk¢niho pfedpokladu vSechny permutace, které
maji na poslednim misté a,, dostaneme z tohoto potadi po-
stupnym provadénim transpozic. Pfitom jich bude (n — 1)!.
V poslednim z nich prohodime o (n) = a, za néktery z prvkd,
ktery dosud nebyl na poslednim misté, a znovu uspofdddme
vSechny permutace s timto vybranym prvkem na poslednim
misté do posloupnosti s poZadovanymi vlastnostmi. Po n—
ndsobné aplikaci tohoto postupu ziskdme n(n — 1) = n! za-
rucené ruznych permutaci, tzn. v§echny, pravé predepsanym
zpisobem.

Vsimnéme si, Ze posledni véta dokazovaného tvrzeni se
nezda prilis dileZita pro jeho vyuZiti. Je vSak velice dileZitou
¢asti postupu v nasem diikazu indukci pies pocet prvki v X.

Zbyva tvrzeni véty o paritdch. UvaZme poradi

(ay,...,ai,ai41,...,0a,),
ve kterém je r inverzi. Pak zjevné je v poradi
(al’ e 7ai+17aiv oo ’an)

bud'r — 1 nebo r + 1 inverzi. Kazdou transpozici (a;, a;) lze
pritom ziskat postupnym provedenim (j —i)+(j —i —1) =
2(j — i) — 1 transpozic sousednich prvkd. Proto se provede-
nim libovolné transpozice parita permutace zméni. Navic jiz
vime, Ze vSechny permutace lze ziskat provddénim transpo-
zic. g

Zjistili jsme, Ze provedeni libovolné transpozice zméni
paritu permutace a Ze kazdé poradi ¢isel {1, 2, ..., n} lze zis-
kat postupnymi transpozicemi sousednich prvkid. Dokazali

jsme proto:

Disledek. Na kaZdé konecné mnoZiné X = {1,...,n}sn

prvky, n > 1, je prdavé %n! sudych a %n! lichych permutaci.

ReSeni. Matice je invertibilni (existuje k ni inverzni matice) pravé
tehdy, kdyZ ji 1ze pomoci fddkovych transformaci prevést na jednot-
kovou matici. To je ekvivalentni napf. s tim, Ze m4 nenulovy determi-
nant. Ten spocitdime pomoci Laplaceovy véty (232) napiiklad rozvo-

jem podle prvniho fadku:

3 2 -1 2
4 1 2 —4
-2 2 4 1
2 3 —4 8
1 2 -4 4 2 —4 4 1 —4 4
=32 4 1|-2-|-2 4 1|4+C-D-|-2 2 1|-2-|-2
3 -4 8 2 —4 8 2 3 8 2
= 3.-90—-2-180+(—1)-110 -2 (—100) = 0,
tedy dand matice neni invertibilni. O

2.24. Naleznéte matici algebraicky adjungovanou a matici inverzni

k matici
1 02 0
0 3 0 4
A= 50 6 0
07 0 8
ReSeni. Adjungovand matice je
T
Ay Ap Az Ay
A — Ay Ay Az Ay
Az Az Aszz Az |
Ay Ap Ay Ay

kde A;; je algebraicky dopliiek prvku a;; matice A, tedy soucin
&isla (—1)'*/ a determinantu trojrozmérné matice vzniklé z A vyne-

chanim i-tého fadku a j-tého sloupce. Plati

304 0 0 4
Ay =10 6 0| =-24, Ap, =-15 6 0/=0,.
7 0 8 0 0 8
1 00 1 0 2
A =—10 3 4| =0, A =10 3 0|=-12.
5 00 5 0 6
Dosazenim ziskame
24 0 20 0\ [-24 0 8 0
A — 0 =32 0 28 _ 0O -32 0 16
B 8 0O -4 0 1 20 0O -4 0
0 16 0 -12 0 28 0o -12

Inverzni matici A~! uréfme ze vztahu A~! = |A|~!. A*. Determi-

nant matice A je (rozvojem podle prvniho fadku) roven

10200 gy o s g
Al = =10 6 0/+2[5 0 0f=16.
> 060015 g 07 8

07 0 8
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D. SOUSTAVY LINEARNICH ROVNIC PODRUHE

2. DETERMINANTY

Dostdvame tedy

-3/2 0 1/2 0
Al 0 -2 0 1
54 0 —-1/4 O
o 7/4 0 —-3/4
]
2.25. Najdéte algebraicky adjungovanou matici F*, je-li
a B 0
F=\|y § 0], o, B,y,8 € R.
0 0 1

2.26. Vypocitejte algebraicky adjungované matice k maticim

3 2 0 -1
0 2 2 1 L+i 2
@1 2 3 2 ® (3—2i 6)’

0 1 2 1

pfiCemz i oznaCuje imaginarni jednotku.
D. Soustavy linearnich rovnic podruhé

Se soustavami linedrnich rovnic jsme se jiZ setkali na za¢4tku kapi-
toly. Nyni se budeme vénovat této problematice podrobnéji. Zkusme
nejprve vyuzit vypoctu inverzni matice k feSeni systému linedrnich

soustav rovnic.

2.27. Utastnici zdjezdu. Dvoudenniho autobusového zjezdu se zi-
Castnilo 45 osob. Prvni den se platilo vstupné na rozhlednu 30 K¢ za
dospélého, 16 K¢ za dité a 24 K¢ za seniora, celkem 1 116 K¢&. Druhy
den se platilo vstupné do botanické zahrady 40 K¢ za dospélého, 24 K¢
za dité a 34 K¢ za seniora, celkem 1 542 K¢. Kolik bylo mezi vyletniky
dospélych, déti a seniord?
ReSeni. Zavedme proménné

x uddvajici ,,pocet dospélych*;

y udavajici ,,pocet déti*;

z uddvajici ,,pocet seniorii*.
Zajezdu se zucastnilo 45 osob, a proto

x + y + z = 45

Celkové vstupné na rozhlednu a do botanické zahrady pii zavedeni
nasich proménnych a pfi zachovani poradi ¢ini 30x+16y+24z a 40x+
24y 4 34z. My je ovSem zndme (1 116 K¢ a 1 542 K¢&). Médme tak

30x + 16y + 24z = 1116,
40x + 24y + 34z = 1542

Soustavu ti{ linedrnich rovnic zapiSeme maticove jako

111 X 45
30 16 24|-[y]|=(1116
40 24 34) \: 1542
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JestliZe sloZime dvé permutace za sebou, znamené to pro-
vést napred vSechny transpozice tvofici prvni a pak druhou.
Proto pro libovolné permutace o, n : X — X plati

sgn(o o) = sgn(o) - sgn(n)
a proto také
sgn(a‘l) = sgn(o).

2.16. Rozklad permutace na cykly. Dobrym ndstrojem
pro praktickou praci s permutacemi je jejich rozklad na tzv.

cykly.
4! CYKLY l

Permutace o na mnoziné¢ X = {1, ..., n} se nazyva cyk-
lus délky k, jestlize je mozné najit prvky ai,...,a; € X,
2 < k < n,takové, ze o(a;) = ajy1,i = 1,...,k—1, za-
timco o (a;) = a; aostatni prvky v X jsou pro o samodruzné.
Cykly délky dva jsou prave transpozice.

Kazda permutace je slozenim cykld. Cykly sudé délky
maji paritu —1, cykly liché délky majf paritu 1. l

Posledni tvrzeni musime jesté dokazat. Jestlize definu-
jeme pro danou permutaci o relaci R tak, 7Ze
£, dva prvky x, y € X jsou v relaci pravé kdyz

o"(x) = y pro néjakou iteraci permutace o,
pak zjevné jde o relaci ekvivalence (ovéfte si
podrobne‘) ProtoZe je X kone¢nd mnoZina, musi pro n&jaké
£ byt o*(x) = x. Jestlize zvolime jednu tiidu ekvivalence
{x,0(x),...,0 7" (x)} C X aostatni prvky definujeme jako
samodruzné, dostdvame cyklus. Evidentné je pak celd pi-
vodni permutace X sloZenim vsech téchto cykld pro jednot-
livé tiidy nasi ekvivalence a je jedno v jakém poradi cykly
skldddme.

Pro urcenf parity si nyni staci pov§Simnout, Ze cykly sudé
délky lze napsat jako lichy pocet transpozic, proto maji paritu
—1. Obdobné cyklus liché délky dostaneme ze sudého poctu
transpozic a proto maji paritu 1.

2. 17 Jednoduché vlastnosti determinantu. Poznan{ vlast-
nosti permutaci a jejich parit z pfedchozich od-

> stavel nam ted umoZn{ rychle odvodit zdkladni

vlastnosti determinantd.

s Pro kazdou matici A = (a;;) typu m /n nad

skalary z K definujeme matici transponovanou k A. Jde o

matici A7 = (a] ;) s prvky alj = aj;, kterd je typu n/m.

Ctvercovi matice A s vlastnosti A = AT se nazyva sy-
metrickd. Jestlize plati A = —AT, pak se A nazyva antisy-
metrickd.

JEDNODUCHE VLASTNOSTI DETERMINANTU(
Véta. Pro kaZdou ctvercovou matici A
Jicic tvrzeni:

= (a;j) plati nasledu- I
(1) |AT| = |A|

(2) Je-li jeden radek v A tvoren nulovymi prvky z K, pak
Al = 0.
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(3) Jestlize matice B vznikla 7 A vyménou dvou vadkii, pak
|A] = —I|BI.

(4) Jestlize matice B vznikla z A vyndsobenim radku skald-
rema € K, pak |B] = a |A]|.

(5) Jsou-li prvky k-tého Fadku v A tvaru ayj = cy; + byj a
vSechny ostatni Fadky v maticich A, B = (b;;), C = (c;j)
Jsou stejné, pak |A| = |B| + |C).

(6) Determinant |A| se nezméni, pricteme-li k libovolnému
radku A linedarni kombinaci ostatnich radki.

Dokaz. (1) Cleny determinantd |A| a |AT| jsou
bijektivni korespondenci. Clenu
sgn(0)aio(1) - 20(2) * * * Ano(ny Pritom v
AT odpovidd ¢len (na potadi skaldrii v
soucinu totiz nezalezi)

SgH(U)Cla(l)] cAg(2)2 "

=sgn(o)a 11y * dao-1(2) *

*Ao(n)yn =

Apo=1(n)»

pricemz musime ovéfit, Ze je tento ¢len opatien spravnym
znaménkem. Parita o a 0! je ale stejnd, jde tedy opravdu o
¢len v determinantu |A”| a prvni tvrzeni je dokdzano.

(2) Plyne ptimo z definice determinantu, protoZe vSechny
jeho ¢leny obsahuji z kazdého fddku prave jeden ¢len. Je-li je-
den z fadkd nulovy, budou tedy vSechny ¢leny determinantu
nulové.

(3) Ve vSech Clenech | B| dojde ve srovndni s determinan-
tem |A| u permutaci k pfiddni jedné transpozice, znaménko
vSech Clend determinantu tedy bude opacné.

(4) Vyplyvéa pfimo z definice, protoZe Cleny determi-
nantu | B| jsou ¢leny |A| vyndsobené skaldrem a.

(5) V kazdém clenu |A| je pravé jeden soucinitel z k-
tého fadku matice A. ProtoZe plati distributivni zdkon pro
nasobeni a sc¢itdni v K, vyplyva tvrzeni pfimo z defini¢niho
vztahu pro determinanty.

(6) Jsou-li v A dva stejné fadky, jsou mezi ¢leny deter-
minantu vZdy dva s¢itance stejné aZ na znaménko. Proto je
v takovém piipadé |A| = 0. Je tedy podle tvrzeni (5) moZné
pricist k vybranému fadku libovolny jiny fadek, aniZ by se
zménila hodnota determinantu. Vzhledem k tvrzeni (4) lze
ale pricist i skalarni ndsobek libovolného jiného fadku. [

2.18. Vypocetnl disledky. Podle pfedchozi véty umime

Y . prevést elementdrnimi fadkovymi trans-
E7 .. formacemi kaZdou Ctvercovou matici A
~~ na faddkové schodovity tvar, aniZ bychom
, zménili hodnotu jejtho determinantu. Jen
musime dédvat pozor, abychom vZdy k upravovanému fadku

NP Ts

pouze pricitali linearni kombinace fadkd ostatnich.

Resenim je
x (16 5 —4 45 L (132 22
yl==-[3 3 -3 16| == 72 1=112].
;] 0\—40 -8 7 1542] 0\ 66 1
nebof
11 1\ L[16 5 —4
30 16 24| ==|30 3 -3
40 24 34 40 -8 7

Slovné vyjadieno, zdjezdu se zucastnilo 22 dospélych, 12 déti, 11 se-

niord. U
2.28. Za pomoci vypoctu inverzni matice urcete feSeni soustavy

X1+ X2 + x3 + x4 =

’

’

2
X+ X2 — X3 — x4 = 3,
X — X2+ x3 —x4 =3

5

X|p — X2 — X3 + X4 =

Co kdyZ vSak matice soustavy neni invertibilni? Potom nemtiZeme
k jejimu feSeni inverzni matice vyuzit. Takovd soustava pak ma jiny
pocet neZ jedno feSeni. Jak moznd Ctendr jiz vi, tak systém linedrnich
rovnic bud'nemad feSeni, nebo m4 jedno feSeni, nebo jich md nekone¢né
mnoho (napiiklad nemtiZe mit praveé dvé feSeni). Prostor feseni je bud
vektorovy prostor (v piipadé, Ze prava strana vSech rovnic v systému
je nulovd, hovofime o homogennim systému linearnich rovnic) nebo
afinni prostor, viz BT, (v piipadé&, ze prava strana alespoil jedné z rov-
nic je nenulovd, hovoiime o nehomogennim systému linedrnich rovnic).
Ukazme si tedy rtizné moZné typy feSeni soustavy linedrnich rovnic na
ptikladech.

2.29. Pro jaké hodnoty parametrti a, b € R ma linedrni systém

Xy - ax, — 2x3 = b,
xi + (I—a)x = b-3,
x1 + d—a)x, + axz3 = 2b—1

(a) pravé 1 felent;

(b) Zadné fesent,

(c) alespon 2 feSeni?
ReSeni. Soustavu ,.tradi¢n&* pfepfSeme do roziffené matice a upra-
vime

1 —a =2 b 1 —a =2 b
1 1—-a 0 | b-3 ~1 0 1 2 -3
1 1—a a |[2b—-1 0 1
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D. SOUSTAVY LINEARNICH ROVNIC PODRUHE

2. DETERMINANTY

1 —a -2 b
~1 0 1 2 -3
0 0 a |b+2
Dodejme, Ze v prvnim kroku jsme prvni fddek odecetli od druhého
a od tfetiho a ve druhém kroku pak druhy od tfetiho. Vidime, Ze sou-
stava bude mit pravé jedno feSeni (které lze urcit zpétnou eliminaci)
tehdy a jenom tehdy, kdyZ a # 0. Pro a = O totiZ ve tfetim sloupci
nen{ prvni nenulové ¢islo néjakého fadku. Je-lia = 0ab = —2, dosté-
vame nulovy fadek, kdy volba x5 € R jako parametru ddvad nekonecné
mnoho rtznych feseni. Proa = 0ab # —2 posledni rovnice a = b+2
nemuze byt splnéna — soustava nemad feseni.

Poznamenejme, Ze pro a = 0, b = —2 jsou feSenimi
(x1, X2, x3) = (=242, =3-2t,1) , t€R

apro a # 0 je jedinym feSenim trojice

(—3a2—ab—4a+2b+4 2b+3a+4 b+2>

s T )

a a a

2.30. Zjistéte pocet feSeni soustav

(@)
12x; + 5x + llx3 = -9,
X1 - 5)63 = —9,
X1 + 2x3 = T

(b)
4x; + 2x2 — 12x3 = 0,
5x1 + 2xy — x3 = 0,
—2x; - X2 + 6x; = 4,

(©)
4x; + 2x — 12x3 = 0,
5X1 + 2X2 — X3 = 1,
—2X1 — Xy + 6)63 = 0

Reseni. Vektory (1, 0, —5), (1, 0, 2) jsou ocividné linedrn€ nezavislé
(jeden neni nasobkem druhého) a vektor (12, +/5, 11) nemizZe byt je-
jich linedrni kombinaci (jeho druhd sloZka je nenulovd), a proto matice,
jejimiz fadky jsou tyto tfi linedrné nezdvislé vektory, je invertibilni.
Soustava ve varianté (a) ma tedy praveé jedno feseni.

U soustav ve variantich (b), (c) si staci povSimnout, Ze je
4,2, —-12) = —2(-2, -1, 6).

V pripadé (b) tak se¢teni prvni rovnice s dvojndsobkem tieti divd 0 =
8 — soustava nemd fesenf; v pripad¢ (c) je tfeti rovnice ndsobkem prvni
— soustava md zfejmé nekonecn€ mnoho feSeni.
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____l VYPOCET DETERMINANTU ELIMINACT

Je-li matice A v fddkovém schodovitém tvaru, pak v ka-
7dém clenu |A| je alespoil jeden soucinitel prvkem pod di-
agondlou s vyjimkou pfipadu, kdy jsou vSechny jen na dia-
gondle. Pak je ale jedinym nenulovym ¢lenem determinantu
ten, ktery odpovidd identické permutaci. Vidime tedy, Ze de-
terminant takové matice ve schodovitém tvaru je

Al = a1 -ax - a,.

Predchozi véta tedy poskytuje velice efektivni metodu vy-
poctu determinantd pomoci Gaussovy elimina¢ni metody,
viz odstavec 2.

Vsimnéme si také hezkého disledku prvniho tvrzeni
predchozi véty o rovnosti determinanti matice
%, a matice transponované. Zarucuje totiz, e kdy-
koliv se ndm podafi dokdzat néjaké tvrzeni o
, determinantech formulované s vyuZitim radka
prlslusne matice, pak analogické tvrzeni plati i pro sloupce.
Napf. tedy mtiZzeme okamzité vSechna tvrzeni (2)—(6) této
véty preformulovat i pro pfi¢itani linedrnich kombinaci ostat-
nich sloupcti k vybranému. To mtiZeme hned pouZit pro odvo-
zeni nésledujictho vzorce pro piimy vypocet feSeni systému
linedrnich rovnic:

CRAMMEROVO PRAVIDLO

Uvazme systém n lindrnich rovnic pro n promén-
nych s matici sytému A = (a;;) a sloupcem hodnot
(by, ..., by), tj. v maticovém zdpisu fesime rovnici

A - x = b. JestliZe existuje inverze A~!, pak jsou jednotlivé
komponenty jediného feseni x = (x, ..., x,) ddny vztahem

= |A;llAI7,

kde matice A; vznikne z matice systému A vyménou i-t