MB102 MATEMATIKA II DDU

1 Polynomy a interpolace

1.1 Interpolace

Metodou neuréitych koeficientt sestrojte polynom P(x) prochézejici body:
1. [2,0], [1,2], [3,1]
[P(z) =222 — L2 + 7]
2. [-2,0], [-1,6], [1,6], [3,30]
[P(z) =2® -z + 6]
3. [0,1], [1,2 + 4], [i,—1]

[P(x) = 2 + iz + 1]

1.2 Lagrangeuv interpola¢ni polynom

Sestrojte Lagrangetv interpola¢ni polynom P(z) prochazejici body:
1. [1,0], [2,1], [3,2]
[P(z) =z — 1]
2. [-1,2], [0,1], [1,0], [2,5]
[P(x) =a® — 2z + 1]
3. [-1,3], [0, 3], [1,3], [2,15]

[P(z) = —2® + 62% + 2 — 3]

1.3 Hermiteuv interpolac¢ni polynom

Sestrojte Hermitetiv interpolacni polynom P(z) spliiujici:
L f1)=0,f(2)=3 f(1) =1 f(2) =3,
[P(z) = =22 + 1022 — 13z + 5|
2. f(=1) =3, f(0) =2, f(1) =7, f'(=1) = 0, f/(0) = 1, f'(1) = 12,
[P(z) = 2 + 32% + x + 2]
3. f(2) =64, f(1) = =6, f(0) = 10, f'(2) = 173, f'(1) = 14, f'(0) = 1,

[P(x) = 22° + 2% + z — 10]
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1.4 Rozklad na parcialni zlomky

Rozlozte lomenné funkce na parcialni zlomky:

1 9z° —4x+1

4 —x2

) :c374a:2+x72
©opt—2x34222 2241

3 3$3+3$2 —1
© 2rd4x342x24 2

1 241 1
|:2w+1 + 241 z:|

4 z7+216+315+5r4+2r3+5r2+1
. x5 +2x3+x

[x2+2x+1+mfx2—1+1+

8|~
[E——

5 m573z4713+4z273m72
. 33—z

2 1 2 2
[w _3$+T+1_ﬁ+5}

Rozlozte polynom v R (pomoci Hornerova schématu):
1. z* — 52?2 +4
[(z—1)(xz 4+ 1)(z —2)(z+ 2)]
2. 2% — 623 + 1322 — 122 + 4
[(x —1)%(x — 2)2}
3. 20 — 425 — 3% + 3223 — 5422 + 362

[z(z — 2)(z — 3)(z + 3)(2? — 22 + 2)]
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2 Diferencialni pocet

2.1 Supremum a infimum

Naleznéte infima a suprema mnozin:

1 X = {3=1 p e N}

2. X ={|z —4],|z| <3}
3. X={—x2—|—6x+1,x€R}
4. X ={Z mneN,0<m<n}

n

5. X ={reQ,r <2}

2.2 Definiéni obor funkce

Urcete defini¢ni obory funkei:

1. y=+v3x — 23

2. y=4/logsx+1

— Ve
3.y sin(:x)
1
4. y = e +1

[inf(X) = 2, sup(X) = 3

[inf(X) =1, sup(X) =7]

[inf(X) neexistuje, sup(X) = 10]

[inf(X) =0, sup(X) = 1]

[inf(X) = —v/2, sup(X) = V2]

{=1} U (1, 00)]
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2.3 Limita posloupnosti

Spoctéte limity posloupnosti:

L. lim, o0 22
2. lim,, o VN + 2

3. lim, oo VN2 +n+1

4. lim, o \/%

5. limnﬁoo(%)"

6. lim,_,o0(—1)" -

3=

(n—2)%(1—4n)(n+1)
2n4—100n3

7. lim,— oo

5+(—1)"n

8. lim,, o p—

9. lim, 0o (VN2 +n+1—+n2 —n)

10. lim, o n(y/a+ L — a)

11. lim, oo ¥2¥292... /2

12. lim,, o 200240

(-2

[ neexistuje |

(tip: soucet geometrické fady)

2]




MB102 MATEMATIKA II

DDU

2.4

Limita funkce

Spoctéte limity funkei:

1.

10.

11.

12.

. llmzﬁs

m2+2m73

lim, 3 3 +4z22+3z

3
: xz”—2x—1
limg 1 Sa5o7 T

lim, o0 (V22 — 20 — 1 — V22 — Tz + 3)

vVr+1—2
12 —52+6

I57Z4
4

Y1+at—1

lim 0

lim, oo (v/(z+a)(x+b) —z),a e R,beR

\/57\/ 1+4cosx

hmm_}O sin? x

: tgx—sinz
lim 0 3

20 _

lim 0 “Br

: e’ —e”
lime 0 550

. t
lim,,_, &<tes
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

2.5

(tip: substituce z = tgt (4+ zaménit x — 0zat — ...))

[1]
lim,_,¢xsinx
[0]
li |z—2|
My _y0— z—2
li |z—2]
1My _yo+ 7—92
[—1;1]
. 1
lim, ;- P
. 1
limg 4+ +1
[—00; 00]
. 1
lim,_,o- e=
. 1
lim, .o+ €=
[0; 00]
* lim z+\/T+/T
1Ny — 00 Jo T
[1]
. Vita?— Y12z
* hmr—>0 ’I'2+’£
1
(3]
% 12 - cos z—sin x
hml_’Z cos 2z
1
V2
limg s oo(1+ 2)%a € R

(Rada: Pomozte si substituci % = 2 a vyjadienim Eulerova &sla lim, (1 4+ )" = e. Nezapomeiite

zaménit lim,_,o za lim,_, .)

[e?]

Spojitost funkce

Pozn.: Funkce f(x) je spojitd v bodé zy € R, jestlize limy,_,,, f(x) = f(zo), resp. jestlize limzﬂzo_ flz) =
hmy_n()* f(l‘) = f(JU())

1.

Jak je nutno dodefinovat funkei f(z) = ﬁij v bodé x = 1, aby byla spojita ve vSech bodech x € R?

8

r=1

f) =3 tj.f(x):{ 2:} r#1 }

wing
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2cosx x>0

2. Bud f(z) = { ztsing

<0’

Je funkce f spojita v bodé = = 07

[ano]
, . x+1 <1
3. Bud f(x) = 3 ar? wol
Urcete parametr a tak, aby byla funkce f spojita ve vSech bodech x € R.
[a =1]
—2sinz z < —g
4. Bud f(z) = ¢ Asinz+B —-§<z<7F
cos T T > g
Urcete parametry A, B tak, aby byla funkce f spojitd ve vSech bodech = € R.
[A=-1,B=1]

5. Udejte priklad funkce f definované na celém R, kterd neni spojitd v zddném bodé = € R, ale jeji
absolutni hodnota f* = |f]| je funkce spojita na celém R.

2.6 Body nespojitosti

vt f@)={ 1y TER o

Najdéte body nespojitosti a urcete jejich druh:

Pozn.: Postup najdete v Teorii ke cviceni v souboru Diferencialni pocet 8.

2. f(.'L') _ In(x+1)

||

3. f(z)=e3

[t =1 ON]
[xt =0 NN 1.d.]
[z =3 NN 2.d.]
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2.7

Derivace

Zderivujte funkce:

11.

y=tgz—3tgdz+ Ltg’x
cos2 x

/I _ lftg2 z+tg4 T
=

y = sin(sin(sin x))
[y’ = cos(sin(sinx)) - cos(sin ) - cos z]

y = In(v/1 + e2*)

_ 1+4+cos2x
Yy=14 "2

[ V2 sin 2z
Y 2+v/14cos 2z

_ 1+4cos?
y= V 2

|:y/ _ _ﬂsinxcosx}

2v/1+cos? z
_ l1—e®
y - 14e®
L
Yy (ter)Viez
_ z4+1 7
y = ,/arctg 2ol 4
y/ I 1
2((2z+1)24+(z+1)2) arctgﬁf%
* 11, (z+1)? 1 20—1
y=g5l i \/garctg 73
’r__ 1
[y - x3+1}
E3 __ arcsinz 1 1—x
Y= i Tolnigg

__ _xarcsinzx
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VT2 -2/3

12, %y = g5 In VT 4 § arctg Y2

Vypoctéte n-tou derivaci funkei:

l.y=zlnz,n=5

2.8 Teéna a normala

Napiste rovnici teCny a normaly ke grafu funkci v bodé zq:

l.y=tgz, xo= 7]

Q.y:x%’_l,z():l

3.y=223+1,20=0

4. y=2y2sinz, xg = T

5. y=1¢€%% 19=0

/I _ 1
Yy = (;c4—1) /2242

[y = —627*]

[y(i'“) = 12¢" + 8xe® + x%ﬂ

[y(iii) = (1i21)4:|

[t:y:Qx—l—l—g,n:y:—%x—l—l—i—%}

[t:y:f%z+1,n:y:2xf%}
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2.9 L’Hospitalovo pravidlo

Pomoci I’'Hospitalova pravidla spoctéte limity funkci:

tgx
arcsin x

1. hmwg,o

esnnéla;_cosw

2. limg o sin 2x

tgr—x
r—sinx

3. limzHO

. 3
4. limg o0 75, a > 1

In(1—z2)
In(sin )

5. ling,l—

7. lim,o(gs — o)

8. lim, ;- Inz - In(1 — z)

9. limy o0 (5 —arctgz)Inz

10. lim,_,o+ (sinx)%®

11. lim, o+ (L)t8®

x

12. lim, o+ (In 2)®

13. lim,—, o0 (2 arctg x)*
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14. lim, oo (E51)""

[0]
15. limg_o(1 4 3tg? z)cots’
[”]
16. * lim, o+ 2" 1
1]
2.10 Derivace implicitné zadané funkce
Pozn.: Viz skripta str. 37-38.
1. Uréete derivaci funkce zadané rovnici y = 22
[y = 24]
2. Uréete derivaci funkce zadané rovnici y? = x° + 1.
2
=]
3. Urcete derivaci funkce zadané rovnici 2y + Iny = cos .
v =]

4. Uréete prvni a druhou derivaci funkce zadané rovnici 3z* — 43 = 1.

y/ _ 3, y// _ 3z2—2y(y')? _ 3x2y®—2425
y2a y2 y5

5. Uréete rovnici tecny a normély ge grafu funkce zadané rovnici 2% + y? = 25 v bodech [—3,4], [5,0]
a [0, 5]. Nadrtnéte si obrazek.

[tlzy:%x—i—%? nlzy:—%x; to:x =05, ng:y=0; t3:y=2>5, n3:x:0}

2.11 VysSetfovani prubéhu funkce
2.11.1 Monotonie

Urcete intervaly, na nichz je funkce f(z) rostouci, resp. klesajici:

1. f(:L') = 1?;2

[R:(-1,1),K : (—o0 — 1), (1,00)]
2. f(z) =2?—Ina?
[R : (*13 0)7 (17 OO), K: (700, 71)7 (Ov 1)]

3. f(x) =15
[R: (e,00),K :(0,1),(1,e)]

11



MB102 MATEMATIKA II DDU

2.11.2 Lokalni extrémy

Uréete lokalni extrémy funkce f(z):

1. f(z) =x —2arctgz
[maw: [—17—1—1-%] ,min [171_ g”

2. f(z) =Ilncosx
[maz : {[2k~, 0],k € Z}]

3. Urcete hodnotu parametru a € R tak, aby funkce f(x) = asinz + % sin 3x méla v bodé x = % extrém

[a =2]

2.11.3 Globalni extrémy

Urcete globélni extrémy funkce f(x) na intervalu I:

1. f(e)=a2—1—+/x, I =/{0,1)

[max : [0, 71] 3 [17 *1] ,mi?’L : [%’ 7%”

2. f(z) =z +arctgz, I = (-1,1)
[maz: [1,1+ 2] min: [-1,~1— =]

3. f()=22Inxz, I =(1,e)
[max : [6,62] ,TMAN - [I,OH

2.11.4 Konvexnost, konkavnost, inflexni body

Urcete intervaly, na nichz jsou funkce konvexni, resp. konkavni, a urcete inflexni body funkci:

1. f(z)=2*— 623+ 1222 — 5x + 1
[konv : (—o0,1),(2,00), konk : (1,2),infl :[1,3],[2,7]]

2. f(z) = e 20"

N|=
99
Wl
—_
[E—

[kom; i (—00,—1),(3,00), konk : (=%, 1), infl: {—%,6_%} , [

3. flx)=ze®
[konv : (2,00), konk : (—00,2),infl : [2,2¢72]]

12
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2.11.5 Asymptoty

Urcete asymptoty funkci:

1. f(z) =¢€"

3. f(z) = arccotg *

2.11.6 Celkovy prubéh funkce

VysSettfete prubéh funkei (véetné grafu):

2

1. f(l‘) = Iﬁ.g

2. f(z)=(x—1)%*

3. f(z)=1In ifﬁ

x2

[bs : nejsou ; ss:y =0 pro —oo, pro +oo neni ]

[bs:x=2,2=3; ss:y=x+5 pro oo

[bs : nejsou (ani x =0);ss:y = 5 pro £oo]

(pfimky v grafech znad¢i asymptoty)

20  -10

13
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2 4 x 6 8 10

14
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2.12 Diferencial
Pomoci diferencialu pfiblizné urcete:

1. arccotg(1, 02)
[~ T —0,01~0,7754 (f(z) = ar cotg(z), zo = 1)]

2. sin29°
2.2~ 0,4849 (f(x) =sinz,z0 = )]

~ L1l _ V3,
~2 2

3. V5
[~ 9 =225 (f(zx) = Vz,z0 = 4))]

2.13 Tayloruv rozvoj
Napiste Taylortuv polynom stupné n v bodé zy funkci:

1. f(x)y=2*+1,20=1,n=5
[T5(1’):2+2(xfl)+(:r71)2}

2. f(x):p%m,xozo,n:él
[Ty(z) =1—a+ 2% — 23 + 2]

3. fle)=a3-22+5,20=1,n=6
[To(z) =4+ (x—1)+3(z — 1)% + (z — 1)?]

Napiste Maclaurintiv rozvoj funkci:

1. f(z) =sinz
\ . om1 2n+1
[ Talw) == 5 8 = (S0 gy + ()" cos€ gy |
2. f(z) =cosz
z2 z* n 22" n a2
{Tn(az) =l-F+gF -+ )" G+ (D) Cosfm}
$2 g;3 n z” n zn-%—l
G e (CD)MTE 4 ()P e

}

15
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2.14 Optimalizace

1. Kladné ¢islo a rozlozte na soucet dvou nezapornych sc¢itanct tak, aby jejich sou¢in byl maximalni.

_|_

]

2. Kladné ¢islo a rozlozte na soucet dvou nezapornych séitanct tak, aby hodnota s souctu jejich n-tych
mocnin byla miniméalni, resp. hodnota S soudinu jejich n-tych mocnin byla maximalni. Urcete tyto
hodnoty.

a=

e
vl

(1S}

n 2
[s =55 5= (3)""]
3. Urcete pomér stran a, b obdélnika, pro néjz plati, ze pii daném obsahu mé nejmensi obvod.
[a =0, tj. ¢tverec |
4. Urcete pomér poloméru r a vysky v rotac¢niho valce, pro néjz plati, ze pfi daném povrchu ma nejvétsi
objem.
(Pozn.: S = 27r? + 27, V = mr?v)

[v=2r]

5. Urcete rozmeéry valcové nadoby s vikem tak, aby pfi daném objemu R litr meéla co nejmensi povrch.
(Pozn.: S = 27r? + 27rv, V = mr?v)

[r: Y QEdm,U: Y @dm}
T s

6. Do koule o poloméru R vepiste valec s co nejmensim objemem. Urcete polomeér r tohoto vélce.

- i

7. Z plechu tvaru obdélnika o rozmeérech 30 x 14 cm vyfezte krabici bez vika o maximalnim objemu. Jaké
budou rozmeéry této krabice?

[24x8x3cm |

8. Plotem dlouhym 200 m ohradte 3 strany obdélnikové parcely (4. stranou parcela pfiléha k plotu jiz
hotovému). Pfi jakych rozmérech bude mit parcela maximalni plosnou vyméru?

[ 100 x 50 m |

9. Konstruktér planuje vyrobit krabici tvaru kvadru (tj. mé ¢tvercové dno a viko) o objemu V = 256
litrii, pficemz material na vyrobu boé¢nich stran stoji 50 K&é/m? a material na vyrobu dna a vika stoji
200 Ké&/m?. Uréete rozméry krabice a (= délka hrany dna krabice) a b (= vyska krabice) tak, aby
material pro jeji vyrobu byl co nejlevnéjsi. Kolik bude stat takova krabice?

[a =40 em, b= 160 cm; cena: 192 K¢|

16
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2.15 Jednoduché slovni tlohy s derivacemi

1. Divka pousti draka ve vysce 120 m nad zemi. Vitr draka unési od divky ve vodorovném sméru rychlosti
10m/s. Jakou rychlosti musi divka odvijet provaz v okamziku, kdy je od ni drak 200 m daleko?

8 m/s]

2. Z pésového dopravniku padé pisek rychlosti 10 m3/min na hromadu ve tvaru kuzele. V kazdém oka-
mziku plati, ze vyska tohoto kuzele odpovida % prumeéru podstavy. Jak rychle se méni
a/ vyska hromady,
b/ polomér podstavy hromady
v okamziku, kdy je aktuélni vyska kuzele 4m? Odpovédi udejte v cm/min.

[11,2 cm/min; 14,9 cm/min|

3. Balén tvaru koule je nafukovan héliem rychlosti 40 m®/min. Jak rychle se zvétsuje polomér balénu
v okamziku, kdy je jeho hodnota rovna 2m? Jak rychle roste jeho povrch?

[2, 5 m/min; 407 m2/min}

4. Lampa na sloupu verejného osvétleni sviti ve vysSce 20 m nad zemi. Ve stejné vysce ve vzdéalenosti 12 m
od lampy je pustén k zemi baldnek. Jak rychle se pohybuje stin balénku 1 sekundu poté? Pouzijte
hodnotu gravita¢ni zrychleni 10 m/ 52, tj. vzdalenost balénku od mista pusténi v ¢ase t je rovna 5t2.

[96 m /]

5. Hodiny s dvanactihodnovym cifernikem ukazuji ¢as 12:20. Jak rychle se v tomto okamziku méni vzdéle-
nost konce minutové rudicky od horniho okraje ciferniku (znacka 12 hodin), je-li polomér hodin 12 cm?
Predpokladame, Ze tvar ciferniku je idealniho kruh a konec minutové rucicky se dotyka jeho okraje.

[m cm/h]

6. Jaka je rychlost klesani hladiny kapaliny uvnitf valcové nadrze o poloméru podstavy r metra pii
rovnomérném vypousténi, kdyz za 1 minutu vyteée 30001 kapaliny?

[% m/min}

7. Vrtulnik dalniéni hlidky leti 3km nad rovnou silnici rychlosti 120km/h. Pilot zaméii radarem auto
jedouci proti sméru letu vrtulniku a naméfi, ze auto se pii vzdusné vzdalenosti 5km od vrtulniku
k nému priblizuje rychlosti 160 km/h. Spoéitejte rychlost auta.

[80 m/min]

8. O dtum je opfeny zebiik dlouhy 13 stop (ft). Néhle zakladna Zebiku podklouzne a Zebiik zacéne sjizdét
k zemi (stale zlstava opfeny o dim). Kdyz je zdkladna Zebiiku 12 stop od domu, klouze od néj rychlosti
5ft/s. Jak rychle v tomto okamziku
a/ klesa vrsek zebtiku po zdi,

b/ se méni obsah trojahelnika vymezeného Zebiikem, domem a zemi,
¢/ se méni thel, ktery svira zebiik se zemi?

[12ft/s; —59, 5 ft* /s; —1rad/s]

17



MB102 MATEMATIKA II DDU

3

3.1

Integralni pocet

Primitivni funkce

Spoctéte integraly:

1.

10.

11.

[3+2%dx

— Wz dr

f\f2£+3acd

z+l_ px—1
[ gy

10°
(2)° )°
[213% _éln% —l—c}
f e dx
(€2 + ]
f sin kx dz
[—% coskx + c}
[ stz do

(Pozn cos 2z = cos® z — sin® z.)
2z —tgx + ]

1+cos x
f 1+cos2x dzx

[%(tgw—&-x) +c}

J2 sin? 5 dx

(Pozn.: sin® z = locos2z )

[ —sinz + ¢

[ sin 6z cos 2z dx
(Pozn.: sinacosb = (sin(a + b) + sin(a — b)).)

[ 1—6cos8m gcos4x—|—c}

[tgxdx

[—In|cos x| + |

18
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a2+ a2+

13. f(2\/f27—3 - (%)z) dx

[%ln’x—i—\/;ﬁ —3‘ - (E); +c}
3

3.2 Metoda Per partes
Spoctéte integraly:
1. [(z*+x)e”dz

[e"(z? — 24+ 1) + ]

[\

[ x3e** dx
CITRE R

3. [(23 +2?)3% dx

3,2 2
r(x"+x” 3742z 6z4+2 6
|:3 ( In3 In?3 + In3 3 In? 3) + C:|

4. [xcos2zdx
[Z sin 22 + 1 cos 2z + ¢

5. [arctgzdx
[zarctgxf%ln|l+x2|+c}

6. [e”coszdx

[3€"(cosx + sinz) + |
7. [e**sinxdr
[fe”(2sinz — cosz) + ¢
8. [sin®zcoszdx

[% sin® x + c}

©

. [2*Inzdx

[‘”—;(3an: -1) —|—c}

10. [ 252 gy

|:_ In? z+21Inx42 4 C:|

x

11. [cos?zdx

[3(z + coszsinz) + |

19
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3.3 Substitucéni metoda

Spoctéte integrély (PP ve vysledcich znamend pouziti metody Per partes):

1. fate‘”z dx

1 22
{56"8 + ¢

d

[*H‘FC |t:1nx|}
3. [2*V1+a3dx
Hf‘ (14 23)% + ¢ |t:1+x3|]

4. [x?cosz®dx

.3
|:51n3a: + C;

t:x?’”

5. f arccos x d.I‘

Vi—z?

[ w ¢ |t= arccosx\]

6. [ sin® z cos® z dx

.6 .8 6 8
sm6 T Sll’l4 xT + Sll’l + C |t — Slnx‘ nebo COS6 x _|_ COZ r COS _|_ C |t — COS$‘:|

2
sin- T
7. f cos4zdx

3
[tgg’r +e |t= tgw\}

8. [z?arccosz dx

z arccosx—f\/l +5V/A =223 + ¢ |PP+t:1—x2|}
9. [arccoszdx

[zarccosz —V1—22+¢; |PP+t=1 —x2H

10. dzx

| 7=

[arcsin% + ¢ |t =

28

|
1. [ Hlgde

[% arctg § + ¢; |t = %H

12. f—\/ﬁda:

[arccos + ¢ ’t: fH
13. [Va? —2?dx
[%(arcsm +Z2/1=(5)) +¢ |z = asint\}

14. [arctg\/zdx
[(z + 1) arctg Vo — o + ¢ |z =t>+ PP|]
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3.4 Integrovani racionalnich lomenych funkci

Spoctéte integraly:
L. f :v3—:v2w—4z+4 dx
[3In|z—1|— ¢n|z + 2|+ FIn|z — 2| + ]

2. [ sty

sin? x+6sin z+5

[1In|1 +sinz| — §In[5 + sinz| + ¢; nejdiive substituce ¢ = sin ]

Y
[z — 52 —3In|z|+5In|z — 2| + |
L[S
[ln || + arctg z + ¢
.'L'2

[x + arccotg x + |

223 +8x°+12z+1
6. z2+42+6 dx

[gc + f arctg x\}? + c}
4210
7. T —6at25 T

[21n|x —6x+25|—|— arctg £ 3+c}

oo

4x—5
. f 24447 du

z+42
[2lnfa: +dx + 7]+ f arccotg \J} +c}

9. [ 2l _dx

z3—a2+4z—1

{%2 +z+Injz—1 - n|2? + 1| + arccotgm—l—C}

2x° — 72t +112% 24224 272—16
10. f 2% 323+ 322 8z 112 dx

[szerln\ +iln|2? +z+3[+ rarctg(\/%(x+ ))Jrc}

1. * [ ity do
[er arctg ””“Jrc}

12. * [ iy da
[% 3{ arctg 2”\”;51 +C}
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3.5 Riemannuv integral

Spoctéte urcité integraly:

1. ffl Jrdx

2. f02 e%® dx

0
J= \/g_lwdx

4. fol xarctg x dx

5. fol z2e® dx

6. [y & da

e

7. fle Inzdx

8. f_oﬂ sin? x dx

1 .
9. [, arcsinz dx

10. fol arccos z dz

1. [ gy

x

2

1 2

1-2
1]

5]
5-1]
[1]
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13. fo% tg? x dx

[1-1]
14. [T sin®x cos® z dx
[0]
15. [y qime do
47 - 2]

16. 1, f(x)dr, f(x) = { A
(Rada: Rozdélte si integral na dva, podle vzorecku o zdméné souctu integralti pies sousedici intervaly
za integral pres soucet téchto dvou intervali. Integral pres ”jednobodovy interval” I = 0 je roven nule,
proto se nemusite bat tento bod vypustit a zbydou integraly pfes (—1,0) a (0,1) z konstantni funkce.)

2]
17. ffl sgn(z) dz
3]
3.6 Aplikace integralu
3.6.1 Plocha mezi grafy
1. Urcete obsah podgrafu funkce y = 1 na intervalu (1, 2).
(Pozn.: Podgraf je omezen shora grafem funkce a zdola osou x.)
1]
2. Uréete obsah podgrafu funkce y = |z| na intervalu (—1,1).
1]
3. Urcete obsah nadgrafu funkce y = —x na intervalu (0, 1).
(Pozn.”” Plocha musi byt kladnd, proto musime poécitat ”— f ”. Nadgraf je omezen shora osou z.)
[3]
4. Urcete velikost plochy omezené grafem funkce y = cosx a osou z na intervalu <—%, 37”>
[4]

5. Urcete velikost plochy uréené grafy funkci y = 2%, y = 2 a pfimkou =z = 0.

6. Urcete velikost plochy seviené mezi grafy funkei y = 2z — 22 a y = 22 — 2x.

7. Uréete velikost plochy seviené mezi grafy funkci y = z a y = 2°.
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3.6.2 Délka krivky

1. Urcete délku jednotkové ptilkruznice.
(Pozn.: Parametrizace t — [cost,sint], t € (0,).)

(7]
2. Uréete délku oblouku cykloidy ¢ — [t — $sin(2t),1 — § cos(2t)], t € (0, ).
(Pozn.: cos(2t) = cos?t — sin”t.)
[4]
3. Uréete délku asteroidy t — [cos®¢,sin’¢], ¢ € (0,27).
(Pozn.: Poditejte jako 4x délka jednoho oblouku pro ¢t € <0, %>)
(6]
4. Urcete délku grafu funkce y = 3 na intervalu (—10, 10).
[20]

5. Uréete délku grafu funkce y = 221/ na intervalu (0, 2).

6. Urcete délku grafu funkce y = 2 mezi body [0,0] a [\/5, \/ﬂ

7. * Urcéete délku grafu funkce y = Inx na intervalu <ﬁ, \/§>

[1+1In3]

3.6.3 Objem rotacéniho télesa

1. Urcete objem rotacniho télesa vzniklého rotaci grafu funkce y = cos z kolem osy x na intervalu <0, g>

7]

2. Urcete objem rotac¢niho valce o vysce 10 a poloméru 2.

[407]
3. Urcete objem koule o poloméru 3.
(Pozn.: y = v/r? — 22.)
[367]
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3.6.4 Povrch plasté rotac¢niho télesa

1. Urcete povrch plasté rotac¢niho télesa vzniklého rotaci grafu funkce y = z kolem osy z na intervalu
(—1,1).

[2v21]

2. Urcete povrch koule o poloméru r.

[47r7“2}
3.7 Nevlastni integraly
Spoctéte integraly:
Pozn.: Postup najdete v Teorii ke cviceni v souboru Integralni pocet 6.
1. faoox%dx, a>0
H
2. [| ﬁ dx
[oc]
3. fol Inzdx
[—1]
4. ffooo —lez dx
(7]
1 1
5 7, ier dz
(7]
L
[21n2]
7. ) e dx, a> 0
[2]
8. [, wsinzdx
[oc]
9. ffooo (1;2-1-;:-&-1)2 dx
%]
3v3
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4

4.1

Nekonecné rady

Nekonecné ¢iselné rady

Urcete soucet téchto rad:

1.

10.

el T TS

Yol GrnET)

Yoo (Wn+2-2yn+1+ /n)

DR CO Vs

DI G ) L

Jo%S) on_gn
2in=1 T

ZOC 5.47 _gn+1
n=0 6™

Mizou nésledujici fady konvergovat?

1.

2.

3.

Dot et
n=1 arctgn

Ym0 5w

D onet T
n=1 2n241

[ diverguje k +oc0 |
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4.2 Nekonec¢né rady s nezapornymi Cleny

Pomoci srovnavaciho kritéria rozhodnéte o konvergenci rad:

LYo 0
2. ZOO 1
n=1 (n+1)(n+4)

o0 1
3. Zn:l In(n+1)

Pomoci integralniho kritéria rozhodnéte o konvergenci fad:

o0 Inn
L Yot

1
2. Z?:2m7a>0,a€R

Pomoci podilového kritéria rozhodnéte o konvergenci rad:

n!)?
Lo,

-
2. 30 %

00 4n—3
3. Zn:l \/ﬁ(\/g)n

4. ZTOLO=1 (ni—l)!

Pomoci odmocninového kritéria rozhodnéte o konvergenci fad:

2

L Yoo iy

2.3 2 4>0,aeR

n=1 n>

33 (=) a>0,aeR

arctgn

[ D (napi. ) ]

[ K (napf. n—12) ]

(tip: In(n + 1) < n)

[ D (napi. ;)]

[ K]

[ Kpro a>1; Dproa<1]

[ K]

[Kproa<1l, Dproa>1]

[Kproa< Y, Dproa> Y|
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4.3 Alternujici Ciselné rady

Rozhodnéte o konvergenci alternujicich rad:

oS —1)"\/n
L Zn:1 (n-‘zlo\éi

2. 30 S

4.4 Absolutné a relativné konvergentni rady

Rozhodnéte o absolutni a relativni konvergenci rad:

LY (-1

e

N
g
0
=

ot
N
8
)
@
3
3

o

ZOO VIn+1
n=0 /4n+1

Urcete, pro kterd a € R fady konverguji absolutné, relativné, diverguji:

1+ Yy @r

(tip: [cosnm = 1))

(KAl

[ KAprola|<1;KNproz=-1;Dprofa|>1laxz=1]
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4.5 Mocninné rady

Urcete polomér a obor konvergence mocninnych rad:

Loy (—1mhies

[\

o n+1,..n
: Zn:l n z

@

0o gn—l
anl ngn—l

=~

Cy Pz +2)"

(@3

S0 gt > 1

n=1 gn2

6. >0 gn! ™

=~

ZOC 2" n! 22n
n=1 (2n)!

Urcete polomér konvergence a soucet mocninnych rad:

LY (-1D)™(2n+ 1)z

5. Zooi (_1)n+1 znt!

n=1

n(n+1)

[R=00; I =(—00,00)]
[R=0; I ={0}]

[R=o00; I =(—00,00)]

[R=1; )

[R: 1;(11;*7;”)3}

[R=1;In(1+ 2)]

[R =1; e _ Larctana

4 1—x 2

[R=1;ln(x+1) — a]
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Pomoci souc¢tu mocninné fady urcete soucet ¢iselnych rad:

L > ()t

4.6 Taylorova a Maclaurinova rada

[57]

[ln 2]

[In 2]

Rozvinte nésledujici funkce do Maclaurinovy fady a urcete jejich obor konvergence:

1. f(x) =e?

2. f(x) = z%®

3. flz)=Q+xz)e ™

6. f(x) = arccotgx

n

[Zio:o Sty T € R}

In+2

[Zflo:o A R}

(o1 o e R

4n+2

[Z?:O(_l)n%; NS R}

(tip: In§ =Ina —Inb)

$2n—1

{2 Yot T |2l < 1}

2n+41

[ o~ s ol <1

[5 200 (G2)" [al < 3]

[_ oo Jzf < 1}
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9. f(2) = gz

(120502 = 32)a™s |2l < 1]

Rozvitite nasledujici funkce do Taylorovy fady se stfedem v bodé xg. Postupujte podle definice (pfes
derivace funkce f).

L fle)=2120=3

|-

{672 Ynso %7'2)"}
3. f(z)=Inz,x0=1

[ -y st
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5 Elementarni diferencialni rovnice

Rozhodnéte, zda je funkce y pro = € I feSenim dané diferencidlni rovnice:

L (V1+22)y —23(y)?+2=0,y=In(vV1+22+2), [ =R

2. (y)? + cos(22)y” =4, y = Incotgz, I = (0, %)

3. (1+x)y//+ylzo’y:ln\/]_—l'2+f0wﬁdt,[:(—Ll)

5.1 Diferencialni rovnice 1. fadu
5.1.1 Diferencialni rovnice se separovanymi proménnymi

Vyfeste diferencidlni rovnice:

! Yy

1.y = -1

2. y—y +axy =0

.eV1+y)=1

4.y ="V

5. x(1+y?) dz+y(1+2%) dy=0

Vyfeste diferencidlni rovnice s pocate¢ni podminkou:

1.2y —2%/ =0,y(1)=1

2. y'tgr—y*=1-2y,y(%)=1

[y=C(z+1)e ™, CeR]
Yy=1c CER y=0
eV =1-Ce®, C€R]
[V =e®+C, C €R]

[y =C(1+2?) -1, C e RT]

_ 1
[y =1- 2+ln|sinm\:|
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3. sinycosz dy = cosysinz dx, y(0) =

Vyfeste homogenni diferencialni rovnice:

1. 2y +ylnz =ylny

3. (y? — 2?) dx = 22y dy

5.1.2 Linearni diferencialni rovnice 1. fadu

Vyfeste diferencialni rovnice:

3. y'cosz = (y+2cosz)sinz

4. v dy+ (22 —y) dr =0

Vyfeste diferencialni rovnice s pocate¢ni podminkou:

1y =dzy + (22 +1)e2, y(0) = 1

2.y —4y =cosz, y(0) =1

Vyfeste Bernoulliho diferencialni rovnice:

1.y = 2xy + 223>

[arctg Y =1In

COS T
— arccos —=—
Y V2

ly = 2", C € R]

C’x\/l-l-gé

x

) CGR}

[y2 =-22+Cz, C¢€ R}

[y=Ce™?* C€R]
[y=3x—%+06_29”, C’ER}

|:y — sin? z+C'7 C c R:|

cos T

[y:—xz—i-Cx, CER}

{y = (2> +z+ 1)6%2]

— L _ 4 21 Az
[yfwsm:v 17cosx+17e}
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2.

4.

— 1
[y T (3-a)er +(1+e7)C Ce R}

3z2y +ay =y 2

x

{yg _ 1n\x\+C’ Ce R}

Y =gyt ayy

{y =a2*(In\/|z|+ C)?, C € R}

<

ydy= (% +4) dz,a#0

2 T

2

[y2 =—-24+Ce %, Ce R}

Zaménou proménnych vyteste diferencidlni rovnice:

1.

(zy + 2%y =1

[:c N T R}
2—y24Ce™ 2

2y dx + (y* —4x) dy =0

[z = (=3 In|y| + O)y?, C €R]

Aplikace linearnich diferencialnich rovnic 1. fadu

. Stroncium ?°Sr m4 polocas rozpadu 29 let. V zamoiené oblasti byla zjisténa koncentrace (mnozstvi)

stroncia v povrchové vrstvé ptidy na trovni 2, 5-nédsobku bezpecnostni hranice. Jak dlouho bude trvat,
nez uroven zamoreni poklesne alesponi na povolenou bezpe¢nostni hranici?

In

0 =Qp-e 55t t =38 let

DO

. Popélenina kiiZe velikosti A9 = 9 em? se bude hojit tak, Ze jeji plocha klesé s ¢asem jako funkce A = A(t)

(A je v em?, t je ve dnech), pii¢emz pro proces hojeni lze predpokladat zavislost A’(t) = —0,9e~ %1%,
Jak velka bude popélenina po 5 dnech hojeni?

[A(5) = 5,5 cm?]
Prvni mésic rustu rostliny baviniku je jeho okamzitéd rychlost W'(t) = 0,21W (t), kde W (¢) je dosazena

hmotnost (mg) rostliny v ¢ase t (dny). Jestlize tedy na zac¢dtku mésice vazi takova rostlinka 70 mg,
kolik bude vézit na konci tohoto mésice?

[W(30) = 38120 my]

. Plnd nédrz o objemu 1000 [ obsahuje mofskou vodu o koncentraci soli 30 g/l. Do nadrze pFitéka

rychlosti 1 I/min zfedénd moiskd voda o koncentraci ¢ = 20 g/I. Po ditkladném promichani vytéka
z nddrze roztok rychlosti 2 [/min. Uréete mnozstvi soli (v g) v nddrzi v libovolném ¢ase t a koncentraci
soli v nadrzi (v g/1) v okamziku, kdyZz nadrz bude z poloviny pln4.

Q(t) = L5 — 40t + 30000; C(500) = 25 g/1
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