réity integrdl

, ktery uZ byl
3.43 nebyly
kde § = 0 je

u x. Tedy 0 <
majici pldst Q.
a Qg resp. O,
vznikne rotaci
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1€ {0, m).
=|—rsin

my(K)

my(Q) =2x

=2nr[—coss]) = 4,

Priklady k procviceni og: ﬂﬁgt*

rdéte obsah rovinné plochy ohrani¢ené kfivkami:

y=0x=—1,y=x% b =, y=c" x=1,

€) y=4-—xy=0, d yr=lLx=1Lx=3y=0
2
e) yY=2+lx—y—1=0, f) ...A—+.nuuﬂru_ﬂ.w.
1
g y=hxx=5x=7y=0 b y=llogxl,x=j0.x =10,y =0,
) y=-x+d4x-2,x4y=2, B y=arcsinx,x =0,x =1,
K y=x—dl—x+4x=-1x=2y=0,
4

)} »nw;n:na.anp m) y=Inx,y=I9%y=In3.x=0

n) y=uxsinx.x € (kn, (k+ Dn).y =0.

o ——
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2. Yréete obsah rovinné plochy ohraniené kiivkami:

Q) y=l-xy+x=10Zxy>0, B S=yy=x

c) .,,H...nlp.Im..<"|»..;.+u».+3. d w=4x+y=

e) v=0.y=e "sinx,x € {0, 7, f) y=In'x.y=lnx,

1 3 2

v=|Inx|,x=-.x=e",y=0, y TR =it

g y=Ihilx=_ =) h)y »y= _+»-va

B oy=x'427—6x,y=0x¢(=33), B axt+9y* =36,

21— 10x + 34 10—3x%+1 4

k) ...H..n i Ly= i wh. ) y=6x—x".y=0
’ 5 5

m) x4yt =16,y" =6x,x 20, n y=x+dx,y=x+4
V=2 lx—y—1=0, p) y=xly=8

3. Ur&ete délku oblouku rovinné kiivky:

LG i)
a) v= - :

, ¢) y=+x—x2—arcsin/x,x €(0,1), d) y=arcsine™. x € {0. 1),

x € (0.10), b) ¥ =xxe(01),

x =alt —sinn), y =a(l —cosr),a >0, (cykloida),

= r(cost +tsinz), y = r(sint —rcost),r > 0.1 € {0, m),

P ¢

Hueno%q.wusmm:u?qvo. h) .«,NHQ‘TSu_kMa.
(asteroida), (semikubicka parabola),
n +_

j =1
i)y =Insinx, »mAw wv

Uréete délku oblouku prostorové kiivky:

x =acost.y =asint,z=br.t €{0.2n).a,b> 0.

(jeden zdvit Sroubovice).
1 1.5
- S— ) T e P2
b) .Kwr.,lm m_.m1m-_..ma.:.
c) .«H,lm.s_r.qﬂ_Inoﬂ.unhm.,:w;ma.é.
d) x=¢ y=etz=1v/21€(0. 1)
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5. Upéete objem t&lesa, které vznikne rotaci podgrafu dané funkee k &i plochy P kolem osy x:

a) k:y= m (/7 +e™),a > 0.y = 0.x € (—4,4), (rotace fetézovky),

b) Pixy=4.x=1,x=4y=0, Q) Piy=—-x"+1y=-2%+2
d P: px? +a.u.- =a*b.a,b=>0y20,

e) k:x=ua(—sint).y=a(l —cosr).a>0.r¢€ {0, 27). (cykloida),

f P:x 4y = a3y 20, (asteroida),

1 2
kngli= a=—lLx=1, h) P:y =5x.x=8.
£ V= T X ) 3 XX
D okix=1—1y=1—11e(01), D k:y=sinx.x e (0.m),
k) k:x*+3°=25,y20, ) P:yi=x.
6. Urlete obsah plasté Elesa, které vznikne rotaci podgrafu dané funkee k &i plochy P kolem osy

a) P:yl=dax.y 20,x =3a.a>0,

) kry=4+x.xe(-42). @y iy
e) Piuly— 1% + x* = 1, (povrch anuloidu).

f) P:9ay? =x(3a—x)%.a>0y =0, (meziprisetiky s osou x).

7. Vypoctéte obsah pldté a objem ndsledujicich rotacnich téles:

a) rotadni vélec o poloméru podstavy r > 0 a vyice v > 0,

b) rotatni kuZel o poloméru podstavy r > 0 a vysce v > 0,

¢) rotaini komoly kuZel o polomérech podstav ry > r2 > O a vy3ce hi > 0,

d) kulovd Gsed o vyice v > 0 z koule 0 polomérur > 0,0 < v < 2r,

e) duty vélec o vn&jSim poloméru 7y a vnitinim poloméru ra, 1y > r2 > 0,a vysce v > 0,

f) anuloid (vznikne rotaci kruhu o poloméru r a stiedu [0, R], R > r > 0, kolem osy x).

Kli¢ k prikladiim k procviceni m%
1; ) _ b) e+ : 2 c) 22 d) In3
. a = _—— =) B
3" e 3
16 1 9.9In10 - 8.1
— —_—— 7In7 — -2, -
e) 3 f) 5% g 7In7—5In5 h) =
o 9 . T 9
i) 3 1] 37 1 k) 1 ) 8In2,
m) 6, n) (2k+ Dm.




Uréity integrdl
-2 1 343 15
2. a) 7 b) w. 3§ c) q_ d) M —8In2,
1+e ™ 2. .5 2
€) 2 . ) 3—e, g) N|M+ﬂ_ h) .._._..|W.
i 18 D 6m K) u% s D 36
m) mT\w +4m). n) s . 0) L . P 19.2.
3 6 3
5.5 ooy 8 (13J/13 v
3. a) & —E ) b = 3 1y c) u.m
d) In(e+ ez —1), e) 8a. f) % v
670 . e+ 1
g) 6a, h) 57 i) In o
P | 13
» 3 In3. k) 16a. 1 =.
4.a) 2nva®+ b2 b) W . c) 2m, d) e—e .
3
ﬁ 8/ _ —8/a 2 .~|® m 2
5. a) 3 (¢ e /") +4ma®, b) 12m, ) TR d) : nab?,
3243 7
7l — S(n+2). h) 160w,
e) Smiu ) T g) n (m+2) ) 160w
1 .o 500 3
i) m. i) |M|. k) qqﬂ 1) a.._a.
56ma® .
6.8 ——. b) 2 (20V10+455-11), ©) 36v2m,
d) m (@ —e?+ 4, e) 4’ f) 3ma’.
7.a) f(x)=r,x€{0,v),m(Q)=2mrv,my(V) = v,
b) f(x) = Zx, x € {0, v), mAQ) = wrvr2+ 02 = mrs, kde s = VrZ + 02,
v
m3(V) = WE_.NF
O fl) =T x +r2.x € (0.0), maQ) = 7(ri + ra)s, kde
5=Vl —(rj—r)2,my(V) = mﬂule (rF 4 rira + 13,
d) f@)=vri—vixe{r—uv,r),m(Q) =2nrv,my(V) = . 02 (3r —v),

3

3.6 Aplikace wrcitého integralu

e) fx)=r1,gx)=rzx e (0,v),m(Q) =2mu(r +ra),
m3(V) = moir] — rd),
0 f)=R++vr2—x2 g(x) = R—vr?—x% my(Q) = 41°rR,

m3(V) = 2n*Rr.
Pro lepsi geometrickou pedstavu uvidime obrizky nékterych kfivek a jedné plochy, které
4 viz obr. 3.25.

ni. Nagim cilem
modelem dratu
anou v bodech
wWme T = [£, 7]

Nejprve si vSimneme pripadu, KUy Kiivna DU cha e en ovnicemi

x = @(1),
c:
y=1y(r).

Funkce p(r) udavia délkovou hustotu v bodé kiivky [¢(r). ¥ (1)].

e o p). (3.28)

Véta 3.48. Necht funkce @(t) a ¥ (t) maji spojité derivace na intervalu (o, B} a funkce
p(1) je na tomto intervalu spojitd a nezdpornd.
Pak kFivka C majici parametrické rovnice (3.28) a délkovou hustotu p(t) md hmotnost

£
M(C) u.\ PN OF + 1y (1) dr. (3.29)




