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Uvod

Hledani extrémt a vysetfovani pribéhu funkci je jednou ze zakladnich apli-
kaci diferencialniho poc¢tu. Proto se student matematicky zamétenych obort
seznamuje s feSenim uloh na extrémy a priibéh funkei zpravidla jiz v prvnim
semestru. Tato oblast matematiky byva probirana i na ekonomickjch obo-
rech z diivodi sirokého vyuziti extrémt v ekonomii.

Tato prace je zaméfena pouze na vysetfovani funkci jedné realné proménné.
U c¢tenari se predpoklada znalost diferencialniho poctu.

V prvni kapitole naleznete tvrzeni a definice uzivané pii feSeni tiloh na ex-
trémy a pribéh funkci. Pouzila jsem znéni ze zdkladni literatury [1], véty
jsem uvadéla bez diikazl jen s odkazem na knihu, kde muze pfipadny za-
jemce dtikaz nalézt.

Druha a ¢tvrta kapitola obsahuji fesené priklady na lokalni a absolutni ex-
bakalarskych zkousek z minulych let a doplnila jsem je priklady z [1] a [2].
Ctvrta kapitola je rozdélena podle typt vySetiovanych funkei.

Treti kapitola je vénovana uziti extrémt v ekonomii.

Grafy funkci jsou vytvoreny v programu MAPLE. Celd prace je vysazena
systémem KITEX 2¢.



Kapitola 1

Teorie

V této kapitole budou uvedeny zakladni definice a tvrzeni tykajici se vyset-
fovani extrému a prubéhu funkce.

Véta 1. Necht md funkce f na otevieném intervalu I vlastni derivaci. Pak
plati:

1. Funkce f je neklesajici na I pravé tehdy, kdyz f'(x) >0 na L

2. Funkce f je rostouci na I pravé tehdy, kdyZ f'(x) > 0 na I, pFicemZ
rovnost f'(x) = 0 neplati na Zddném podintervalu intervalu I.

Analogickd tvrzeni plati pro nerostouci a klesajici funkce

Diikaz. Dikaz naleznete v [1] na strané 113.

Dusledek 2. Necht f md konecnou derivaci na otevieném intervalu I.
(a) Je-li f'(x) >0 pro kaZdé x € I, pak je f rostouci na I.
(b) Je-li f'(x) <0 pro kazZdé x € I, pak je f klesajici na I.

Definice 3. Rekneme, 7e funkce f ma v bodé z:

lokdlni mazimum, existuje-1i O(xg) tak, ze pro kazdé x € O(xg) je f(z) < f(xo),
lokdlni minimum, existuje-li O(zy) tak, ze pro kazdé z € O(xy) je f

ostré lokdlni mazimum, existuje-li O(xy) tak, ze pro kazdé x € O(xo)\ {zo}
je f(z) < f(z),

ostré lokdlni minimum, existuje-li O(xy) tak, ze pro kazdé x € O(x¢) \ {zo}
je f(x) > f(xo).

Lokalni maxima a minima nazyvame souhrnné lokdlni extréemy.



Véta 4. Necht ma funkce f v bodé xq lokdlni extrém a necht f'(xq) existuje.
Pak f/(.ilfo) =0.

Diikaz. Dikaz naleznete v [1] na strané 116.

Véta 5. Necht je funkce [ spojitd v bodé xo a md vlastni derivaci v néja-
kém ryzim okoli O(xo) \ {zo}. Jestlize pro vsechna x € O(xy),x < zy, je
f'(zg) > 0 a pro vSechna x € O(xg),x > xg, je f'(xo) < 0, pak md funkce
f v bodé xqy ostré lokdlni mazximum. (Obdobné tvrzeni plati pro ostré lokdlni
minimum,).

Diikaz. Dikaz naleznete v [1] na strané 117.

Véta 6. Necht f'(xo) = 0. Je-li f"(xo) > 0, pak md funkce f v bodé xq ostré
lokalnd minimum. Je-li f"(xy) < 0, pak ma funkce f v bodé xy ostré lokalni
maximum.

Diikaz. Dikaz naleznete v [1] na strané 118.

Definice 7. Bud funkce f definovani na mnoziné M. Existuje-li na M nej-
vétsi (nejmensi) hodnota funkce f, nazyvame ji absolutnim mazimem (ab-
solutnim minimem) funkce f na M. Absolutni minima a maxima souhrnné
nazyvame absolutnimi extrémy.

Jestlize tedy xy € M a plati f(x) < f(zo) pro vSechna x € M, fikdme, Ze
funkce f ma na M absolutni maximum v bodé xy. Podobné pro absolutni
minimum.

Definice 8. Rekneme, Ze funkce f je konvezni na intervalu I, jestlize pro li-
bovolné tii body x1,x9, x5 € I takové, ze 1 < x5 < x3, plati

N f(x3) — f(z1)

T — 1 (LUQ —Il).

f(z2) < f(z1)
Rekneme, Ze funkce f je konkdvni na intervalu I, jestlize pro libovolné tii
body x1, x9, 3 € I takové, Ze 1 < x5 < x3, plati

N f(x3) — f(z1)

T3 — I

f(w2) = f (1)

(X9 — 7).

Pokud v definici nahradime neostré nerovnosti ostrymi, dostavame definice
pojmu ostré konvexnosti a ostré konkdvnosti na intervalu 1.



Véta 9. Necht f md vlastni derivaci na otevieném intervalu I. Pak je f
konvexni (ostre konverni) na I prdvé tehdy, kdyz je funkce f’ neklesajici
(rostouct) na I.
Analogické turzeni plati pro f konkdvni (ostre konkdvni) na I a f' nerostouct
(klesagici) na I.

Dikaz. Dikaz naleznete v [1] na strané 124.

Dusledek 10. Necht I je otevieny interval a f md vlastni druhou derivaci
na I.

(a) Je-li f"(x) >0 pro kazdé x € I, pak je f ostie konvezni na I.
(b) Je-li f"(x) <0 pro kaZdé x € I, pak je f ostre konkdvni na I.

Definice 11. Necht mé funkce f derivaci v bodé xy € R. Je-li tato derivace
nevlastni, predpokladame navic, ze je f spojita v bodé zy.

Rekneme, 7e xq je inflexnim bodem funkce f, jestlize existuje okoli Os(x()
takové, ze funkce f je ostfe konkdvni na intervalu (zo — d,z0) a je ostie
konvexni na intervalu (z¢, o +J) anebo naopak. Stru¢né fikdme, ze funkce f
ma v bodé z( inflexi.

Véta 12.
1. Necht xq je inflexni bod a necht ezistuje f"(x). Pak f"(x) = 0.

2. Necht f"(x) = 0 a existuje okoli Os(xg) takové, Ze plati f"(z) < 0
pro kazdé x € (xo — d,x0) a f"(x) > 0 pro kazdé x € (xg,xo9 + ), nebo
naopak. Pak je xy inflexnim bodem funkce f.

3. Necht f"(x) =0 a f"(x) #0. Pak je xo inflexnim bodem funkce f.
Diikaz. Dikaz naleznete v [1] na strané 127.

Definice 13. Bud zy € R. Pfimka 2 = x se nazyva asymptotou bez smérnice
funkce f, jestlize ma f v xg alespon jednu jednostrannou limitu nevlastni, tj.
lim f(z) = oo nebo lim f(z) = *oo.

x—mg =Ty

Ptimka y = ax + b,a,b € R se nazyva asymptotou se smérnici funkce f,
jestlize plati lim (f(z) — (ax 4+ b)) = 0 nebo liril (f(x) — (ax + b)) = 0.



Véta 14. Primka y = ax + b je asymptotou funkce f pro x — + oo prdve
tehdy, kdyz

. f(2) .
Jm T e lip (J@) )
Analogické tvrzeni plati pro x — — oo.

Diikaz. Dikaz naleznete v [1] na strané 129.

Disledek 15. Primka y = b je asymptotou funkce f pro x — 4+ oo prdavé
tehdy, kdyz hI—il-l f(z) = b. Analogické tvrzeni plati pro x — — co.



Kapitola 2

ResSené piiklady na lokalni a
absolutni extrémy

Priklad 2.1. Najdéte lokalni extrémy funkce
f:y=Incosz.

Reseni: Funkce je definovana na mnoziné, kde cosz > 0. Jedn4 se o intervaly
(—Z +2km, 2 +2km) prok € Z.

Prvni derivace funkce f je y' = —522.

Body, ve kterych by mohly nastat lokalni extrémy, jsou z = k7, kde k € Z.
Vysetfime monoténnost funkce f - sta¢i na intervalu (0, 27), funkce je totiz

periodicka.

(3m) | (m3) | (5.27)
Yy - - + +

y | klesajici | klesajici | rostouci | rostouci

Lokalni extrémy tedy mohou nastat v bodech z = kn, k € Z. Pro k liché ale
neni funkce definovana, proto jsou lokalni extrémy pouze v bodech x = 2k,
k € Z. Jde o lokalni maxima a jejich funkéni hodnota

f(2km) = Incos 2km = 0.



Priklad 2.2. Najdéte lokdlni a absolutni extrémy funkce f na intervalu
[ _37 3 ]7
fry=(2>—2)e ™.

Reseni: Funkce je definovana na celém R, je tedy definovana i na zkoumaném
intervalu.

Prvni derivace funkce je y’ = —2e72* (z + 1) (x — 2). Nulové body derivace
jsou x = —1 a x = 2. VySetiime znaménka derivace na zadaném intervalu:

(—3,—-1) | (—1,2) (2,3)
Y - + -

y | klesajici | rostouci | klesajici

Lokalni extrémy nastavaji v bodech z = —1 a = 2. Jejich funkéni hodnoty
jsou f(—1) = —e* = —7,389 (lokdlni minimum) a f(2) = 2e~* = 0,037
(lokdlni maximum).

Abychom nalezli absolutni extrémy, musime vypocitat funkéni hodnoty v kraj-
nich bodech intervalu a porovnat je s nalezenymi funkénimi hodnotami lo-
kalnich extrém.

f(=3)=7e"=2824 a  f(3)=7e%=0,017

Absolutni maximum funkce f je v bodé x = —3 a absolutni minimum funkce
fjevbodé x=—1.

Priklad 2.3. Najdéte absolutni extrémy funkce f na intervalu [1,e],
fry=2%Inz.

Reseni: Defini¢nim oborem funkce f je mnoZina D(f) = (0, 00).

Prvni derivace funkce f je y’ = 2 (2Inz+1). Nulové body derivace jsou z = 0
a r = e 2. Prvni z téchto bodt nelez v defini¢nim oboru funkce f a druhy
neni ve zkoumaném intervalu.

Funkéni hodnoty v krajnich bodech jsou f(1) = 0 a f(e) = e*. Absolutni
minimum nastava v bodé x = 1 a absolutni maximum v bodé x = e.
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Priklad 2.4. Najdéte lokdlni a absolutni extrémy funkce f na intervalu
[0,5],
fiy=a"—52*+52°+1.

Resenid: Funkce je definovana v kazdém bodé intervalu.
Prvni derivace funkce f je v’ = 52% (x — 1) (z — 3). Body, ve kterych 3’ = 0,
jsou x =0,z =1 a z = 3. Nyni vySetfime monoténnost funkce f :

(0,1) (1,3) (3,5)
Y + - +
y | rostouci | klesajici | rostouci
V bodé x = 1 je lokdlni maximum, jehoz funkéni hodnota f(1) = 2, a

v bodé x = 3 je lokalni minimum, jehoz funkéni hodnota f(3) = —26. Zbyva
vypocitat funkéni hodnoty v krajnich bodech :

f(0)=1 a

Absolutni maximum nastavd v bodé x = 5 a absolutni minimum v bodé
r = 3.

£(5) = 626.

Piiklad 2.5. Najdéte lokalni a absolutni extrémy funkce f na intervalu
[_176]7
3 xz

r+2

fry=

Reseni: Defini¢nim oborem funkce je mnozina R \ {—2}.
Prvni derivace funkce f je rovna
) = (4 — x) Va2
3z (r+2)?

Body, ve kterych je prvni derivace rovna 0 nebo neni definovand, jsou z = 0
a r = 4. VySetiime znaménka derivace :

y| - + -
y | klesajici | rostouci | klesajici

V bodé z = 0 je lokdlni minimum s funkéni hodnotou f(0) = 0. V bodé
x = 4 je lokdlni maximum, jeho funkéni hodnota je f(4) = 0, 42.
V krajnich bodech intervalu nabyva funkce hodnot :

f(=1)=1 a  f(6)=0,41.
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Absolutnim maximem funkce na zadaném intervalu je bod [z,y] = [—1,1]
a absolutnim minimem je bod [0,0].

Piiklad 2.6. Najdéte lokalni a absolutni extrémy funkce f na intervalu
[—2,2],
2 2

fry=(@+1)5 +(z—1)5.
Resend: Defini¢nim oborem funkce f je celd mmnozina R. Funkce je sudi,
protoze f(—z) = (—x+ 1)+ (—2—1)3 = ()5 (z—1)F + (=1)3 (x+1)5 =
= (x—1)5 + (z+1)5 = f(x).
Prvni derivace funkce je rovna
,_ 2V (@+1)P -1+ (= -1)2(@+]1)

3 (x+1)(x—1)

Body, ve kterych je prvni derivace rovna 0 nebo neni definovana, jsou x = —1,
x=0ax=1. VySetfime znaménka derivace:

Y

(=2,-1) | (-1,0) | (0,1) (1,2)
Y - + - +

y | klesajici | rostouci | klesajici | rostouci

V bodech z = —1 a x = 1 jsou lokdlni minima se shodnymi funkénimi hod-
notami f(—1) = f(1) = V4 = 1,59. V bodé = = 0 je lokdlni maximum, jeho
funkéni hodnota je rovna f(0) = 2.

Zbyva vypocitat funkéni hodnoty v krajnich bodech zadaného intervalu. Pro-
toze je funkce suda, budou obé hodnoty stejné.

f(=2) = f(2) =3,08.

Funkce mé absolutni maxima v bodech £ = —2 a £ = 2 a absolutni minima
v bodech x = -1 ax = 1.

Priiklad 2.7. Najdéte lokalni a absolutni extrémy funkce f na intervalu
[3.4],
23 =322 +3r+1

rx—1 '

fry=

Reseni: Defini¢énim oborem funkce je mnoZina R\ {1}.
Prvni derivace funkce f je rovna

,:2(9:—2)(:172—x+1)
(1)

Nulovym bodem piedchozi rovnice je na zadaném intervalu pouze bod x = 2.
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VysSetiime znaménka derivace:

(32 | (2.9
y| - +

y | klesajici | rostouci

Bod x = 2 je lokdlnim minimem funkce f. Jeho funkéni hodnota je rovna

f(2) =3,

Nyni vypocitdme hodnoty funkce v krajnich bodech intervalu:
fE)=425 a  f(4)=9,67

7 vypocitanych hodnot snadno urc¢ime, ze absolutni minimum funkce f na in-
tervalu [2,4] je v bodé z = 2 a absolutni maximum je v bodé z = 4.
Piiklad 2.8. Najdéte lokalni a absolutni extrémy funkce f na intervalu
[ —9,—1 ]v

1—a3

x?

fry=

Reseni: Defini¢énim oborem funkce je mnoZina R\ {0}.
Prvni derivace funkce f je rovna

;o —x3 =2

y - $3 .

Nulovym bodem pfedchozi rovnice je na zadaném intervalu pouze bod
x = +/—2 = —1,26. VySetfime znaménka derivace:

Y - +

Y klesajici rostouci

V bodé x = v/—2 je lokdlni minimum s funkéni hodnotou f(v/—2) =1, 89.
Zbyva vypocitat hodnoty funkce v krajnich bodech :

f(=5)=504 a  f(-1)=2

Lokalni minimum v bodé x = /—2 je zaroven absolutnim minimem. Abso-
lutni maximum nastavd v bodé x = —5.
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Kapitola 3

Extrémy v ekonomii

Modelovym pfikladem uziti extrémt v ekonomii miize byt problém maxima-
lizace uzitku spotfebitele.

Kazdého spotiebitele Ize podle jeho preferenci charakterizovat néjakou uzit-
kovou funkci, ktera vyjadiuje, jaky uzitek mu pfinasi rizné kombinace spo-
tfebnich statkd. Jeho cilem je tento uzitek maximalizovat. Ale spotieba
statkil je spojena i s urcitou Gjmou (obéti) ve formé platby za tento sta-
tek. Mnozstvi penéznich prostiedki spotiebitele je pritom omezené.
Formalni zapis této tlohy by mohl vypadat napiiklad takto:

max[u(xl, 7xn)7zp2xz < M, T > 0]7

i=1
L1y ey Ty mnozstvi jednotlivych spotiebnich statkt
w(Tyy ey Tp) uzitkova funkce spotiebitele
Di jednotkova cena i — tého statku
M mnozstvi penéznich prostredkii spotiebitele

Resenim této tlohy by byla kombinace statkfi z1, ..., z,,, kterd bude spotie-
biteli pfi daném rozpoctovém omezeni prinaset nejvétsi uzitek.

Existuje mnoho dalsich problému k feseni - napf. minimalizace nakladi firmy,
maximalizace zisku spolec¢nosti atd.

V téchto tlohéch jsou vesmeés vysetfovany funkce vice realnych proménnych,
navic s ur¢itymi podminkami, tzn. jde o vazané extrémy. Tyto tlohy se Tesi
jinymi metodami, které presahuji ramec mé bakalarské prace, jez je primarné
zaméfena na hledani extrémi a prubéhu funkci jedné realné proménné. Proto
zde nebudu uvadét konktrétni fesené priklady.
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Kapitola 4

ResSené piiklady na pribéh
funkce

V této kapitole budou feseny nékteré obtiznéjsi ilohy na pribéh funkce. Pro
prehlednost budou déleny podle typu funkce.

4.1 Polynomy

Priklad 4.1. VysSetfete pribéh funkce
fry=ux(x—4)>
Resent:
1. Defini¢ni obor dané funkce je D(f) = R. Snadno urc¢ime priseciky grafu
funkce s osami x a y. Je zfejmé, Ze funkce prochéazi pocatkem [0,0] a

bodem [4,0]. Protoze f(—z) = —x (—x — 4)* = z (z +4)*, funkce nenf
ani suda ani licha.

2. Pro pocitani derivaci je vhodné zadanou funkci upravit
y=x(r—4)* =" — 122° + 4827 — 64x.
Prvni derivace funkce potom bude
y = 42> — 362° + 967 — 64 =4 (v — 1) (x — 4)?,

odtud plyne ¢y’ = 0 pro x = 1 a x = 4. VySetiime znaménko derivace:

(—o0,1) | (1,4) (4,00)
Y - + +

y | klesajici | rostouci | rostouci

15



Lokalni extrém nastava pouze v bodé x = 1, jde o lokdlni minimum a
jeho funkéni hodnota f(1) = —27.

3. Dale budeme vysetifovat konvexnost, konkavnost a hledat inflexni body.
K tomu je potieba vypocitat druhou derivaci.

y' =120 — 722+ 96 = 12 (2% — 62+ 8) = 12 (z — 2) (z — 4).

Vysetiime znaménka derivace :

(—00,2) (2,4) (4, 00)
y" + - +

y | konvexni | konkavni | konvexni

Inflexni body jsou v bodech x = 2 a x = 4, jejich funkéni hodnoty jsou

f(2)=—-16a f(4) =0.
4. Funkce neméa zadné asymptoty.

5. Graf funkce je:

6 5 -4 -3 -2

16



4.2 Racionalni lomené funkce

Priklad 4.2. VysSetfete priubéh funkce
(2x 4+ 1) (4x — 3)

U ST
Reseni:
1. Defini¢nim oborem funkce je mnozina R\ {—1,1} = (—oc0,—1) U
U (—1,1) U (1, 00). Priseciky s osou x jsou [—— } a % 0} rusec1k

s osou y je bod [0,1].

2. V zadani funkce se vyskytuje absolutni hodnota |z|, proto je nutné
funkci vySettovat s ohledem na to, zda je < 0 nebo z > 0.

(a) Prox >0 a2z # 1 mame funkci

(2x +1) (4x — 3)
242 -3

fity=

Jeji derivace
, 6(32% =Tz +2)
(22 + 22— 3)2

Body, ve kterych je prvni derivace rovna nule, jsou x =
Vysetiime znaménka derivace:

1 _
3a9:—2.

(3:2) | (2,00)
Yy + - +

y | rostouci | klesajici | rostouci

Vidime, ze v bodé x = % nastava lokalni maximum, jehoz funkéni
hodnota f(3) =2, av bode x = 2 nastava lokalni minimum, jehoz

funkéni hodnota je f(2) =
(b) Pro z <0, x # —1 mame funkci

(2z + 1)(4z — 3)
2 —2r—3

fary=

Jeji derivace
,  —ldz(z+3)

(22 =22 —3)2

Body, ve kterych miize nastat lokalni extrém, jsoux = -3 az = 0.
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Opét vysSetfime znaménka derivace:

(—00,—-3) | (—3,0)
Yy - +
y | klesajici | rostouci
V bodé = —3 tedy nastava lokdlni minimum s funkéni hodnotou

f(=3) =2

3. Pro vysSetfovani inflexnich bodd, konvexnosti a konkavnosti je rovnéz
potfeba rozlisovat, zda jsme na intervalu (—oo, 0] nebo [0, 00).

(a) Pro x > 0 je druha derivace

, 623 —212% + 122 — 13

(2% 4 2z — 3)3

Body, ve kterych miize nastat inflexe, jsou z =1 a
T = %(W + 55 + 7) = 3,08. Znaménka derivace:

(0,1) | (1, 3(VB2+5V5+7) | (2(V52+5V5+7),00)
Z _ + —
y | konkavni konvexni konkavni
(b) Pro x <0 je druha derivace
y 14(22% 4 92% 4 9)
(22— 22— 3)3
Body, ve kterych mtze nastat inflexe, jsou x = —1 a

T = —%(\?’/3_2 +393+ 3) = —4,7. Znaménka derivace:

(—00, —2(V32+3V3+3)) | (—3(V32+3V3+3),-1)| (~1,0)
" _ + _
Y konkavni konvexni konkavni
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4. Vzhledem k defini¢nimu oboru funkce, ktery je (—oo, —1) U (—1,1) U (1, 00),
je jasné, ze funkce bude mit dvé asymptoty bez smérnice
atoxr = —1,x = 1. Pribéh funkce v okoli téchto asymptot vySetiime
pomoci limit:

lim_ f(z) = oo,

i 10) =~
lim f(z) = —oo,
lim f(z) = oo

i 1 gy
r—+oo I

Asymptota se smérnici je tedy y = 8.

5. Nyni mtizeme sestrojit graf:




Priklad 4.3. Vysetiete prubéh funkce

Reseni:

|]?
(x +2)%

1. Definiénim oborem funkce je mnozina R \ {—2}, funkce prochazi po-
catkem.

2. Ve funkci se vyskytuje absolutni hodnota, proto ji musime vysetiovat
na intervalech (—o0,0] a (0, 00) zvlast.

(a)

Pro z > 0 mame funkci

3

x
Ji: (x+2)%
Jeji prvni derivace je
,  2*(z+6)
(x+2)3°
Body, ve kterych je prvni derivace rovna 0 nebo body, ve kterych
prvni derivace neexistuje, jsou z = —6,x = —2 a x = 0. Protoze

ani jeden z téchto bodi nesplinuje podminku x > 0, bude derivace
na celém intervalu (0, c0) bud pouze zdporna nebo pouze kladna.
Dosazenim libovolného ¢isla z tohoto intervalu zjistime, ze 3y’ > 0,
z ¢ehoz plyne, Ze funkce f bude na intervalu (0, 00) rostouci.

Pro z < 0 méame funkci

3

—x
AP
Jeji prvni derivace je
,  —a*(z+6)
(x+2)3
Body, ve kterych je prvni derivace rovna 0 nebo body, ve kterych
prvni derivace neexistuje, jsou x = —6,x = —2 a x = 0. VySetiime

znaménka derivace:
(—OO, _6) (_67 _2) (_27 0]
Y - + -

y | klesajici | rostouci | klesajici
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Lokalni extrém nastava v bodé x = —6. Je to lokalni minimum,
jehoz funkéni hodnota je f(—6) = 22 = 13,5. V bodé © = —2
lokéalni extrém nastat nemiize, protoze funkce f neni v tomto bodé
definovana. V bodé x = 0 nastava lokalni minimum s funkéni

hodnotou f(0) = 0.

3. Nyni budeme vySetifovat konvexnost, konkavnost a inflexni body.

(a)

Pro z > 0 je druhé derivace funkce

n o 24x
Y T aron
Body, ve kterych je druh& derivace rovna 0 nebo body, ve kterych
druha derivace neexistuje, jsou * = —2 a x = 0. Protoze tyto

body nespadaji do intervalu (0, o), bude funkce f na celém tomto
intervalu bud pouze konkdvni nebo pouze konvexni. To zjistime
dosazenim libovolného c¢isla z tohoto intervalu do druhé derivace
funkce. Jelikoz y” > 0, bude funkce f na intervalu (0, co) konvexni.

Pro x < 0 méame druhou derivaci funkce

n 24z
IR
Body, ve kterych je druhé derivace rovna 0 nebo body, ve kte-
rych druhé derivace neexistuje, jsou x = —2 a x = 0. VySetfime

znaménka derivace:

(—o00,=2) | (=2,0)
y"’ + +

y | konvexni | konvexni

4. Asymptotou bez smérnice bude vzhledem k definiécnimu oboru funkce
primka x = —2. VysSetiime chovani funkce v okoli této primky:

lim f(z)= oo,

r——2"

im f(z) = oo

Zbyva zjistit, zda ma funkce asymptoty se smérnici y = ax + b.
Pro x — oo vypocitame limity:

lim @
T—00 €T

lim[f(x) —x]=—-4=0.

r—00

:]_:a’
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Takze asymptota se smérnici pro z — oo je primka y = x — 4.
Pro x — —oo vypocitame limity:

lim M =—-1=aq,
T——00 €T

lim [f(x)+x]=4=0.

Asymptota se smérnici pro x — —oo je pfimka y = —x + 4.

5. Nyni mtizeme sestrojit graf:
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4.3 Goniometrické a cyklometrické funkce
Priklad 4.4. VysSetfete priubéh funkce

fiy=sin3r — 3sinz.
Resent:

1. Defini¢nim oborem funkce je R, funkce je periodicka s periodou 2,
protoze

f(z +27) =sin(3z + 67) — 3sin(z + 27) = sin 3z — 3sinx = f(x).
Funkece je licha, protoze
f(—z) = sin(—3x) — 3sin(—z) = —sin3z + 3sinz = —f(x).
Priseciky s osou x jsou v bodech x = kx pro k € Z.
2. Prvni derivace funkce je
y' = 3cos3z — 3cos.

Nulové body této rovnice jsou x = k7 pro k € Z. VySetiime znaménka
derivace (sta¢i na intervalu (0, 27)):

(0.3) | Gom) | (m35) | (35,2m)
Yy - + + -

y | klesajici | rostouci | rostouci | klesajici

TakZze lokalni minima nastanou v bodech x = 7 + 2km, k € Z, jejich
funkcni hodnota f(§ +2km) = —4 a lokalni maxima nastanou v bodech
v =% 4 2km, k € Z, jejich funkéni hodnota f(3F + 2kr) = 4.

3. Druhé derivace funkce je

" _

Yy = —9sin3z + 3sinz.

Nulové body této rovnice jsou x = k7 pro k € Z a body, pro které plati

sinx = j:\/g, coZ jsou na intervalu (0,360°) body x = 55°,

x = 125° x = 235°, z = 305°.
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Vysetiime znaménka derivace:

(0,55°) | (55°,125°) | (125°,180°) | (180°,235°) | (235°,305°) | (305°,360°)
" _ + _ + — -+
y | konkavni | konvexni konkavni konvexni konkavni konvexni

Funkéni hodnoty inflexnich bodt jsou f(k180°) = 0, kde k € Z,
= —2,20, f(235°) = f(305°) = 2, 20.

f(55°) = f(1257)

4. Funkce f neméa zadné asymptoty.

5. Nyni mtzeme sestrojit graf:

\ —27 —T
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Priklad 4.5. Vysetiete prubéh funkce

f 1y =x+ 2arccotg .

Reseni:

1. Defini¢nim oborem funkce je R, priisecik s osou y je bod [0, 7].

2. Prvni derivace funkce je

2
/ — 1 _
Y 2+ 1’
body, ve kterych je prvni derivace rovna 0, jsou x = 1 a z = —1.

Vysetiime znaménka derivace:

(_007_1) (_171) (1700)
Yy + - +
y | rostouci | klesajici | rostouci

Vidime, ze v bodé z = 1 nastava lokalni minimum, jehoz hodnota je
f(1) = 14+7, avbodé r = —1 nastava lokdlni maximum, jehoz hodnota
je f(=1) = -1+ 2.
. Druhé derivace funkce je
) = 4x

(22 +1)2’

rovnice je rovna nule pouze v bodé x = 0.

(=00,0) | (0,00)
y// _ _|_
y | konkavni | konvexni

Bod z = 0 je inflexnim bodem, zaroven i prisecikem s osou y, jeho
funkéni hodnotu jsme spocitali vyse.

. Nyni budeme zjistovat, zda mé funkce asymptoty. Pro x — oo vypoci-
tame limity:
f()

lim —= =1=aq,
T—00 €T

lim [ f(z) —x]=0=0.

r—00
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Takze asymptota se smérnici pro x — oo je pfimka y = .
Pro x — —oo vypocitame limity:

lim m =1=a,
Tr——00 €T

lim [f(z) —xz] =271 =0D.

Asymptota se smérnici pro x — —oo je pfimka y = x + 2.

5. Nyni sestrojme graf:
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4.4 Exponencialni a logaritmické funkce

Priklad 4.6. VysSettfete priubéh funkce
fry=xln*z
Reseni:

1. Defini¢nim oborem funkce je mnozina (0, 00), funkce prochdzi bodem
[1,0].

2. Prvni derivace funkce je
Y =In*z+2Inz=Inz(nz+2).

Jeji nulové body jsou x = e™? = 0,14 a 2 = 1. VySetiime znaménka
derivace na defini¢nim oboru funkce:

(0,e72) | (e72,1) | (1,00)
Y + - +

y | rostouci | klesajici | rostouci

V bodé x = e~2 = 0, 14 nastava lokalni maximum, jeho funkéni hodnota
je f(e™) = 4e72 V bodé # = 1 je lokdlni minimum, jehoZ funkéni
hodnota je rovna f(1) = 0.

3. Druhé derivace funkce je rovna
" o_ 1
y'=2—(lnz+1).
x

Pf¥edchozi rovnice nabyva nuly v bodé z = e~! = 0,37. VySetiime
konvexnost a konkévnost :

(0,e7!) | (e7%, 00)
y" i +

y | konkavni | konvexni

4. Funkce nema zadné asymptoty. K sestrojeni funkce je vhodné vysetrit
jeji chovani v krajnim bodé defini¢niho oboru. Vypocteme proto limitu
funkce pro x — 0 zprava:

lim z In®>z = 0.
z—0t
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5. Nyni mtuzeme sestrojit graf:
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Priklad 4.7. VySettfete priubéh funkce

fry=(@—2e>.
Resent:

1. Defini¢nim oborem funkce mnozina R\ {0}. Priisecik s osou z je v bodé
T =2

2. Prvni derivace funkce je rovna

, it -2
yeer T e
Nulové body jsou z = —2 a x = 1. VySetfime znadménka derivace

na definicnim oboru funkce f:

(=00, —2) | (—=2,0) | (0,1) | (1,00)
Y + - - +

y | rostouci | klesajici | klesajici | rostouci
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Lokalni maximum nastava v bodé x = —2, jeho funkéni hodnota je
f(=2) = —4ez = —6,6. V bodé x = 1 je lokalni minimum s funkéni
hodnotou f(1) = —e™' = —0,4.

. Druha derivace funkce f je

Nulovy bod druhé derivace je x = % VysSetfime znaménka derivace
na definicnim oboru funkce f:

(-00,0) | (0,3)
y// _ _ +

y | konkavni | konkdvni | konvexni

V bodé = = 2 nastavé inflexe.
5

. Budeme hledat asymptoty se smérnici ve tvaru y = ax + b:

lim @—1— ,
r—too I
lim [f(z) —z]=-3=0

Asymptota se smérnici funkce f je y = x — 3. Zbyva vysetfit chovani
funkce v bodé x = 0, ve kterém neni funkce f definovana.
xli%l+ f(x) - 0’

lim f(x) = —o0.

z—0~
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5. Nyni mtizeme sestrojit graf:
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4.5 Mocninné funkce

Priklad 4.8. Vysettete pribéh funkce f na intervalu [0, 3],
fry=0@-2)Va

Resent:

1. Funkce méa dva pruiseciky s osou x a to body x = 0 a x = 3. Funkce je
spojita v kazdém bodé¢ intervalu [0, 3].

2. Prvni derivace funkce je tvaru

3(1—x)

Y=V =
T

Bod, ve kterém miize nastat na zadaném intervalu extrém, je z = 1.
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Vysetfime monotdnnost funkce :

(0,1) (1,3)
y| o+ -

y | rostouci | klesajici

V bodé x =1 je lokalni maximum s funkéni hodnotou f(1) = 2.

3. Druhaé derivace funkce je rovna

-3z
"
= r+1).
Ptedchozi rovnice nemé na vysetfovaném intervalu zadné nulové body.
Dosazenim libovolného ¢isla z intervalu [0, 3] zjistime, ze y” < 0. To

znamend, ze funkce f bude na celém intervalu [0, 3| konkavni.

4. Funkce neméa zadné asymptoty.
5. Nyni muzeme sestrojit graf:
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Priklad 4.9. Vysetiete prubéh funkce

3
x—2

fry=

Reseni:

1. Vypocitame defini¢ni obor funkce f. Vyjdeme z toho, ze vyraz pod od-

mocninou musi byt nezdporny a jmenovatel ve zlomku se nesmi rovnat
nule. Defini¢ni obor bude mnozina (—oo, 0] U (2, 00).

. Prvni derivace funkce je tvaru

,_ (-3 a2
CEP

Body, ve kterych je prvni derivace nulova nebo ve kterych neni defino-
vana, jsou krajni body defini¢cniho oboru x =0 a z = 2 a bod z = 3.
Vysetfime monoténnost funkce na D(f):

(—00,0) | (2,3) (3,00)
y| - - +

y | klesajici | klesajici | rostouci

V bodé r = 3 nastava lokdlni minimum. Jeho funkéni hodnota je

f(3) = 5,2

. Druhé derivace funkce je rovna

" _ 3
Vi (z—2)%

Druh4 derivace neni definovana v krajnich bodech defini¢niho oboru.
Vysetiime znaménka derivace na D(f):

(—00,0) (2,00)
Yy’ + +

y | konvexni | konvexni
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4. Budeme hledat asymptoty se smérnici funkce f ve tvaru y = ax + b:
Pro x — oo vypocitame limity:

lim @)

r—o00 I

lim | f(x) —x]=1=0.

r—00

:1:a’

Takze asymptota se smérnici pro z — oo je primka y = x + 1.
Pro x — —oo vypocitame limity:

Asymptota se smérnici pro x — —oo je pfimka y = —x — 1.
Nyni vySetfime, jak se bude funkce f chovat v krajnich bodech definic-
niho oboru D(f):

111(1)17 f(z) =0,
lim f(z) = co.

Z posledni pocitané limity plyne, Ze funkce f bude mit asymptotu
bez smérnice ve tvaru x = 2.

5. Nyni mtizeme sestrojit graf:

10y
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