Polynomy a interpolace

text neobsahuje presné matematické definice, pouze jejich vysvétleni
Polynom nad R = zobrazeni f : R - R
-1
f(x) =apz™ + ap—12"" " + ...+ a1z + ay,

kde a; € R jsou pevné dand ¢isla(koeficienty), n je stupen polynomu.
Napf.

e polynom stupné 2 (kvadraticky polynom): f(z) = 322 + 2z + 1

e polynom stupné 3 (kubicky polynom): f(z) = 23+ 32% + 2z + 1
Koien polynomu = feSeni rovnice

flx)=0

Interpolace = nalezeni priblizného tvaru funkce v uréitém intervalu na zakladé
nékolika jejich znamych hodnot v tomto intervalu.

(= prolozeni zndmych hodnot polynomem, ktery co nejlépe kopiruje hledanou
funkci. )

Interpolaéni polynom = polynom jednoznac¢né urceny zadanymi body z; a
jejich hodnotami f(x;).
Méme-li 2 body, muzeme je prolozit piimkou, tj. polynomem 1.stupné:
axr +b
Méme-li 3 body, muzeme je prolozit parabolou, tj. polynomem 2.stupné:
az® 4+ bx + ¢

atd...
n+ 1 hodnot = polynom stupné n

Cil: najit interpolaci ("odhad”) funkce f(x) polynomem

Mame: zadano n + 1 bodu xzg,z1,...,x, a jejich hodnoty po dosazeni do

funkce f(CC) f(J:O)vf(xl)a AR f(xn)

Totéz v tabulce:

I, i) T Tn
f) || flzo) | fl21) | - | fl2n)

Hleddame tedy polynom stupné n, ktery obecné zapiSeme:

anz"™ + an_12" 4+ ...+ a1z + ag



1 Prosté dosazeni - Metoda neurcitych koeficienta

Interpolaci lze provést postupnym dosazenim zadanych bodu do polynomu
(nékdy nazyvano ”metoda neurcitych koeficientu”):

an(xo)" + an_l(xo)"_l +...4+ai(zo) +as = f(xo)
an(zn)" + an,l(:vn)"_1 +...ta(zy) +ar = flxn)
a dopocitanim koeficientt ag, . . . , ay, tzn. vytesit n+1 rovnic o n+1 neznamych...

Priklad 1. Interpolujte funkci f(x) polynomem, jestlize vite, Ze

v | -1]0]1]2
fa) | 2105

Mdme zaddny 4 body, takzZe hleddme polynom stupné 3, obecné:
3 2
a3x” + asx” + a1x + ag

Dosadime zadané body do polynomu:

ag(—1)3 + az(—1)2 + a1(—1) +ay = 2
a303 + a202 + a10 +ay = 1
a3l® +ax1®> + a1l +ay = 0
a32® + a2’ + a124+ag = 5
a Tesime soustavu ... dostaneme ag = 1,a1 = —2,a2 = 0,a3 = 1, tedy hledany

polynom je
3 — 2z + 1.

Priklad 2. Interpolujte funkci f(x) polynomem, jestlize vite, Ze

z O] 1] 2] &
o) | 21312 147

Mdme zadany 4 body, takzZe hleddme polynom stupné 8, obecné:
3 2
azx” + asx” + a1 + ag

Dosadime zadané body do polynomu:



a303 + GQOQ + al() +ayg =
CL313 + (1212 + a1l + ag

as2® + a2 + a12+ap = 12
a35® + ag5® + a15 +ag = 147
a Tesime soustavu ... dostaneme ag = 2,a1 = —1,a0 = 1,a3 = 1, tedy hledany

polynom je
42— +2.

2 Lagrangetuv interpolacni polynom

Dalsim moznosti je pouzit Lagrangeuv polynom, kterym byste méli ziskat
stejny vysledek jako metodou neurc.koef. Kdyz si zapamatujete jeho predpis,
nemusite poc¢itat soustavu rovnic, ale jen dosadite hodnoty do vzorce:

f(@) = f(xo)lo(x) + f(x)l(z) + .. + f(zn)ln(2),

kde
(x—xo)...(r —xim1)(x — mig1) ... (T — xp)

(.CUZ' - $0) e (CCZ - 35‘7;_1)(5[51' - $i+1) e (IZ - xn)

Pouziti si ukazeme na stejnych ptikladech:

L =

Piiklad 3. Interpolujte funkci f(x) Lagrangeovgm polynomem, je-li ddno:

i || 1012
fay | 2105

Reseni: mdme zaddny 4 hodnoty xg,x1, 2,23, tedy n = 3 a hleddme
polynom stupné 3.

B z(x —1)(z — 2) (x+1)(x—1)(z —2)
A S ) i) R GV Ty
N (x+ Dzx(z—1)

C+D2-1(2-0)
= ...:$3—2m—|—1

Priklad 4. Interpolujte funkci f(x) Lagrangeovym polynomem, je-li ddno:

z, O] 1] 2] &
fx) [ 2] 312 147




Reseni: mdme zaddny 4 hodnoty xg,x1, 2,23, tedy n = 3 a hleddme
polynom stupné 3.

+3(x—0)(1’—2)(1‘—5)
(=1)(=2)(-5) (1-0)(1—-2)(1-5)

(x = 0)(x —1)(z —5) (x=0)(x —1)(z—2)

(2-0)(2—1)(2-5) 147 G-05-1)(5-2)

= 23+t -242

fla) = 2

(x—1)(x —2)(z —5)
1

+ 12

3 Zname-li navic jeSté derivaci

chceme: najit interpolaci funkce f(x)

méame: zadany nejen hodnoty funkce v m + 1 bodech, ale i hodnoty derivaci
funkce v m + 1 bodech.

1! Zde plati: mame-li hodnoty funkce a jeji derivace v m + 1 bodech,
pak polynom je stupné n=2m+ 1 !!

Pozn. Derivace polynomu:
plati:
(xn)/ _ nl,n—l’

dale derivace konstanty je 0, takze napi. (az®+bx?+cx+d) = 3az?+2bx+c

Derivace funkce uréuje jeji sklon! = zname-li derivaci, je to informace
navic, kterd vypocet zpiesni.

Stejné jako v predchozich piikladech muzeme prosté dosadit do polynomou
a dopocitat koeficienty. Musime v8ak zndt nejen stupen polynomu, ale i obecny
tvar jeho derivace, abychom méli kam dosadit (viz nasledujici piiklad).

Priklad 5. Najdéte interpolacni polynom funkce f(x), vite-li, Ze

ZX; 1 2
f(xz) 0 3
f’(xz) 1 3

Reseni: Mdme zaddny 2 hodnoty = m +1 =2 = m = 1, takze hleddme
polynom stupné 2m + 1 = 3, tj.

a3:1:3 + a2:1:2 + a1z + ag



jeho derivace je:
3asz? + 2a9x + a1

Postupné dosadime jednotlivé hodnoty:

az1® + a1 + a1l + a9 =
a32® + a22% + a12 + ag
3(1312 + 2a91 4+ a;
3(1322 +2a92+a; =

I
w = W o

Vyresime soustavu rovnic a dostaneme
f(z) = —22° +102% — 132 + 5

Hermittv interpolaéni polynom
opét je mozno vyuzit predpisu pro piedesly vypocet, ale tento je pocetné velmi
naro¢ny, funguje podobné jako Lagrange, ale slozitéji.
P#. Zname-li hodnotu v jednom bodé, tj n = 0, pak Hermitiv polynom

vypada takto:
f(@) = f(xo) + f'(z0)(z — 20)

4 Interpolace pomoci splajni

Nevyhoda predchozich metod: mald zména jednoho uzlu zméni cely polynom
(nestabilita), vypocetni ndro¢nost pti vyssim poctu bodu

Interpolace pomoci splajnii = interpolace pomoci malych diléich poly-
nomt, ze kterych se funkce poskldadd (splajn z anglického ”spline” - oznacuje
zafizeni na kresleni kiivek) = muzeme si kiivky mezi jednotlivymi body
"natvarovat”, jak potfebujeme (narozdil od Lagrange a Hermita). Vypocty
probihaji po ¢astech, pro kazdou dvojici bodu.

Linedrni splajn = spojeni kazdych dvou bodu linedrni ¢arou (nejjednodussi
varianta)

Kubicky splajn = spojeni kazdych dvou bodu polynomem 3.stupné



