
6 Cvičeńı 6: Polynomy s reálnými a komplexńımi koe-

ficienty

Teorie: Zde pro nás bude teorie krat’oučká. Půjde o sérii tvrzeńı, která byla odvozena
na přednášce. Než se do nich pust́ıme, uved’me jistou paralelu mezi polynomy a celými
č́ısly. Také se zde můžeme bavit o dělitelnosti, stanovovat Euklidovým algoritmem největš́ı
společný dělitel a hledat koeficienty v Bezoutově rovnosti.

Věta 17. Má-li polynom f ∈ R[x] komplexńı kořen a+ bi, potom má i kořen a− bi.

Věta 18. Každý polynom s reálnými koeficienty lichého stupně má reálný kořen.

Věta 19. Má-li polynom f s reálnými koeficienty v́ıcenásobný kořen a, potom je a kořenem
polynomu f ′(x) a tedy i polynomu gcd(f, f ′).

Věta 20. Polynom s reálnými koeficienty je nad R ireducibilńı právě tehdy, když je lineárńı
nebo kvadratický se záporným diskriminantem.

Věta 21. Polynom s komplexńımi koeficienty je nad C ireducibilńı právě tehdy, když je
lineárńı.

Př́ıklad 94. Dokažte, že jsou dané polynomy f, g ∈ R[x] nesoudělné a nalezněte př́ıslušné
koeficienty v Bezoutově rovnosti.

1. f(x) = x4 + 2x3 + 4x + 2, g(x) = x2 + 2x+ 2

2. f(x) = 2x3 + x+ 1, g = x2 + 1

3. f(x) = x5 + 1, g = x3 − 1

Př́ıklad 95. Určete největš́ı společný dělitel polynomů f, g ∈ R[x] a nalezněte př́ıslušné
koeficienty v Bezoutově rovnosti.

1. f(x) = x4 + 4x3 + 10x2 + 12x+ 9, g(x) = x3 + 3x2 + 5x+ 3.

2. f(x) = x6 + 9x4 + 27x2 + 27, g(x) = x4 + 6x2 + 9.

3. x5 + x4 − 2x3 − 2x2 + x+ l, g = x3 − 2x2 − x+ 2
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Př́ıklad 96. Nalezněte všechny kořeny polynomu f ∈ R[x], v́ıte-li, že má násobný kořen.
Daný polynom rozložte na ireducibilńı faktory nad Z, R, C.

1. f(x) = x4 − 40x+ 400

2. f(x) = x4 − 4x3 − 26x2 + 60x+ 225

3. f(x) = x6 + 6x5 + 15x4 + 20x3 + 12x2 − 4

4. f(x) = x4 − 2x3 − x2 + 2x+ 1

Př́ıklad 97. Určete všechny kořeny polynomu f = x7−4x6+8x5−7x4+8x2−8x+4 ∈ C[x],
v́ıte-li, že má dvojnásobný kořen 1 + i. Rozložte tento polynom na ireducibilńı faktory nad
C, R, Q.

Př́ıklad 98. Určete všechny kořeny polynomu f = x6+8x5+24x4+24x3−27x2−80x−50 ∈
C[x], v́ıte-li, že má dvojnásobný kořen 2+i. Rozložte tento polynom na ireducibilńı faktory
nad C, R, Q.

Př́ıklad 99. Určete všechny kořeny polynomu f = x4 − 2x3 + x2 + 2x− 2 ∈ C[x], v́ıte-li,
že má kořen 1 + i. Rozložte tento polynom na ireducibilńı faktory nad C, R, Q.

Př́ıklad 100. Mezi všemi normovanými polynomy s reálnými koeficienty nalezněte ten
nejnižš́ıho stupně, který má

1. dvojnásobný kořen 1 + i a jednoduchý kořen 2.

2. dvojnásobný kořen 1 a jednoduchý kořen 2− 3i.

3. trojnásobný kořen i a jednoduchý kořen −1− i.

4. jednoduché kořeny i+ 1, 2− i, i− 3.

Rozložte tyto polynomy na ireducibilńı faktory nad C, R, Q.

Př́ıklad 101. Zjistěte násobnost kořene −1 polynomu x5−ax2−ax+1 ∈ C[x] v závislosti
na parametru a ∈ C.

Př́ıklad 102. Určete normované polynomy f, g ∈ R[x] čtvrtého stupně tak, aby f(1+ i) =
0 a aby g měl dva dvojnásobné kořeny, přičemž gcd(f, g) = x2 + x+ 1.

30



Př́ıklad 103. Rozložte polynom x4−x2−2 na součin ireducibilńıch prvk̊u v oborech C[x],
R[x], Q[x], Z5[x], Z3[x].

Př́ıklad 104. Určete všechny kořeny polynomů f(x) = x4 + 2x3 + 2x2 + 2x + 1, g(x) =
x3 − 2x2 + x − 2, v́ıte-li, že maj́ı společný kořen. Rozložte tyto polynomy na ireducibilńı
faktory nad C, R, Q.

Př́ıklad 105. Určete všechny kořeny polynomů f(x) = 2x4 − 5x3 − x2 + 11x+ 5, g(x) =
2x4 − 11x3 + 20x2 − 7x − 10, v́ıte-li, že maj́ı společný racionálńı kořen. Rozložte tyto
polynomy na ireducibilńı faktory nad C, R, Q.

Př́ıklad 106. Určete všechny kořeny polynomů f(x) = x6−4x5+9x4−12x3+12x2−8x+4,
g(x) = x5 − 3x4 + 4x3 − 4x + 4, v́ıte-li, že maj́ı společný násobný kořen. Rozložte tyto
polynomy na ireducibilńı faktory nad C, R, Q.

Výsledek. f(x) = (x−(1+i))2(x−(1−i))2(x−i)(x+i), g(x) = (x−(1+i))2(x−(1−i))2(x+1)

Př́ıklad 107. Určete všechny kořeny polynomu

1. f(x) = 6x4 − 5x3 − 38x2 − 5x+ 6

2. f(x) = 5x4 − 26x3 + 10x2 − 26x+ 5

Př́ıklad 108. Rozložte na ireducibilńı faktory nad C, R, Q polynom x6 + 27.

Př́ıklad 109. Polynom f(x) = x3 + ax2 + bx− 15 má kořen 2 + i. Určete reálná č́ısla a, b
a ostatńı kořeny tohoto polynomu.

Př́ıklad 110. Aniž byste poč́ıtali kořeny polynomu x3 − 4x2 + 6x − 4, určete polynom,
který bude mı́t dvojnásobné kořeny.

Př́ıklad 111. Aniž byste poč́ıtali kořeny polynomu 2x3 − 5x2 − x + 6, určete polynom,
který bude mı́t kořeny, které budou převrácenými hodnotami kořen̊u zadaného polynomu.
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