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pfipomenuti:

pologrupa (G, ) je mnozina G s binarni operaci -

grupa (G, ) je pologrupa s jednotkou, ve které ma kazdy
prvek inverzi

komutativni grupa, resp. komutativni pologrupa, je takova,
kde je operace - komutativni.

Je-li (A, ) grupa (pfipadné pologrupa), pak jeji podmnozinu
B C A, ktera je uzaviena viici z(zeni operace - a zaroven je
spolu s touto operaci grupou, nazyvame podgrupa v (A, ).
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Definition

Zobrazeni f : G — H mezi dvémi grupami G a H se nazyva
homomorfismus grup, jestlize respektuje nasobeni, tj. pro viechny
prvky a, b € G plati

f(a-b)=f(a)-f(b).

Povsimnéme si, ze nasobeni vlevo je uvnitf grupy G predtim, nez
zobrazujeme, zatimco vpravo jde o nasobeni v H poté, co
zobrazujeme.
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P¥imo z definice se snadno ovéFi nasledujici vlastnosti
homomorfismi:

Theorem

Pro kazdy homomorfismus f : G — H grup plati
© obraz jednotky e € G je jednotka v H
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P¥imo z definice se snadno ovéFi nasledujici vlastnosti
homomorfismi:

Theorem

Pro kazdy homomorfismus f : G — H grup plati
© obraz jednotky e € G je jednotka v H
@ obraz podgrupy K C G je podgrupa f(K) C H.
© vzorem f~Y(K) C G podgrupy K C H je podgrupa.
Q@ obraz inverze k prvku je inverzi obrazu. tj. f(a=') = f(a)~L.

Q@ je-li f zéroven bijekci, pak i inverzni zobrazeni f~1 je
homomorfismus.

Q f je injektivni zobrazeni pravé, kdyz f~1(e) = {e}.
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Definition

Podgrupa f~!(e) jednotkového prvku e € H se nazyva jadro
homomorfismu f a znacéime ji ker f. Bijektivni homomorfismus grup
nazyvame izomorfismus.
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Definition

Podgrupa f~!(e) jednotkového prvku e € H se nazyva jadro
homomorfismu f a znacéime ji ker f. Bijektivni homomorfismus grup
nazyvame izomorfismus.

Z predchozich tvrzeni okamzité vyplyva, ze homomorfismus
f: G — H s trividlnim jadrem je izomorfismem na obraz f(G).
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SEE

(1) Pro kazdou grupu permutaci G = ¥, jsme definovali zobrazeni
sgn : X, — Zy pfifazujici permutaci jeji paritu. Jde o
homomorfismus grup. Jadrem tohoto homomorfismu jsou
permutace se sudou paritou.
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grupou permutaci X3. Zvolime-li realizaci 3 tak, ze za mnozinu tfi
prvkd pro permutace vezmeme vrcholy trojahelnika a jednotlivym
symetriim prifadime permutace téchto vrcholi, které vyvolaji.
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(1) Pro kazdou grupu permutaci G = ¥, jsme definovali zobrazeni
sgn : X, — Zy pfifazujici permutaci jeji paritu. Jde o
homomorfismus grup. Jadrem tohoto homomorfismu jsou
permutace se sudou paritou.

(2) Grupa symetrii rovnostranného trojihelnika je izomorfni s
grupou permutaci X3. Zvolime-li realizaci 3 tak, ze za mnozinu tfi
prvkd pro permutace vezmeme vrcholy trojahelnika a jednotlivym
symetriim prifadime permutace téchto vrcholi, které vyvolaji.

(3) Zobrazeni exp : R — R (nebo C — C\ 0), je homomorfismus
aditivni grupy realnych nebo komplexnich Cisel na multiplikativni
grupu kladnych realnych &isel, resp. na multiplikativni grupu vech
nenulovych komplexnich Cisel. V pfipadé realnych cisel jde o
izomorfismus. Pro komplexni ¢isla dostavame netrivialni jadro 2ki,
k € Z.
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Example

(4) Determinant matice je zobrazenim, které kazdé matici skalard z
K pfifazuje néjaky skalar v K (pracovali jsme s K =Z,Q, R, C).
Cauchyova véta o determinantu soucinu ¢tvercovych matic

det(A- B) = (det A) - (det B) je tvrzenim, ze pro grupu

G = GL(n,K) invertibilnich matic je det: G — K\ 0
homomorfismem grup.
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Example

(4) Determinant matice je zobrazenim, které kazdé matici skalard z
K pfifazuje néjaky skalar v K (pracovali jsme s K = Z, Q, R, C).
Cauchyova véta o determinantu soucinu ¢tvercovych matic

det(A- B) = (det A) - (det B) je tvrzenim, ze pro grupu

G = GL(n,K) invertibilnich matic je det: G — K\ 0
homomorfismem grup.

(5) Pro kazdé dvé grupy G, H definujeme soucin grup G x H
takto: Jako mnozina je G x H skutecné soucin a nasobeni
definujeme po slozkach. tj. (a,x) - (b,y) = (a- b,x - y). Zobrazeni

pe:GxH>3(a,x)—~acG, py:GxH>(a,x)— x

jsou surjektivni homomorfismy s jadry

ker pc = {(eg,x); x € H} kerpy = {(a,en);a € G}.
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Example

(6) Grupy zbytkovych tfid Zj jsou izomorfni grupam komplexnich

k—tych odmocnin z jednicky, coz jsou zaroven izomorfni obrazy

. . . .. . 2
konecnych grup otoceni v roviné o celé nasobky ahlu <F.




Homomorfismy grup
00000080

Example

(6) Grupy zbytkovych tfid Zj jsou izomorfni grupam komplexnich
k—tych odmocnin z jednicky, coz jsou zaroven izomorfni obrazy
konecnych grup otoceni v roviné o celé nasobky ahlu 27”

(7) Grupa Ze je izomorfni soucinu Zy x Z3. Skutecné, Zg C C* je
tvoreno body na jednotkové kruznici v komplexni roviné ve
vrcholech pravidleného 3estithelniku, Z, pak odpovida +1, Z3
pravidelnému trojahelniku s jednim vrcholem v jednicce. Jestlize
budeme ztotoznovat pfislusné body s otocenimi v roving, které
jedni¢ku prevede pravé do nich, pak skladani dvou takovych otoceni
bude vzdy komutativni a kombinacemi jednoho otoceni ze Z, a
jednoho ze Z3 dostaneme pravé viechna otoceni ze Zsg.
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(6) Grupy zbytkovych tfid Zj jsou izomorfni grupam komplexnich
k—tych odmocnin z jednicky, coz jsou zaroven izomorfni obrazy
konecnych grup otoceni v roviné o celé nasobky ahlu 27”

(7) Grupa Ze je izomorfni soucinu Zy x Z3. Skutecné, Zg C C* je
tvoreno body na jednotkové kruznici v komplexni roviné ve
vrcholech pravidleného 3estithelniku, Z, pak odpovida +1, Z3
pravidelnému trojahelniku s jednim vrcholem v jednicce. Jestlize
budeme ztotoznovat pfislusné body s otocenimi v roving, které
jedni¢ku prevede pravé do nich, pak skladani dvou takovych otoceni
bude vzdy komutativni a kombinacemi jednoho otoceni ze Z, a
jednoho ze Z3 dostaneme pravé viechna otoceni ze Zsg.

V aditivni notaci vypada izomorfismus takto:

[0]6 — ([0]2, [0]3), [tl6 — ([1]2,[2]3)
[2l6 — ([0]2; [1]3), [3l6 — ([1]2, [0]3)
[4l6 — ([0]2; [2]3), [5]6 — ([1]2, [1]3)
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Libovolny prvek a v grupé G je obsazen v minimalni podgrupé
{a,a% a%,...}, ktera jej obsahuije.

Je ZJevne, Ze je tato podgrupa komutativni, a pokud je celd grupa
G konecna, nutné musi jednou nastat pfipad ak = e.
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je cyklicka grupa je-li celé G generované néjakym svym prvkem a
vySe uvedenym zptisobem.



Homomorfismy grup
0000000e

Libovolny prvek a v grupé G je obsazen v minimalni podgrupé
{a,a% a%,...}, ktera jej obsahuije.

Je ZJevne, Ze je tato podgrupa komutativni, a pokud je celd grupa
G konecna, nutné musi jednou nastat pfipad ak = e.

Nejmensi k s touto vlastnosti nazyvame rad prvku av G. Grupa G
je cyklicka grupa je-li celé G generované néjakym svym prvkem a
vySe uvedenym zptisobem.

Z definice pfimo vyplyva, ze kazda cyklicka grupa je izomorfni bud
grupé celych Cisel Z (pokud je nekonecna) nebo nékteré grupé
zbytkovych tfid Zj (kdyz je koneéna).
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definujeme relaci a ~y b jestlize b=1-a € H.
Je to relace ekvivalence:
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Uvazme grupu G a jeji podgrupu H. Na mnoziné prvkd grupy G
definujeme relaci a ~y b jestlize b=1-a € H.
Je to relace ekvivalence:
eal-a=ecH,
ojelibl-a=hecH potomal-b=(b1-a)t=h1cH,
o je-lic™!. b e H a zarovei je b1 - a € H, potom
clia=ctl-b-btl acH.
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Cela grupa G se tedy rozpada na tzv. levé tridy rozkladu podle
podgrupy H vzajemné ekvivalentnich prvki.
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Cela grupa G se tedy rozpada na tzv. levé tridy rozkladu podle
podgrupy H vzajemné ekvivalentnich prvki.
T¥idu prislusejici prvku a znaime a - H a skutecné plati, ze

a-H={a-h; he H},

nebot prvek b je ve stejné tfidé s a, pravé kdyz jde takovymto
zpiisobem vyjadrit.

Mnozinu viech levych tfid rozkladu podle podgrupy H oznacujeme
G/H.

Obdobné definujeme pravé tridy rozkladu H - a. Prislusna
ekvivalence je: a ~ b, jestlize a- b~ € H. Proto

H\G={H a ac G).



Rozklady podle podgrup
ooeo

Pro tridy rozkladu grupy plati:
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pravé, kdyz pro kazdé ac G, he H platia-h-a=' € H.
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Pro tridy rozkladu grupy plati:
© Levé a pravé tridy rozkladu podle podgrupy H C G splyvaji
pravé, kdyz pro kazdé ac G, he H platia-h-a=' € H.
@ ViSechny tridy (levé i pravé) maji shodnou mohutnost s
podgrupou H.
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Corollary

Necht G je kone¢na grupa s n prvky, H jeji podgrupa. Potom
@ Mohutnost n = |G| je souc¢inem mohutnosti H a mohutnosti
G/H, tj.
|G =[G/H|-|H]

@ Prirozené cislo |H| je délitelem cisla n.

© Je-liae G prvek radu k, pak k déli n.

Q pro kazdé a € G je a" = e.

@ je-li mohutnost grupy G prvocislo, pak je G izomorfni cyklické
grupé Z,.

Druhému tvrzeni se fikava Lagrangeova véta, predposlednimu mala
Fermatova véta.
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Podgrupy H, pro které plati, ze a- h-a~! € H pro viechny a € G,
h € H, se nazyvaji normalni podgrupy.
Pro normalni podgrupy je dobfe definovano nasobeni na G/H
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Podgrupy H, pro které plati, ze a- h-a~! € H pro viechny a € G,
h € H, se nazyvaji normalni podgrupy.
Pro normalni podgrupy je dobfe definovano nasobeni na G/H
vztahem

(a-H)-(b-H)=(a-b)-H.
Skuteéng, volbou jinych reprezentantti a- h, b- i’ dostaneme opét
stejny vysledek

(a-h-b-H) -H=((a-b)-(b"L-h-b)-H)-H.

Nasobeni na G/H ma vsechny vlastnosti grupy.
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V komutativnich grupach jsou vsechny podgrupy normalni.
Podmnozina
nZ ={na; acZ}CZ

zadava v celych cislech podgrupu a jeji faktorgrupou je pravé
(aditivni) grupa zbytkovych tfid Z,.

Vsechna jadra homomorfismii jsou normalni podgrupy. Naopak,
jestlize je podgrupa H C G normalni, pak zobrazeni

p:G—G/H, ar—a-H

je surjektivni homomorfismus grup s jadrem H. Skutecné, p je
dobte definované, pfimo z definice nasobeni na G/H je vidét, ze to
musi byt homomorfismus a je zjevné na. Je tedy vidét, ze normalni
podgrupy jsou pravé viechna jadra homomorfismii.
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Pro libovolny homomorfismus grup f : G — K je dobre definovan
také homomorfismus

f:G/kerf — K, f(a- H) = f(a),

ktery je injektivni.
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Pro libovolny homomorfismus grup f : G — K je dobre definovan
také homomorfismus

f:G/kerf = K, f(a-H) = f(a),

ktery je injektivni.

Zdanlivé paradoxni je priklad homomorfismu C* — C* definovany
na nenulovych komplexnich islech vztahem z — z* s pfirozenym
k. Zjevné jde o surjektivni homomorfismus a jeho jadro je mnozina
k—tych odmocnin z jednicky, tj. cyklickd podgrupa Z,. Pfedchozi
Gvaha tedy dava pro viechna pfirozena k izomorfismus

f:C*/Z — C*.

Tento priklad ukazuje, ze u nekoneénych grup nejsou pocty s
mohutnostmi tak prehledny jako u kone¢nych grup
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