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Mnozinova algebra
©0000

S kazdou mnozinou M mame také mnozinu K = 2M vsech jejich
podmnozin a na ni operace V : K x K — K sjednoceni mnozin a
A K x K — K priiniku mnozin.

To jsou dvé binarni operace, které se Castéji znaci U a N.

Dale mame ke kazdé mnoziné A € K také jeji mnozinu doplikovou
A’, coz je dalsi unarni operace. Koneéné mame , nejvétsi objekt”, tj.
celou mnozinu M, ktery je neutralni vii¢i operaci A a ktery proto
budeme v této souvislosti oznacovat jako 1, a obdobné se chova
prazdna mnozina () € K viiéi operaci A. Tu budeme v této
souvislosti znacit jako 0.
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Na mnoziné K vsech podmnozin v M pfitom plati pro viechny
prvky A, B, C nasledujici vlastnosti:

AN(BAC)=(AAB)AC, AV(BVC)=(AVB)VC (1)

ANB=BANA AVB=BVA (2)
ANBVC)=(AANB)V(AANC), AV(BAC)=(AVB)A(AV ()
(3)

existuje 0 tak, ze AV0O=A (4)
existuje 1 tak, ze AN1=A (5)
ANA =0, AVA =1 (6)
Vlastnost (1) je asociativni zakon pro obé operace, (2) je

komutativita, (3) je distributivita obou operaci. Posledni vlastnost
(6) vystihuje vlastnosti komplementu.
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Definition

Mnoziné K spolu s dvémi binarnimi operacemi A a V a jednou
unarni operaci ’ spliujici vlastnosti (1)—(7) fikame Booleovska
algebra. Operaci A budeme fikat infimum (pfipadné prinik,
anglicky Casto také meet), operaci V budeme fikat supremum
(pfipadné sjednoceni, anglicky také join). Prvku A’ se fika
doplnek k prvku A.

Vsimnéme si, ze axiomy Booleovské algebry jsou zcela symetrické
viici zaméné operaci A a V, spole¢né se zaménou prvkd 0 a 1.
Disledkem tohoto faktu je, ze jakékoliv tvrzeni, které odvodime z
axiom(, ma také platné dualni tvrzeni, které vznikne z prvého
pravé zaménou vsech vyskytdl A za V a naopak a stejné tak vsech
vyskytti 0 a 1. Hovofime o principu duality.
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Stejné jako u specialniho pfipadu Booleovské algebry viech
podmnozin v dané mnoziné M je doplnék k A € K urcen
jednoznaéné (tj. mame-li dano (K, A, V), miize existovat nejvyse
jedna unarni operace, se kterou dostaneme Booleovskou algebru).
Skutecné, pokud B a C € K spliuji vlastnosti A, plati

B=BV0=BV(AAC) = (BVA)A(BVC) =1A(BVC) = BVC

a podobné také C = C Vv B. Je tedy nutné B = C.
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V nasledujicim vyctu se vlastnostem (2) fika absorpcni zakony,

vlastnosti (3) popisuji idempotentnost operaci a (4) jsou tzv. De
Morganova pravidla.

Theorem

V kazdé Booleovské algebre (K, A\, V,") plati pro vsechny prvky v K
@ ANO=0, Av1=1

@ AN(AVB)=A, AV(AAB)=A

QO ANA=A AVA=A

Q (ANBY =A'VB, (AVB)Y=AAB

Q@ (A)=A
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Nasi symboliku interpretujeme tak, ze z prvkd A, B,--- € K
tvofime ,slova" pomoci operaci V, A, ' a zavorek vyjasnujicich v
jakém poradi a na jaké argumenty jsou operace aplikovany.
Samotné axiomy a jejich disledky pak fikaji, ze velice asto riizna
slova davaji stejnou hodnotu vysledku v K.

V pipadé mnoziny véech podmnozin K = 2M je to zfejmé — prosté
jde o rovnost podmnozin.
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Nyni budeme pracovat opét se slovy jako vyse, interpretujeme je ale
jako tvrzeni slozené z elementarnich vyroki A, B, ... a logickych
operaci AND (binarni operace A), OR (binarni operace V) a negace
NOT (unarni operace ’). Takova slova nazyvame vyroky a
pfifazujeme jim pravdivostni hodnotu v zavislosti na pravdivostni
hodnoté jednotlivych elementarnich argumenti. Pravdivostni
hodnotu pfitom bereme jako prvek z trivialni Booleovy algebry Zj,
tedy bud 0 nebo 1. Pravdivostni hodnota vyroku je plné urcena
prifazenim hodnot pro nejjednodusi vyroky AA B, AV B a A, 1.
AN B je pravdivé pouze, kdyz jsou oba vyroky A a B pravdivé,

AV B je nepravdivé pouze. kdyz jsou oba vyroky nepravdivé a A’
méa opacnou hodnotu nez A.
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Vyrok obsahujici k elementarnich vyrokil tedy pfedstavuje funkci
(Z2)* — Zy a dva vyroky nazyvame logicky ekvivalentni, jestlize
zadavaji stejnou funkci. Snadno se nyni pfimo ovéfi, Ze na mnoziné
tfid logicky ekvivalentnich vyrokil jsme takto zadefinovali strukturu
Booleovy algebry (je pouze tfeba projit nase axiomy a ovéfit je).
Nutné tedy pro vyrokovou logiku bude v tomto smyslu platné v3e,
co dokazeme pro obecné Booleovy algebry.

Strucné si proberme, jak vypadaji obvyklé dalsi jednoduché vyroky
ve vyrokové logice jakozto prvky Booleovy algebry (t;.
reprezentujeme vzdy nasim vyrazem tfidu vyroki ekvivalentnich):
Implikaci A = B dostaneme jako A’V B, ekvivalenci A < B
odpovida (AA B) VvV (A" A B'). Dale vylucovaci OR, neboli XOR, je
dano jako (AA B') vV (A" A B), negace NOR operace OR je
vyjadrena jako A’ A B’ a negace NAND operace AND je dana jako
A"V B’. Vsimnéme si také, ze XOR odpovida v mnozinové algebre
symetrickému rozdilu mnozin.
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Prepinac je pro nas cerna skrinka, kterd ma jen dva stavy, bud je
zapnut (a signal prochazi) nebo naopak vypnut (a signal
neprochazi).

Jeden nebo vice prepinacti zapojujeme do sité sériové nebo
paralelné. Sériové zapojeni je popsano pomoci binarni operace A,
paralelni je naopak V. Unarni operace A’ zadava prepinac, ktery je
vzdy v opacné poloze nez A.

A
O A B O O— —O
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Kazdé koneéné slovo vytvorené pomoci pfepinacii A, B, ... a
operaci A, V a’ umime prevést na obrazek, ktery bude
pfedstavovat systém prepinaci propojenych draty a zcela obdobné
jako v minulém odstavci nam kazda volba poloh jednotlivych
prepinacii zada hodnotu ,,zapnuto/vypnuto” pro cely systém.
Opét se snadno krok po kroku ovéri platnost zakladnich axiomu
Booleovych algeber pro nas systém. Na obrazku je ilustrovan jeden
z axiomil distributivity. Propojeni bez pfepinace odpovida prvku 1,
koncové body bez propojeni (nebo sériové zapojeni A a A’) dava
prvek 0.

4 _/
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Dalsim pfirozenym prikladem Booleovské algebry je systém délitelii
pfirozeného Cisla nebo polynomu.

Zvolme pevné takové Cislo p € N nebo polynom p € Kl[xq, ..., xs]
nad oborem integrity K s jednoznaénym rozkladem. Za nosnou
mnozinu D, bereme mnozinu vsech délitelt g naseho p. Pro dva
takové délitele definujeme g A r jako nejvétsi spolecny délitel prvki
g ar, gV r jenejmensi spoleény nasobek. Dale klademe

p =1 € D, a neutralnim prvkem viiéi supremu je jednicka v Z,
resp. 1 € K C K[x,...,xs]. Unarni operaci ' dostavame pomoci
déleni: ¢’ = p/q.
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Mnozina D, spolu s vyse uvedenymi operacemi A\, V a' je
Booleova algebra pravé, kdyz rozklad p neobsahuje kvadraty (tj. v
Jjednoznaéném rozkladu p = q1 . .. q, na nerozlozitelné faktory jsou
vsechna g; po dvou riizna).
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Vzpomenme na definici usporadani jakozto reflexivni, antisymetrické
a tranzitivni relace < na mnoziné K. Takova relace obecné nerika o
kazdé dvojici a, b € K jestli je a < b nebo b < a (takové
usporadani se nazyva aplné usporadani nebo dobré usporadani).
Casto v nasem piipadé obecného usporadani hovorime také o
Castecném usporadani a mnozina (K, <) vybavena ¢astecnym
usporadanim se nazyva poset (z anglického , partial ordered set”).
Takové usporadani je zejména vzdy na mnoziné K = 2M vsech
podmnozin mnoziny M prostfednictvim inkluze podmnozin. Pomoci
nasi relace infima na K je miizeme definovat jako A C B prave,
kdyz AN B = A. Ekvivalentné, A C B pravé, kdyz Av B = B.
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Lemma

Je-li (K, A, V,") Booleova algebra, pak relace < definovana
vytahem A < B prave, kdyz AN B = A, je ¢astecné usporadani.
Navic plati

QO ANB<A

Q@ A<AVB

© jestlize A< C a zaroven B < C, pak také AV B< C

Q@ A< B pravé kdyz ANB' =0

Q@ 0<AaA<1 provsechny A€ K.

Vsimnéme si, Ze stejné jako v pfipadé algebry podmnozin je v
Booleovskych algebrach AA B = A pravé, kdyz je AV B = B.
Skutecné, je-li AN B = A, pak z absorpénich zakont plyne
AV B =(AAB)V B =B, anaopak.
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Vidéli jsme, ze kazda Booleova algebra zadava poset (K, <).
Zdaleka ne kazdy poset ovsem vznika takovymto zptisobem. Napf.
trivialni Eastecné usporadani, kdy A < A pro viechny A a viechny
dvojice riiznych prvki jsou nesrovnatelné, samozfejmé z Booleovy
algebry vzniknout nemize, pokud je v K vice nez jeden prvek
(vidéli jsme, ze nejvétsi a nejmensi prvek v Booleové algebre je totiz
srovnatelny s kazdym prvkem). Zkusme se zamyslet, do jaké miry
|ze z usporadani budovat operace A a V.

Pracujme s pevné zvolenym posetem (K, <). O prvku C € K
fekneme, ze je dolni zavorou pro néjakou mnozinu prvki L C K,
je-li C < A pro vsechny A € L. Prvek C € K je infimem mnoziny
L C K, jestlize je dolni zavorou a pro kazdou jinou dolni zavoru D
téze mnoziny plati D < C.
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Obdobné definujeme horni zavory a supremum podmnoziny L
zaménou < za > v poslednim odstavci.

Koneéné posety se prehledné zobrazuji pomoci orientovanych grafi.
Prvky K jsou pfedstavovany uzly a hranou jsou spojeny pravé prvky
v relaci s orientaci od vétsiho k mensimu. Hasseho diagram
posetu je zakresleni takového grafu v roviné tak, ze vétsi prvky jsou
zobrazeny vzdy vys nez mensi (a orientace hran je tedy dana takto
implicitné).

Definition

Svaz je poset (K, <), ve kterém kazda dvouprvkova mnozina
{A, B} ma supremum AV B a infimum AA B v K.
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Na svazu (K, <) tedy mame definovany binarni operace A a V a
pfimo z definice je zjevna asociativita a komutativita téchto operaci.
Snadno lze ale nakreslit Hasseho diagram svazu, ktery neni
distributivni.

Nyni mazeme snadno definovat Booleovskou algebru v jazyce
svazil: Booleovska algebra je distributivni svaz s nejvétsim prvkem 1
a nejmensim prvkem 0 takovy, ze v ném existuji ke vsem prvkim
komplementy.

Ovérili jsme jiz, ze v takovém pripadé komplementy jsou definovany
jednoznacné, takze je nasSe alternativni definice Booleovské algebry
korektni.

Vsimnéme si také, pri diskusi déliteléi daného &isla nebo polynomu p
jsme narazili na svazy D,, které jsou Booleovskou algebrou pravé
tehdy, kdyz rozklad p neobsahuje kvadraty.
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Pri diskusi vyrokové logiky jsme se potykali s problémem, co vlastné
jsou prvky pfislusné Booleovy algebry. Formalné vzato jsme je
definovali jako tfidy ekvivalentnich vyrokd. Jinak feceno, pracovali
jsme s hodnotovymi funkcemi pro vyroky s danym poctem
argumentd. Vibec jsme pritom nefesili obtizny problém, jak
rozpoznat stejné vyroky v tomto smyslu. Také jsme nefesili, jestli
vsechny formalné mozné hodnotové funkce (Z)" — Z; |ze zadat
pomoci zakladnich logickych operaci.

Zcela obdobné se mizeme tazat, jak poznat, zda dva systémy
pfepinacii maji stejnou funkci. Obdobné jako u vyrokd zde pro
systém s n prepinaci pracujeme s funkcemi (Z3)" — Zy a zjevné
existuje pravé 22" riiznych takovych prepinacich funkci. Na té&chto
funkcich umime pfirozenym zpiisobem zadat strukturu Booleovy
algebry (vyuzivame, ze hodnoty, tj. Z; jsou Booleovou algebrou).
Odpovime nyni na vyse uvedené otazky tak, ze pro libovolny prvek
obecné Booleovy algebry sestrojime jeho tzv. normalni
disjunktivni tvar, tj. napiSeme jej pomoci vybrané skupiny
nejjednodussich prvka a operace V.
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Prvek A € K nazveme atom v Booleové algebre K, jestlize pro
vsechny B € K plati AAB = A nebo AANB=0.

Jinak feceno, A je atom, kdyz pro viechny ostatni prvky B < A
implikuje B = 0 nebo B = A.

Booleova algebra funkci prepinacového systému s n prepinaci
A1,...,A, ma 2" atomi, které jsou tvaru AT* A --- N\ A%", kde bud’
A? = Aj nebo A7 = A'.
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Kazdy prvek B v kone¢né Booleové algebre (K, \,V,") Ize zapsat
Jjako supremum atomu

B=A1V---VA.

Tato formule je navic jednoznacna az na poradi atomdi.

Pro ditkaz budeme potfebovat tfi jednoducha tvrzeni:

Theorem

@ estlize jsou Y, X1,..., Xy atomy v K, pak Y < Xy V---V Xp
tehdy a jen tehdy, kdyz Y = X; pro néjaké i =1,... L.

@ Pro kazdy prvek Y # 0 v K existuje atom X, pro ktery je
X<Y.

@ Jestlize jsou Xi, ..., X, vsechny atomy v K, pak Y = 0 prave,
kdyz Y N X; =0 pro vsechny i = 1,...,r.
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Jak jsme jiz vidéli u mnoha matematickych struktur, o objektech se
dozvidame informace pomoci tzv. homomorfismi, tj. zobrazeni,
které zachovavaji pfislusné operace. V pfipadé Booleovskych
algeber definujeme podobné jako u okruhi:

Definition

Zobrazeni f : (K, A, V,") = (L, A, V,”) se nazyvda homomorfismus
Booleovskych algeber, jestlize pro vsechny A, B € K plati

Q@ f(ANB)=f(A)Af(B)

Q@ f(AVB)=f(A)VF(B)

Q f(A) =f(A).
Homomorfismus f je izomorfismus Booleovskych algeber, jestlize je
f bijektivni.
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Snadno se ovéri, ze bijektivnost f jiz zaruci, ze f~1 je opét
homomorfismem.

Z definice usporadani na Booleovych algebrach je ziejmé, ze kazdy
homomorfismus f : K — L bude také splhovat f(A) < f(B) pro
vsechny prvky A < B v K. To je defini¢ni vlastnost pro tzv.
izotonni zobrazeni neboli homomorfismy posetii.

Jakkoliv umime rekonstruovat operace suprema a infima z
usporadani, pokud toto vzniklo z Booleovy algebry, neni pravda, ze
by kazdy homomorfismus posetii byl automaticky homomorfismem
prislusnych algeber. Zkuste si najit pfiklad (staci vkladat algebru se
dvéma atomy do algebry s alespon Etyfmi atomy)!

Kazda konecna Booleova algebra je izomorfni Booleové algebre
K =2M, kde M je mnozina atomii v K.
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