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0 Vorwort

Viele Probleme von grofler praktischer Bedeutung erweisen sich als NP-hart,
das heif3t, fiir sie sind keine effizienten Algorithmen bekannt. In der Praxis
wird zu ihrer Losung daher meist auf heuristische Verfahren zuriickgegriffen,
die zwar oftmals ausreichend gute Laufzeiten bzw. Losungen liefern, aber lei-
der meist schwer durchschaubar sind und keine garantierten Aussagen iiber
ihre Leistungsgiite erlauben. Ein moéglicher Ausweg aus dem ,,Dilemma der
NP-Hérte“ kann in der Betrachtung von ,,parametrisierter Komplexitéat®
bestehen: Bei vielen NP-harten Problemen 148t sich die scheinbar inhéren-
te , kombinatorische Explosion® auf einen kleinen Teil der Eingabe, einen
sogenannten Parameter beschrinken. Dies fithrt zu dem Konzept der para-
metrisierten Algorithmen, welche eine sinnvolle Alternative zu heuristischen
Methoden darstellen kénnen. In der Vorlesung werden die Méglichkeiten und
Grenzen parametrisierter Algorithmen aufgezeigt.

Das Schwergewicht der Vorlesung liegt auf grundlegenden Methoden zur
Entwicklung effizienter, parametrisierter Algorithmen. Diese werden an wich-
tigen Beispielen erldutert. Abgerundet wird diese Einfiihrung in die Welt der
parametrisierten Algorithmen mit einer kurzen Darstellung einer parametri-
sierten Komplexititstheorie.

Die Hauptquelle zu dieser Vorlesung ist die jiingst erschienene Monographie
von Downey and Fellows [12]. Es werden aber noch einige andere Ubersichts-
artikel [13, 20, 24] und Forschungspapiere herangezogen — die spezifischen
Referenzen werden an den entsprechenden Textstellen gegeben und finden
sich im Literaturverzeichnis am Ende des Skripts.

Zuletzt sein noch darauf verwiesen, dafl der englischsprachige Fachbegriff
genauer ,,fixed parameter algorithm® lautet. Dieser wurde hier nur kurz mit
,parametrisierter Algorithmus* iibersetzt.

Fiir diese Vorlesung setzen wir elementare Vorkenntnisse aus dem Grund-
studium voraus. So nehmen wir Begriffe wie Laufzeit eines Algorithmus,
Turingmaschine, O-Notation oder einfache graphentheoretische Notationen
als bekannt an. Informationen zu diesen Themengebieten, welche eng mit
den hier behandelten Sachverhalten in Verbindung stehen, finden sich z.B.
in den Lehrbiichern [9, 18, 23].



1 Ein einfiihrendes Beispiel: Vertex Cover

Als einfiithrendes Beispiel stellen wir ein aus der Graphentheorie bekanntes
Problem vor, das sog. Vertex Cover (deutsch: Knoteniiberdeckungsproblem).
Dieses Problem ist auch unter dem Namen Node Cover bekannt. Wir werden
im Verlauf der Vorlesung mehrfach auf dieses Beispiel zuriickgreifen.

Beispiel 1.1. Gegeben: Ein ungerichteter Graph G = (V| E), wobei wie
iiblich V' die Knotenmenge und E die Kantenmenge bezeichnet, und eine
natiirliche Zahl k.

Frage: Gibt es eine Teilmenge C' C V' der Michtigkeit |C| < k derart, dafl
jede Kante aus F mindestens einen Endpunkt in C' hat?

In Abbildung 1 sind zwei Vertex Cover der Gréfle k = 4 fiir einen vorgegebe-
nen ungerichteten Graphen dargestellt. Man erkennt, daf eine solche Kno-
teniiberdeckung zu festem k im allgemeinen nicht eindeutig zu sein braucht.
Fiir den gegebenen Graphen iiberpriift man leicht, dafl kein Vertex Cover
der Grofle 3 existiert.

Q Vertex Cover 1: k =4

Vertex Cover 2: k =4

Abbildung 1: Vertex Cover fiir einen ungerichteten Graphen

Wir halten einige wichtige Anmerkungen zu Vertex Cover fest:

e Vertex Cover ist NP-vollstindig. Historisch gesehen, ist Vertex Cover
sogar eines der allerersten als NP-vollstdndig nachgewiesenen Proble-
me (vgl. [15]).

e Vertex Cover ist relevant in der Praxis, z.B. in der algorithmischen
Biologie zur Behandlung von sog. Konfliktgraphen!.

!Siehe  hierzu etwa das DARWIN-Projekt der ETH Zirich unter
http://cbrg.inf.ethz.ch/VertexCover.html



e Vielfach wird Vertex Cover also mit heuristischen Verfahren gelost.

Wenden wir uns nun der algorithmischen Seite des Problems zu. Zunéchst
stellen wir zwei verschiedene Polynomzeit-Approximationsalgorithmen fir
Vertex Cover vor.

1.Versuch: ,,Greedy*“-Heuristik:

starte mit C' := 0;

while (es gibt noch Kanten in G) do
Nimm den Knoten mit gréfiter Anzahl von Nachbarn,
fiige ihn zu C hinzu und 16sche ihn zusammen
mit seinen anliegenden Kanten aus G

Hierbei handelt es sich um keinen guten Approximationsalgorithmus:

Aufgabe 1.2. Konstruiere einen Graphen, der unter obigem Algorithmus
eine Losung C besitzt, welche Inn mal so gro8 ist, wie das Optimum (n =
Anzahl der Knoten).

2.Versuch: “Trivialer Ansatz”:

starte mit C := ();
while (es gibt noch Kanten in G) do
Nimm irgendeine Kante {u, v},
fiige sowohl u als auch v zu C hinzu und
16sche beide aus G zusammen mit den anliegenden Kanten

Lemma 1.3. Obiger Algorithmus (, Trivialer Ansatz“) liefert ein Vertex
Cover, welches schlimmstenfalls doppelt so grof ist wie das optimale Vertex
Cover. (kurz: Obiger Algorithmus liefert eine Faktor-2-Approximation.)

Beweis.
Beobachtung: Nach Ablauf des Algorithmus enthélt C' genau %|C’ | Kanten
aus GG, von denen keine zwei einen gemeinsamen Knoten haben.

Es gilt: Jedes Vertex Cover, insbesondere auch das optimale, mufl mindestens
einen Knoten von jeder dieser Kanten beinhalten.

Mit obiger Beobachtung mufl das Optimum also mindestens %\C | Knoten
beinhalten, also liefert der vorgestellte Algorithmus eine Faktor-2-Approxi-
mation. O

Bemerkung 1.4. e Obiger Algorithmus ist im wesentlichen der beste
bekannte Approximationsalgorithmus fiir Vertex Cover. Es geht ledig-
lich asymptotisch besser: Nach einem Ergebnis von Monien/Specken-
meyer [19] und Bar-Yehuda/Even [4] existiert eine Approximation mit

Faktor (2 - M)
2logn |



e Nach einem Ergebnis von Hastad [16] kann es keinen besseren Appro-
ximationsalgorithmus als einen solchen mit Faktor 1.1666, es sei denn
P=NP.

Zuletzt geben wir einen einfachen, parametrisierten Algorithmus fiir Vertex
Cover an:

Tiefenbeschrinkter Suchbaum:

1. Konstruiere einen vollsténdigen Bindrbaum der Tiefe k.
2. Markiere den Wurzelknoten mit (G, 0).

3. Die restlichen Baumknoten werden rekursiv wie folgt markiert:
Sei (H, S) ein markierter Baumknoten mit zwei unmarkierten Kindern.
Wihle irgendeine Kante {u,v} aus der Kantenmenge von H.

(a) Markiere das linke Kind mit (H — u, S U {u}).?
(b) Markiere das rechte Kind mit (H — v, S U {v}).

4. if Es gibt einen Baumknoten mit Markierung ((l;ere;le)i, S
then S’ ist ein Vertex Cover der Grofie < k

else Es existiert kein Vertex Cover der Grofle < k in G.

Die Korrektheit des Algorithmus ist sofort einsichtig. Beachte hierzu, dafl
— wie wir dies schon bei unserem 2. Approximationsalgorithmus festgestellt
hatten — von jeder Kante in G mindestens ein Endpunkt im Vertex Cover
liegen mu$.

Dieser Algorithmus hat die Laufzeit
o@2"-1a)),

wo 2F der Baumgrifle entspricht und pro Baumknoten der Graph im we-
sentlichen einmal durchlaufen werden muf. Der Faktor |G| bezeichne dabei
die Graphgrofie.

Zentrale Beobachtung;:
Ist k ,klein“ im Vergleich zur Eingabegrofie n, so ist obiger Algorithmus
effizient .

Bemerkung 1.5. e Oftmals ist die Annahme eines im Vergleich zur
Eingabegrofle n kleinen Parameters k sehr natiirlich, so z.B. bei der
Vertex Cover Anwendung in der algorithmischen Biologie.

e Fir k£ = O(logn) liefert obige Suchbaummethode einen Polynomzeit-
algorithmus, ist also Vertex Cover in der Komplexitatsklasse P.

2Unter der Kurzschreibweise H — u verstehen wir das Loschen des Knoten u und aller
anliegenden Kanten aus H.



2 Standortbestimmung

In vielen Anwendungsfillen hat es den Anschein, die Welt sei voll von

,hartnickigen Problemen® (NP-harten Problemen). Ungeachtet ihrer Schwie-
rigkeit miissen diese Probleme in der Praxis jedoch gelost werden. Als Bei-

spiel hatten wir bereits das Problem Vertex Cover kennengelernt, fiir welches

es wegen seiner NP-Vollsténdigkeit im allgemeinen (worst case) wohl keinen

effizienten Algorithmus geben kann.

Wir wollen in diesem Abschnitt der Frage nachgehen, welche Auswege man
finden kann, um das oben angefiihrte Dilemma zu umgehen.

2.1 Ansitze zur Behandlung komplexitéitstheoretisch harter
Probleme

In diesem Abschnitt stellen wir die gegenwiéirtig bekannten Ansétze zur Be-
handlung kombinatorisch schwieriger Probleme vor und geben eine kurze,
vergleichende Bewertung.

2.1.1 Average Case- statt Worst Case-Analyse

Cantus firmus: ,,In der Praxis interessieren oft die durchschnittlichen Lauf-
zeiten mehr als die schlimmst moglich auftretenden.“

Die Laufzeit eines Algorithmus soll also in irgendeiner Form iiber alle Ein-
gabeveteilungen ,,gemittelt* werden.

Probleme:

e Was ist eine realistische Eingabeverteilung?

e Selbst fiir einfachste Algorithmen und Verteilungen ist die Average
Case-Analyse in der Regel mathematisch sehr schwierig. In der Lite-
ratur sind — mit einigen wenigen Ausnahmen — fiir einen solchen
Ansatz recht wenig Ergebnisse und Methoden bekannt.

e Ein Problem kann auch im Average Case hart bleiben...
2.1.2 Approximation

Cantus firmus: ,,Sei weniger anspruchsvoll und sei auch mit nicht-optimalen
Losungen zufrieden.“



Dieser Ansatz gilt als der (zumindest von den Theoretikern) am meisten fa-
vorisierte Zugang. Dies spiegelt sich in einer sehr grofien Anzahl von Veroffent-
lichungen wider.

Probleme:

e Viele der Probleme erweisen sich als hart zu approximieren: Im Fall
von Vertex Cover hat der beste bekannte Approximationsalgorithmus
Faktor 2 (vgl. Kapitel 1). Es gibt aber auch Probleme, die nur weitaus
schlechtere Faktoren zulassen. Als Beispiel sei Cligue genannt. Hier
ist ein Approximationsalgorithmus mit Faktor O((log‘\L\/DQ) bekannt,
dabei ist V die Knotenmenge des Eingabegraphen. Als untere Schranke
wurde bereits nachgewiesen, dafl kein besserer Approximations-Faktor
als \V]%_a fiir jedes € > 0 gefunden werden kann (vgl. [11]).

e Der Ansatz macht nur Sinn bei Optimierungsproblemen, nicht aber
bei ,reinen“ Entscheidungsproblemen wie das Erfiillbarkeitsproblem
aussagenlogischer Formeln (Sat), etc.

2.1.3 Randomisierte Algorithmen

Cantus firmus: ,, Vertraue auf den Zufall, sei auch mit Ergebnissen zufrie-
den, die nur mit hoher Wahrscheinlichkeit korrekt sind oder nur mit hoher
Wahrscheinlichkeit in kurzer Laufzeit zu erzielen sind.*“

Dieser Ansatz findet in vielen Bereichen Anwendungen: Kryptographie (Prim-
zahltests), algorithmische Geometrie, Pattern Matching (Mustererkennung),
etc.

Randomisierte Algorithmen® sind oftmals sehr einfach zu implementieren,
meist gar deutlich einfacher als die entsprechenden deterministischen Algo-
rithmen. Auflerdem ist bereits eine Vielzahl von Techniken und Methoden
gut bekannt.

Probleme:
e _Wahrscheinlich“ taugt die Randomisierung nicht, um NP-harte Pro-

bleme in Polynomzeit zu 16sen. (Fiir Eingeweihte: Komplexitétstheo-
retisch vermutet man P = BPP.)

e Viele randomisierte Algorithmen lassen sich zu deterministischen Al-
gorithmen ,,derandomisieren®.

3Man vergleiche hierzu das Vorlesungsskript zur gleichnamigen Vorlesung. Dieses kann
bezogen werden unter: http://www-£fs.informatik.uni-tuebingen.de/~niedermr



2.1.4 Heuristische Verfahren

Cantus firmus: ,,Die in der Praxis auftretenden Probleme sind meist nicht
so hart wie sie sein kénnten und in der Regel klappt’s, diese effizient zu losen
— aber wir garantieren fiir nichts.

Unter diesem Ansatz, den man als die Methode der Praktiker bezeichnen
darf, verstehen wir Verfahren wie etwa: Simulated Annealing, Genetische
Algorithmen, Neuronale Netze, Kiinstliche Intelligenz, Tabu Search, Branch
& Bound, etc.

Problem: In der Regel lassen sich keine ,,stichhaltigen®, mathematisch be-
weisbaren Aussagen {iber die Leistung solcher Algorithmen treffen.

Viele parametrisierte Algorithmen taugen auch als Heuristiken oder sind
zumindest als Subroutinen von heuristischen Verfahren einsetzbar. Es ist
denkbar, dafl sich iiber parametrisierte Algorithmen sogar ein systematischer
Zugang zur Entwicklung von heuristischen Verfahren ergibt. Dies ist ein
neuer Forschungstrend.

2.1.5 Neue Berechnungsmodelle

“

DNA-Computer: ,Rechnen mit molekularer ‘brute force’
Quantum-Computer: ,,Parallelisierung dank quantenmechanischer Effek-
te.«

Probleme:

e Praktische Implementierung noch in weiter Ferne.

e Es ist unklar, ob solche Ansitze allgemein anwendbar, oder nur auf
spezielle Probleme zugeschnitten sind.

2.1.6 Parametrisierte Algorithmen

Cantus firmus: ,,Nicht alle Formen von ‘Hérte’ sind gleich geschaffen.

Idee: Beschrianke die bei NP-harten Problemen scheinbar inhérente kom-
binatorische Explosion auf den Parameter. Der O(2¥ - n)-Algorithmus fiir
Vertex Cover zeigt, daf die exponentielle Explosion beziiglich dem Parame-
ter k£ und nicht beziiglich der Eingabegrofie n auftritt. Man kann sich diesen
Sachverhalt durch das Bild in Abbildung 2 versinnbildlichen.

Probleme werden wir im Rahmen der Vorlesung kennenlernen....
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Abbildung 2: Kombinatorische Explosion NP-harter Probleme auf Parame-
ter k beschriankt statt auf ganze Eingabegrofie n = | X| einwirkend.

2.2 Aspekte der Parametrisierung

In diesem Abschnitt lernen wir einige grundlegende Prinzipien und Beob-
achtungen kennen, die die Betrachtung parametrisierter Komplexitat moti-
vieren.

2.2.1 Laufzeit-Argumente

Wir geben einen kurzen Vergleich zwischen exponentiellen und polynomiel-
len Laufzeiten. Unsere Angaben stiitzen sich auf Annahme einer Eingabe-
groBe n = 50 und einen Rechner, welcher mit 10 Operationen pro Sekunde
arbeitet.

Polynomiell Exponentiell
Komplexitit | Laufzeit || Komplexitét Laufzeit

n? 25 psec 1.5" 6 min

n? 1 min 2n 130 Tage

nd 3 sec 3" 230 - 10% Jahre

Leider sind fiir NP-harte Probleme bestenfalls Algorithmen mit exponenti-
eller Laufzeit bekannt.

Im folgenden werden wir 3 parametrisierte Probleme (aus der Graphentheo-
rie) kennenlernen und uns die Frage stellen, ob diese , effiziente* parametri-
sierte Algorithmen zulassen.

Gegeben sei stets ein Graph G = (V, E') und ein Parameter k£ € N.

Problem 1: Vertex Cover
Gibt es ein S C V mit |S| < k, so daf jede Kante aus F mindestens einen
Endpunkt in S besitzt.
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Problem 2: Independent Set
Gibt es ein S C V mit |S| > k, so dal keine 2 Knoten in S in G benachbart
sind.

Problem 3: Dominating Set
Gibt es ein S C V mit |S| < k, so daB jeder Knoten in V' mindestens einen
Nachbarn in S besitzt.

Beispiele: siehe Abbildung 3.

Vertex Cover k = 6. Independent Set k = 4. Dominating Set k& = 3.

Abbildung 3: Beispiele fiir Vertex Cover, Independent Set und Dominating
Set. Moglichkeiten fiir die entsprechend gesuchten Mengen sind jeweils ein-
gekreist.

Der ,,Brute-Force“-Ansatz zur Losung aller 3 Probleme:
,Probiere alle Teilmengen S der Grofle k durch.*

Da es genau (}) solche Teilmengen gibt (wobei n = |V]), kénnen wir mit
geeigneten Datenstrukturen auf diese Weise einen Algorithmus mit Laufzeit
O(n**1) angeben. Hier wurde (}) &~ O(n"*) verwendet.

Wie wir gesehen haben (siehe Kapitel 1), konnen wir fiir Vertex Cover auch
einen O(2* - n)-Algorithmus angeben.

Wir vergleichen die Laufzeiten des O(n**+1)-“Brute Force“-Algorithmus mit

dem O(2%-n)-Algorithmus fiir Vertex Cover, indem wir uns fiir verschiedene

nk+1

i, ansehen:

Werte von n und k& den Quotienten

| n=50 | n=150
2 625 5625
5 390625 | 31640625
=20 | 1.8-10% | 2.1-10%

k
k
k
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Bemerkung 2.1. Im Gegensatz zu Vertex Cover sind fiir Independent Set
und Dominating Set im wesentlichen keine besseren Ansétze als oben ge-
nannte ,,Brute-Force“-Verfahren bekannt.

Fazit 2.2. Nicht alle ,,parametrisierten Probleme“ besitzen effiziente para-
metrisierte Algorithmen.

Wir suchen also nach Algorithmen, die moglichst kleine, ausschliefSlich auf
k beschriankte exponentielle Laufzeitkomponente haben.

Fiir Vertex Cover klappt dies — wie bereits gesehen — sehr gut: Uns ist
bereits ein O(2* - n)-Algorithmus bekannt. Die Laufzeit 1:8t sich fiir dieses
Problem sogar auf O(1.292" - n) reduzieren [22]*. AbschlieBend ein kleiner
Vergleich von 2* und 1.292%, durch Berechnung des Quotienten
1.548" fiir verschiedene Werte von k:

2k
1.2928 =

k=2 ~9
k=10 | =~ 80
k=20 | ~ 6240

k=40 | ~ 3.9-107
k=80 | ~ 1.5-10%

Fazit 2.3. Selbst vermeintlich kleine Anderungen in der exponentiellen Ba-
sis eines parametrisierten Algorithmus kénnen einen riesigen Effizienzgewinn
bewirken.

2.2.2 Parametrisierte Algorithmen — eine Normalitét?

Parameter (beschrankter Grofle) treten in natiirlicher Weise in vielen An-
wendungsgebieten auf, z.B.:

VLSI-Entwurf: z.B. entspricht bei Problemen, die beim Layout in
der Chip-Produktion auftreten, k etwa der beschrankten Anzahl von
Verdrahtungsschichten. Typische Werte hierfiir sind £ < 30.

Netzwerk-Probleme: z.B. optimale Positionierung einer , kleinen*
Anzahl von Einrichtungen in einem grofien Netzwerk.

*Jiingst weiter verbessert zu O(1.271% - n) [8].
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Logik- und Datenbank-Probleme: z.B. Eingabe, bestehend aus
einer Formel (klein) und einer anderen, groflen Struktur (etwa einer
Datenbank).

Robotik: z.B. beschrinkte Anzahl von Freiheitsgraden (typischerwei-
se k < 10) bei komplexen Bewegungs-/Routen-Planungen.

Kiinstliche Intelligenz: z.B. Planungsprobleme.

Algorithmische Biologie: z.B. Untersuchung/Vergleich von DNA-
Sequenzen der Linge n fiir k£ Spezien.

Oftmals sind die Parameter auch in den tatséchlich auftretenden Problemen
,versteckt® und auf den ersten Blick nicht offenkundig. Als Beispiel hierfiir
sollen uns wieder einige Probleme der Graphentheorie dienen. Es folgt ein
kleiner Exkurs zu speziellen ,, Weite-Metriken“ fiir Graphen.

Definition 2.4. Sei G = (V, E) ein Graph.
(i) Eine Baumzerlegung von G ist ein Paar < {X; | i € I},T >, wobei
X; CV und T ein Baum mit Knotenmenge aus [ ist, so daf} gilt:

o Ut Xi =V,
e V Kanten {u,v} € F3iecl: uweX; und v € X;,

e Vi, j,k € I: Falls j auf dem Pfad zwischen ¢ und k in T liegt, so
gilt X; N X C Xj.

Die Weite einer Baumzerlegung < {X; | i € I},T > ist definiert als
maxi€1{|XZ-| — 1}

(ii) Die Baumweite w(G) von G ist der minimale Wert &, so dafl G eine
Baumzerlegung der Weite k besitzt.

Beispiel 2.5. Beispiele fiir die Bestimmung von Baumweiten finden sich in
den Abbildungen 4 und 5.

Aufgabe 2.6. Es sei G = (V, E) ein Graph.

1. Zeige, daf fiir eine Clique C' der Grofle k stets gilt: w(C) =k — 1.

2. Sei < {X; |i€I},T > eine Baumzerlegung von G, dann zeige:

14



A

Graph G, Graph Go Graph G3
Baumzerlegung fiir G;: Baumzerlegung fiir G:
Versuch fir Go:
{CL, b} {CL, b, C, d}

a,b
N w(Gy) = 3
{a,c} {b, c} {a,c}

w(Gh) =1 aber: {b,c} N{a,c} ¢ {a,b}

also: Baumzerlegung fiir Gs:

{a,b,c}

Abbildung 4: Baumzerlegungen fiir einfache Graphen

(a) Fiir u € V bildet die Menge aller Baumknoten ¢ € I mit der
Eigenschaft u € X; einen Teilbaum von T

(b) Es sei C eine Clique in G. Dann existiert ein ¢ € I mit C C X;.

3. Mit (1) und (2) zeige: Fiir die Baumweite w(G) von G gilt die Ab-
schatzung:

min {|C| — 1: C ist eine Clique in G} < w(G) < |V].

Eine Reihe von Anwendungsbeispielen bringt einen versteckten Parameter k
in Form einer implizit gegebenen, beschrankten Baumweite mit sich:

e Es wurde gezeigt [28], daB fiir ,,strukturierte imperative Programme*
der Kontrollflulgraph Baumweite < 10 hat. Damit ist das Register-
Zuordnungsproblem fiir solche Graphen (kleines k) mit parametrisier-
ten Algorithmen losbar.
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Baumzerlegung fiir G4

{b,c,d}
T
{a,b,d} {b,d, e}

{d,e,h}

N

{e,g,h} {h,1}

{e, f, 9}

Abbildung 5: Baumzerlegung fiir einen komplizierteren Graphen

e Es wurde vorgeschlagen, daf die syntaktische Struktur von natiirlichen
Sprachen mit Abh#ngigkeitsgraphen der Pfadweite < 10 modelliert
werden kann. (Die Pfadweite ist ein Spezialfall der Baumweite.)

e In der Logikprogrammierung haben die logischen Formeln, welche in
natiirlichen Programmen vorkommen, eine kleine, beschréinkte Tiefe
von Let-Anweisungen. Damit ergibt sich eine Vereinfachung der Ty-
peninferenz, obwohl es sich hier i.allg. um ein vollstéindiges Problem
fiir deterministische Exponentialzeit handelt.

e Abschlieflend zur Motivation noch ein ,,Meta-Argument*: In der Praxis
betrachtete Probleme kommen von Menschen, und die Beschrinkung
des menschlichen Geistes impliziert auch oft kleine Parameter, die in
den Problemen wieder auftauchen...
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3 Grundlegende Definitionen

Wir erinnern zunéchst an einige grundlegende Definitionen aus der Komple-
xitétstheorie.

P: Klasse von Entscheidungsproblemen, die in polynomieller Laufzeit von
einer deterministischen Turingmaschine erkannt werden kénnen.

Beispiel 3.1. Beispiele fiir Probleme, welche deterministisch in polynomi-
eller Zeit gelost werden kénnen:
- Sortieren: O(nlogn).
- Erkennung kontextfreier Sprachen mittels des CYK-Algorithmus: O(n?).
- Matrixmultiplikation fiir n x n-Matrizen mittels Standardmethode:
O(n?).
NP: Klasse von Entscheidungsproblemen, die in polynomieller Laufzeit von
einer nichtdeterministischen Turingmaschine erkannt werden kénnen.
Beispiel 3.2. Beispiele fiir Probleme, welche nichtdeterministisch in poly-

nomieller Zeit gelost werden kénnen:

- Alle Probleme aus P, da P C NP.

Erfiillbarkeitsproblem fiir aussagenlogische Formeln in konjunktiver
Normalform, kurz Sat.

Vertex Cover.

- Dominating Set.

NP-vollstindige Probleme: Diejenigen Probleme in NP, fiir die gilt, dafl
jedes andere Problem in NP auf sie mittels eines deterministischen Poly-
nomzeitalgorithmus reduziert werden kann:

Sei A ein NP-vollstindiges Problem und L ein beliebiges anderes Problem
aus NP. Dann gilt:
L <, A,

d.h. es existiert eine in deterministischer Polynomzeit berechenbare Funktion
f 3% — X% so daB fir alle x € X* gilt:

rel < f(x)e A

Dabei ist X ein Eingabealphabet und f wird die Reduktionsfunktion genannt.
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Beispiel 3.3. Es gilt: Vertex Cover <, Independent Set (und umgekehrt).
Die Reduktionsfunktion ist im wesentlichen gegeben durch f((G,k)) :=
(Gyn — k), wo G den Graphen G = (V, E) bezeichne mit n = |V]|.

NP-harte Probleme: Wie NP-vollstandige Probleme, nur dafl nicht gefordert
wird, dafl das Problem selbst in NP liegen muf.

Beispiel 3.4. - NP-vollstandig: Sat, Vertex Cover, Dominating Set,...

- NP-hart: Sat, Vertex Cover, Dominating Set, ...
aber auch ,hirtere“ Probleme wie QBF, Quantified Boolean Formula
(Gegeben: Eine ,quantifizierte boolesche Formel“, d.i. eine aussagen-
logische Formel, in welcher auch der Allquantor ,,V¢ und der Existenz-
quantor ,,3“ vorkommen koénnen. Frage: Ist diese quantifizierte Boole-
sche Formel ,,wahr“?) QBF ist PSPACE-vollstindig, und deshalb wohl
Lhérter® als NP-vollstindige Probleme.

Wir kehren nun zu den parametrisierten Problemen zuriick. Sei im folgenden
3} ein Eingabealphabet konstanter Grofle.

Definition 3.5. Ein parametrisiertes Problem ist eine Sprache L C ¥* x ¥*.
Falls < x,k >€ L, so nennen wir k den Parameter.

Ublicherweise betrachten wir parametrisierte Probleme speziell als Unter-
menge von %% x N.

Beispiel 3.6. Wir geben eine Reihe von Beispielen fiir derartige Problem-
stellungen.

e Vertex Cover, Independent Set, Dominating Set (zu deren De-
finition siehe Abschnitt 2.2.1).

e Clique:

Gegeben: Ein ungerichteter Graph G = (V, E) und k € N.

Frage: Existiert V' C V mit |V’| > k, so dal V' einen vollsténdi-
gen Teilgraphen in G bildet, d.h. jeder Knoten in V’ ist mit jedem
anderen Knoten in V' verbunden.

e MaxSat:

Gegeben: Eine aussagenlogische Formel F' in konjunktiver Nor-
malform und £ € N.
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Frage: Existiert eine Belegung, so dafl mindestens [ ] + k Klau-
seln wahr sind, wobei m die Anzahl aller Klauseln in F ist? (Be-
merkung: Es ist trivial, eine Belegung zu finden, die mindestens
[%] Klauseln erfiillt: Wihle hierzu eine beliebige, zuféllige Be-
legung, dann erfiillt entweder diese, oder ihre Komplementbele-
gung® die genannte Voraussetzung.)

e Weighted ¢CNF Sat:

Gegeben: Eine aussagenlogische Formel F' in konjunktiver Nor-
malform mit hdchstens ¢ Literalen per Klausel und k € N.

Frage: Hat F eine erfiillende Belegung vom Gewicht &, d.h., eine
erfiillende Belegung, bei der genau k Variablen mit ,,wahr“ belegt
werden?

e Short NTM computation:

Gegeben: Eine nichtdeterministische Turingmaschine M, ein Ein-
gabewort z fiir M und k € N.

Frage: Kann M bei Eingabe x eine Endkonfiguration nach hchs-
tens k Schritten erreichen?

Die zentrale Frage, die wir uns stellen, lautet:
Welche dieser Probleme konnen fiir , kleines“ k , effizient* gelost werden?

Definition 3.7. Ein parametrisiertes Problem L heif3t fized parameter trac-
table, wenn in Laufzeit f(k)n® festgestellt werden kann, ob (z, k) € L. Dabei
seien n := |z|, ¢ eine Konstante unabhéngig von sowohl n als auch k&, und
f: N — R eine beliebige Funktion.

Die Familie aller fixed parameter tractable parametrisierten Probleme be-
zeichnen wir mit FPT.

Wie bereits gezeigt, ist Vertex Cover in FPT.

Bemerkung 3.8. e Downey und Fellows unterscheiden in ihrem Buch
die Begriffe uniform, streng uniform und nicht-uniform fized parameter
tractable, je nachdem ob man z.B. von der Funktion f Berechenbar-
keit verlangt, bzw. ob fiir jedes k ein anderer Algorithmus zugelassen
werden darf. Wir sind hier nur an dem einfachsten Fall interessiert,
d.h. ein Algorithmus fiir £ und f in der Regel berechenbar.

SDarunter versteht man jene Belegung, die gegeniiber der urspriinglichen Belegung die
Variablenwerte 0 und 1 vertauscht.
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e Die Praxisrelevanz von FPT steht und fallt mit der Giite der gefun-
denen Funktion f; aus konzeptionellen Griinden wird i.a. aber f als
beliebig wachsende Funktion zugelassen, also wére z.B. auch

Fky =22

(oder noch ,,schlimmeres“ Wachstum) erlaubt.
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4 Grundlegende Methoden

Wir lernen nun ein paar Grundtechniken zur Entwicklung parametrisierter
Algorithmen kennen.

4.1 Reduktion auf den Problemkern

Grundidee: Reduziere gegebene Probleminstanz Z auf eine ,dquivalente®
Instanz 7', so dafl die Gréfie von Z” allein durch eine Funktion in Abhéingig-
keit von dem Parameter k beschrinkt werden kann. (Danach kann dann in
T’ etwa die Methode der ,erschépfenden Suche* angewandt werden.)

Beispiel 1: Vertex Cover

Der Algorithmus von Buss

Eingabe: Ungerichteter Graph G = (V, E) und k € N.
Ausgabe: Vertex Cover (VC) der Grofie < k, falls ein solches existiert.

1. H := {Knoten in G mit mehr als k¥ Nachbarn};
if (|H| > k) then
A VC der Grofle < k; exit
else begin
Losche alle Knoten in H
(zusammen mit ihren inzidenten Kanten) aus G;

K :=k—|H|
Losche alle isolierten Knoten, d.h. Knoten ohne Nachbarn;
end;

2. if (resultierender Graph hat mehr als k - £’ Kanten) then
# VC der Grofle < k; exit;

3. Durchsuche den verbleibenden Graphen nach einem VC
der Grofe &/, z.B. mit Hilfe des in Kapitel 1
beschriebenen, tiefenbeschrinkten Suchbaums.

Die zentrale Idee zum Beweis der Korrektheit ist die Feststellung, dafl ein
Knoten vom Grad > k stets ein Teil des VC der Grole < k sein muf. In
Schritt 1 werden all diese Knoten ins VC aufgenommen und es verbleiben
k" Knoten, die noch zum gesuchten VC hinzugenommen werden diirfen.
Diese konnen im verbleibenden Graphen in Schritt 2 allerdings maximal
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Grad k besitzen. Es kénnen mit den verbleibenden &’ Knoten also maximal
k - k' Kanten abgedeckt werden. Wird Schritt 3 erreicht, so liegt ein Graph
zugrunde, welcher maximal k - &' < k? Kanten besitzt.

Hieraus ergibt sich auch die Zeitkomplexitit
O(kn + 2¥k?),

wobei n := |V|. Der erste Term entspricht dabei der Zeitkomplexitit der
Schritte 1 und 2. Bei der Wahl geeigneter Datenstrukturen kénnen diese in
O(kn) Schritten ausgefiihrt werden. Der zweite Term entspricht der Komple-
xitét unseres Suchbaum-Algorithmus aus Kapitel 1 zur Suche eines VC der
Grofle k' < k, angewandt auf den verbleibenden Restgraphen mit maximal
k? Kanten.

Wir fassen zusammen:
Satz 4.1. Vertex Cover kann in Zeit O(kn + 2Fk?) geldst werden.

Bemerkung 4.2. e Entscheidende Verbesserungen in der Zeitkomple-
xitat von Vertex Cover wurden durch die Verkleinerung der Suchbaum-
grofle (in obigem Schritt 3) erreicht (vgl. hierzu [3, 8, 13, 22, 27]).

e Obwohl die Reduktion auf den Problemkern iiblicherweise S. Buss [6]
zugeschrieben wird, finden sich im wesentlichen gleiche Ideen schon in
fritheren Arbeiten aus dem Bereich des VLSI-Designs, z.B. [14].

Beispiel 2: Hitting Set fiir Mengen der Gréfie 3 (3HS)

Das Problem 3HS ist wie folgt gegeben.

Gegeben: Eine Menge C' von dreielementigen Teilmengen einer Menge S
und ein k£ € N.

Frage: Enthilt S eine , Hitting Set“ fiir C' der Grofle hochstens k, d.h.
35" C S, |5 <k, so daBB S" mindestens ein Element aus jeder der Mengen
in C enthalt?

Beachte, dafl 2HS genau dem uns bekannten Vertex Cover (VC) entspricht,
in diesem Sinn also 3HS eine Erweiterung von VC ist, wo wir uns die ,, Kan-
ten“ als Verbindung von jeweils 3 ,,Knoten“ vorstellen kénnen (Stichwort
wHypergraph®). Wie VC ist auch 3HS NP-vollsténdig (vgl. [15]).

Soll es ein S’ der Grofle hochstens k geben, so gelten folgende Beobachtun-
gen:
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1. Fiir festes z,y € S gibt es hochstens &k Mengen der ,,Form* {z,y, x}
(wo * ein beliebiges Element bezeichnet). In der Tat, gébe es mehr als
k Moglichkeiten fiir *, so muf8 x oder y in S’ sein und damit kénnten
alle Mengen der Form {z,y,*} aus C entfernt werden.

2. Fiir festes * € S gibt es hochstens k?> Mengen der Form {w,*,*},
denn: Dank Punkt 1. wissen wir, dafl z zusammen mit einem anderen
Element y in hochstens & Mengen vorkommen kann. Gédbe es mehr
als k> Mengen, die = beinhalten, so miifite wegen |S’| < k folglich
x € S’ gelten. Damit kénnten dann alle Mengen der Form {z, , *} aus
C' entfernt werden.

3. Aus 2. folgt insbesondere, da jedes Element z in hochstens k2 drei-
elementigen Mengen auftreten kann. Daraus folgt wegen |S’| < k, dafl
C aus hochstens k - k2 = k3 dreielementigen Mengen bestehen kann.
Der Problemkern hat also die Groe k3.

Wir fassen wiederum zusammen:

Lemma 4.3. 3HS besitzt einen Problemkern der Gréfie O(k3). Dieser kann
in Zeit linear in der Eingabegrifie gefunden werden.

Beweis.

Die Grofle des Problemkerns wurde mit obigen Beobachtungen bereits nach-
gewiesen. Es bleibt also die Zeitschranke zu zeigen: Man iiberlegt sich leicht,
daB man (mithilfe geeigneter Datenstrukturen) leicht zéhlen kann, wie oft
ein Element in den Mengen vorkommt und es gegebenenfalls zusammen mit
seinen Mengen aus C' 16scht. All dies ist in Zeit linear in der Eingabegrofie
moglich. O

Beispiel 3: Vertex Cover revisited

Einen noch kleineren Problemkern fiir Vertex Cover (lineare statt quadrati-
sche Grofe) erhdlt man dank des folgenden Theorems von Nemhauser und
Trotter.

Satz 4.4 (NT-Theorem). Gegeben sei ein Graph G = (V, E) mit n = |V|
Knoten und m = |E| Kanten. Dann lassen sich in Zeit O(y/n - m) zwei

disjunkte Mengen Cy, Vo C V berechnen, die folgende Eigenschaften erfiillen:

(i) Falls eine Menge D C Vy ein Vertex Cover fir den durch Vi induzier-

ten Teilgraphen von G ist, so ist C' :== D U Cy ein Vertex Cover von
G.
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(ii) Es gibt ein optimales Vertex Cover C* von G mit Cy C C*.

(11i) Der durch Vy induzierte Teilgraph hat ein minimales Vertex Cover der
Mindestgréfie |Vol.

Bevor wir nun zum Beweis des NT-Theorems kommen, zunéchst seine An-
wendung fiir die Konstruktion eines Problemkerns:

Das NT-Theorem liefert uns eine Menge Cy C V, die Teilmenge eines op-
timalen Vertex Cover ist. Weiterhin besagt die dritte Eigenschaft aus dem
NT-Theorem, daf der ,,verbleibende Restgraph“ von G, der aus den Knoten
aus Vj gebildet wird, aus hochstens zweimal so vielen Knoten besteht, wie
sein optimales Vertex Cover grofl ist. Da die Grofle des optimalen Vertex
Covers durch k beschriinkt sein soll und das NT-Theorem auch die Menge
Vo liefert, erhalten wir somit konstruktiv einen aus maximal 2k Knoten be-
stehenden Problemkern, ndmlich den durch die Knoten aus Vj induzierten
Teilgraphen von G.

Insgesamt erhalten wir somit:

Proposition 4.5. Vertex Cover kann in Zeit O(y/n-m~+2F-k) gelost werden.

»Schaltet* man dem NT-Theorem noch die Reduktion auf den Problemkern
von Buss ,,vor®, so ergibt sich schlieilich:

Korollar 4.6. Vertex Cover kann in Zeit O(kn + k3 + 2Fk) gelost werden.
Es bleibt noch der Beweis des NT-Theorems.

Beweis.

Sei G = (V, E) ein Graph und bezeichne fiir U C V mit G[U] den durch U
induzierten Teilgraphen von G. Weiter sei U’ := {u’ | u € U}. Der folgende
Algorithmus berechnet die gewiinschten Mengen Cjy und Vj:

Eingabe: G = (V, E)
Phase 1: Definiere einen bipartiten Graphen® B = (V, V', Ep)
mit der Kantenmenge Fp := {{z,y'} | {z,y} € E}.
Phase 2: Sei Cp ein optimales Vertex Cover von B,
welches sich iiber einen Maximum Matching” Algorithmus
berechnen 148t.
Ausgabe: Cp :={x |z € Cp AND 2/ € Cp}.
Vo:={x|2€Cp XOR ' € Cp}.
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Wir beweisen nun die Giiltigkeit der im NT-Theorem genannten drei Eigen-
schaften. Definiere dazu

Io = {$|x¢OBANDLL’/¢CB}
= V—(V()UC()).

Ad (i):

Fir (z,y) € E ist zu zeigen, dal x € C oder y € C. (Zur Erinnerung:
C := D U Cy, wobei D irgendein Vertex Cover von G[V}] sei.)

Fall 1: =z € Iy, d.h. z,2' ¢ Cp.
Deshalb muf} gelten y,y’ € Cp und somit y € C.
Fall 2: y € Iy. Analog Fall 1.
Fall 3: x € Cy oder y € Cp. Trivial.
Fall 4: x,y € Vy. Dann gilt x € D oder y € D.

Ad (ii):
Es ist zu zeigen, dal Cy C C* fiir ein optimales Vertex Cover C*. Dazu
setze S = C* und definiere Syy = SNV, Sg :=SNCy, Sy := SNIyund

g[ =1y — 5;.

Zwischenbehauptung: Cp, := (V — S7) U S, ist ein Vertex Cover von B.
Beweis der Zwischenbehauptung:
Sei {z,y'} € Ep. Es ist zu zeigen, dal x € Cp, oder y’ € Cp,.

Fall 1: 2 ¢ S;. Dann ist z € Cp, geméiB Definition von Cp, .

Fall 2: 2 € S;. Dannist 2 € In, x ¢ S und x ¢ Cp.
Damit gilt y € S und y € Cy (geméiB Fall 1 im Beweis von (1)),
insbesondere also y € SN Cy = Sc und y' € S;..

Nun zuriick zur Behauptung, dal Cy Teil eines optimalen Covers S = C*
ist. Wir zeigen |Cy| < |S — Sy|, woraus folgt, dafBl |Cy U Sy| < |S| und mit

SEin bipartiter Graph ist ein Graph, dessen Knoten in zwei Mengen aufgeteilt werden
konnen, sodafl gilt, dafl Kanten ausschliefllich zwischen Knoten verschiedener Mengen
laufen.

"Ein Maximum Matching eines Graphen G = (V,E) ist eine Menge von Kanten
E' C E, sodaB keine zwei Kanten einen gemeinsamen Endpunkt haben und E’ von ma-
ximaler Grofle ist. Aus technischen Griinden fassen wir hier ein Maximum Matching als
die Vereinigung aller zum Matching gehdrenden Knoten auf. Wir teilen hier ohne Beweis
mit, daB ein solches Maximum Matching in bipartiten Graphen in Zeit O(y/nm) berechnet
werden kann (dies ergibt sich als Anwendung von sogenannten Max Flow-Algorithmen,
siehe dazu etwa Lehrbiicher zu algorithmischer Graphentheorie).
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(i) sich die Optimalitét von Cy U Sy ergibt.

Vol +2/Col = [VoUCrUCY
|Cp| [Def. von Vs und Cy]
|Cp,| [Zwischenbeh. & Optimalitit von Cp]
= |V =Sl +]sc]
= [VouCoUIy— (Io = Si)| + [S¢|
= [Vol + |Co| + [S1] + [Sc
= [Col < |S1]+5¢]
=[Sl +[Scl + [Sv] = [Sv]
= IS =15vl.

IN

Ad (iii):

Es ist zu zeigen, dafl G[Vj] ein minimales Vertex Cover der Mindestgrofie
%]VO] hat. Dazu nimm an, dal Sy ein optimales Vertex Cover von G[Vp] ist.
Gemaf (i) gilt, daBB CyUSy ein Vertex Cover von G ist. Geméfl der Definition
des bipartiten Graphen B ist damit Cp U CjU Sy U S)) ein Vertex Cover von

B. Also:

Vol +2|Co| = |Cp| [Def. von Vy und Cy]
< [CoUCHUSyUS)| [Cp optimal]
= 2|Co| + 2[So|-
Hiermit folgt [Vp| < 2]Sp]. O

Beispiel 4: Vererbbare Grapheneigenschaften

Wir lernen hier eine etwas allgemeiner gehaltene Anwendung der Reduktion
auf den Problemkern in der Graphentheorie kennen. Vorab hierzu einige
Definitionen.

Definition 4.7. Sei G = (V, E) ein Graph und () # U C V. Der von U
induzierte Teilgraph von G ist derjenige Graph, dessen Knotenmenge U ist,
und dessen Kantenmenge aus allen Kanten {u, v} € E besteht, fiir die sowohl
ueUalsauchv e U.

Definition 4.8. Eine Grapheneigenschaft 11 ist eine Menge II von Graphen.
Jeden Graph in II nennen wir II-Graph. Eine Grapheneigenschaft II heifit
vererbbar, falls fiir jeden II-Graph gilt, dafl jeder induzierte Teilgraph von GG
wieder ein II-Graph ist.

Die meisten (interessanten) Grapheneigenschaften sind in der Tat vererbbar.
Man mache sich dies etwa an den Eigenschaften
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1. T ={G: G ist ein ,planarer Graph“, d.h. G 1d8t sich in der Ebene
derart darstellen, dafl keine Kanteniiberschneidungen auftreten }

2. 11 = {G : G ist ein ,bipartiter Graph®, d.h. seine Knotenmenge
1488t sich in zwei Teilengen derart unterteilen, dafl fiir je zwei Knoten
innerhalb derselben Teilmenge keine Kantenverbindungen bestehen. }

klar.

Definition 4.9. Eine Grapheneigenschaft IT hat eine Charakterisierung mit-
tels Ausschluffmengen (engl.: forbidden set characterization), falls es eine
Menge F' von Graphen gibt, so daf§ gilt: Ein Graph ist ein II-Graph ge-
nau dann wenn G keinen Graph in F' als induzierten Teilgraph enthélt. Ein
Element aus F' nennen wir einen verbotenen induzierten Teilgraphen.

Eine Charakterisierung mittels Ausschlufimengen heifit endlich, falls F' end-
lich ist.

Aufgabe 4.10. Man zeige: Eine Grapheneigenschaft II ist vererbbar genau
dann wenn sie eine Charakterisierung mittels Ausschlufmengen besitzt.

Das II; ; ,-Graphenmodifikationsproblem:

Gegeben: Ein Graph G = (V, F) und 4, j,k € N.

Frage: Lifit sich G durch Léschen von héchstens ¢ Knoten, Loschen von
hochstens 7 Kanten und Hinzufiigen von hochstens k Kanten in einen II-
Graph umwandeln?

Graphenmodifikationsprobleme tauchen vielfach in der Literatur auf. Als
jeweilige Spezialfille des obigen Problems, die im allgemeinen auch schon
NP-hart sind, ergeben sich:

- Kantenl6schungsproblem:
Losche die minimale Anzahl von Kanten, so daf3 ein II-Graph entsteht.

- Knotenltschungsproblem:
Losche die minimale Anzahl von Knoten, so dafl ein II-Graph entsteht.

- Knoten- und Kantenléschungsproblem:
Losche die minimale Anzahl von Kanten und Knoten, so dafl ein II-
Graph entsteht.

- Kantenhinzufiigungsproblem:
Finde die minimale Anzahl von Kanten, so dafl durch deren Hinzufiigen
ein II-Graph entsteht.
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In der allgemeinen Situation haben wir hier also ein parametrisiertes Pro-
blem vorliegen, welches von drei Eingabeparametern abhéingt. Wir wollen
zeigen, daf} das II; ; ,-Graphenmodifikationsproblem in FPT liegt, dafl wir
also einen Algorithmus mit Laufzeit O(f (i, j, k) -n®") zur Losung des Pro-
blems finden kénnen.

Lemma 4.11. Sei G = (V, E) ein Graph mit n := |V|. Dann gilt fir je-
de vererbbare Grapheneigenschaft I1: Falls 11 fiir G in Zeit T(G) dberpriift
werden kann, dann kann fir jeden Graphen G, welcher nicht ein II-Graph
ist, ein minimaler verbotener induzierter Teilgraph in Laufzeit O(n - T'(G))
gefunden werden.

Beweis.
Es bezeichne A den Algorithmus, welcher auf Eingabe G true ausgibt, genau
dann wenn G ein II-Graph ist.

Folgender Algorithmus konstruiert die Knotenmenge W des minimalen ver-
botenen induzierten Teilgraphen:

W = 0;
U:=V;
while (U # 0) do
Wiéhle beliebigen Knoten v € U;
U:=U—{v}
if (A(G —v) = true)
then W := W U {v}
else G := G — v;

Es ist klar, dafl der Algorithmus nach n Teilschritten terminiert, wir erhalten
also in der Tat eine Laufzeit von O(n - T'(G)), wie behauptet.

Bleibt die Korrektheit des Algorithmus nachzuweisen:
Behauptung: W induziert einen minimalen verbotenen Teilgraphen G’ von G.

Wird kein Knoten v aus G gel6scht, so ist W = V offensichtlich die minimale
Menge, welche einen solchen verbotenen Teilgraphen induziert.

Sei nun v’ der zuletzt aus G geldschte Knoten, und sei G* der Graph unmit-
telbar vor dem Loschen von v/, also G’ = G* —v'. Da v’ geloscht wird, ist G’
kein II-Graph. Es bleibt die Minimalitit von G’ zu zeigen, d.h. wir miissen
iiberpriifen, ob

VuecW: G —u ist ein II-Graph.

Angenommen es existiert ein z € W, so dafl G’ —x kein II-Graph ist. Sei dann
G" derjenige Graph wihrend Ablauf des Algorithmus, wenn z betrachtet
wird. Dann ist G’ ein induzierter Teilgraph von G” und damit auch G’ — z
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induzierter Teilgraph von G — z. Da II eine vererbbare Grapheneigenschaft
ist, folgt dafl G” —x ebenfalls kein II-Graph ist. Damit wire x aus G” geldscht
worden, also z ¢ W im Widerspruch zu unserer Annahme. O

Satz 4.12. Sei Il eine Grapheneigenschaft mit einer endlichen Charakte-
risierung mittels Ausschlufmenge F. Dann ist das I1; ; ;.- Graphenmodifika-
tionsproblem in FPT mit einer Laufzeit von O(NF2+2K|GINTY) wobei N
die maximale Grifle einer Knotenmenge von Graphen in der verbotenen
Menge F' bezeichnet.

Man beachte, daf in obigem Satz N eine durch das Problem gegebene Kon-
stante ist.

Bewets.
Seien G der Eingabegraph und i, j, k die Parameter. Wir wiederholen fol-
gende zwei Schritte bis

entweder ein II-Graph konstruiert wurde

oder i Knoten und j Kanten geloscht und k& Kanten addiert wurden,
ohne einen II-Graph bekommen zu haben:

Schritt 1: Finde einen minimalen verbotenen induzierten Teilgraph H
von IT in G.

Schritt 2: Modifiziere G durch entweder Loschen eines Knoten oder
einer Kante aus H oder Hinzufiigen einer Kante zu H.

Die Korrektheit des Algorithmus ist einfach nachzupriifen. Fiir die Zeit-
komplexitét gelten folgende Aussagen:

e In Zeit O(n"), wo n := |V|, kann festgestellt werden, ob G ein II-
Graph ist. Fiir jeden Graphen H in F' miissen dafiir alle (‘Z”) Teilgra-

phen aus G der Grole |H| untersucht werden. Wegen (\?II) < n? fiir
jeden dieser Teilgraphen hat der Algorithmus, welcher bestimmt, ob
G ein II-Graph ist, die maximale Laufzeit O(|F| - n?¥) = O(n"), wie
behauptet.

e Nach Lemma 4.11 brauchen wir daher zur Berechnung des minimalen
induzierten verbotenen Teilgraphen H von G die Zeit O(n™N*1).
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e Nach Definition von N folgt, dafl es hochstens (g ) Moglichkeiten gibt,
eine Kante von H zu l6schen oder eine hinzuzufiigen; auflerdem gibt
es hochstens N Moglichkeiten, einen Knoten aus H zu 16schen. Insge-
samt kénnen also héchstens N7 - (3 )J+k = O(N27+2F) verschiedene
Graphen durch obigen Algorithmus erzeugt werden.

Die Gesamtlaufzeit betriigt also O(N 212k . pN+1), O

Bemerkung 4.13. 1. Man vergleiche die in obigem Satz angefiihrte Zeit-
komplexitdt, mit jener, die durch einen trivialen ,,Brute-Force-Algo-
rithmus* erzielt werden kann: O(n'*2+2% . nN)_ Die Tatsache, dal im
ersten Faktor der Term n‘t?%2% durch den Ausdruck N?+2i+2k mit
konstanter Basis ersetzt werden konnte, ist unserer Reduktion auf den
Problemkern zu verdanken. Statt die Modifikation auf dem gesamten
Graphen G auszuiiben, ist es ausreichend, diese Modifikationen auf
dem minimalen induzierten Teilgraphen H in G durchzufiihren. Deren
Grofle ist durch die Konstante N beschrinkt.

2. Beachte, dafl bei diesem Ansatz auf die Endlichkeit der Ausschluffmen-
ge F' nicht verzichtet werden kann. Es sei an dieser Stelle angemerkt,
daf} es aber auch Graphenmodifikationsprobleme gibt, die nicht durch
eine endliche Ausschluimenge charakterisiert werden kénnen und den-

noch in FPT liegen, etwa das sogenannte
Minimum Fill In (Chordal Graph Completion)-Problem:

Gegeben: Ein Graph G und k € N.

Frage: Lassen sich £ Kanten addieren, so dafl der Graph ,chor-
dal“ ist, d.h. jeder Kreis im Graph bestehend aus mindestens
4 Knoten enthélt eine Sehne.

Im allgemeinen (unabhéngig von parametrisierten Algorithmen) kann ge-
sagt werden, daf} es sich wohl stets lohnt zu untersuchen, ob fiir einen Al-
gorithmus die Methode der Reduktion auf den Problemkern als eine Art
,Preprocessing“ moglich ist.

4.2 Tiefenbeschrinkte Suchbiume

Grundidee: Finde (in polynomieller Zeit) eine , kleine Teilmenge“ der Ein-
gabe derart, dal mindestens ein Element dieser Teilmenge in einer optimalen
Losung des Problems liegen muf3.
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Fiir das Losen von Vertex Cover entspriche diese Grundidee etwa der tri-
vialen Beobachtung, daf zu je einer Kante (diese entspricht der , kleine Teil-
menge*) mindestens einer der beiden Endknoten im optimalen Vertex Cover
liegen muf. Ein dhnlicher Suchbaum-Algorithmus soll nun fiir 3HS angege-
ben werden:

Beispiel 1: Hitting Set fiir Mengen der Gréfie 3 (3HS)

Zur Erinnerung wiederholen wir die Definition von 3HS (vgl. Beispiel 2 in
Abschnitt 4.1)

Gegeben: Eine Menge C von dreielementigen Teilmengen einer Menge S
und ein k£ € N.

Frage: Enthilt S eine ,Hitting Set® fiir C' der Grofle hochstens k, d.h.
35" C S,|9| < k, so daB S’ mindestens ein Element aus jeder der Mengen
in C enthélt?

Die angesprochenen ,kleinen Teilmengen“ unserer Grundidee entsprechen
hier allen dreielementigen Teilmengen aus S. Man beobachtet, daf jeweils
mindestens ein Element einer solchen Teilmenge in der gesuchten Hitting
Set liegen mu$.

Daraus erhalten wir folgenden tiefenbeschrinkten Suchbaum:

1. Konstruiere einen Baum der Tiefe k, so daf§ jeder Knoten (abgesehen
von den Bléttern) 3 Kinder hat.

2. Markiere den Wurzelknoten mit (C, ).

3. Die restlichen Baumknoten werden rekursiv wie folgt markiert:
Sei (D, S) ein markierter Baumknoten mit drei unmarkierten Kindern.
Wihle irgendeine dreielementige Menge {a, b, ¢} aus D:

(a) Markiere das linke Kind mit (D — ,a-Mengen®, S U {a}).
(b) Markiere das mittlere Kind mit (D — ,b-Mengen®, S U {b}).
(c) Markiere das rechte Kind mit (D — ,,c-Mengen“, S U {c}).

Dabei verstehen wir unter ,x-Menge“ eine beliebige Menge aus D,
welche x enthélt.

4. if (3 Baumknoten mit Markierung (0, S"))
then S’ ist eine Hitting Set der Grofie < k
else 3 Hitting Set der GroBe < k fiir C.

Satz 4.14. SHS kann in der Zeit O(n + 3% - k3) gelost werden, wobei n die
Eingabegrifie bezeichnet.
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Bewess.

Die SuchbaumgroBe ist offensichtlich 3*. Fiir jeden Baumknoten sind Ope-
rationen durchzufithren, welche die Zeit O(|C|) bendtigen. Wenden wir vor
dem tiefenbeschrénkten Suchbaum eine Reduktion auf den Problemkern
an (siehe Abschnitt 4.1, Beispiel 2), so wissen wir mit Lemma 4.3, daf§
der Problemkern mit O(k?) beschrinkt werden kann, d.h. mit Beginn des
Suchbaum-Algorithmus gilt O(|C|) = O(k3). Zusammenfassend ist also 3HS
in Zeit O(n + 3%k3) zu 16sen, wobei O(nlogn) die fiir die Reduktion auf den
Problemkern benétigte Zeit ist. O

Beispiel 2: Ein verbesserter Suchbaum fiir Vertex Cover

Grundidee des hier beschriebenen Suchbaum-Algorithmus ist es, beziiglich
dem jeweiligen Knotengrad eine Fallunterscheidung durchzufiihren (vgl. hier-
zu den ,schlechten“ Greedy-Approximationsalgorithmus aus Kapitel 1).

Fiir einen Knoten v bezeichne N(v) die Menge seiner Nachbarn, der Grad
eines Knotens ist also |N(v)].

Durch Preprocessing mit der {iblichen Reduktion auf den Problemkern kon-
nen wir ohne Einschriankung annehmen, dal der gegebene Graph die Grofle
O(k?) besitzt (vgl. die Ausfithrungen vor Satz 4.1).

Fiir den neuen, verbesserten Suchbaum der Tiefe k erweist es sich als vor-
teilhaft, die Grofle mittels Rekursionsformeln der Form

Ti=1+Ti—g +Ticdy + .-+ Tia; (1)

zu beschreiben, wobei j in der Regel eine kleine Konstante ist und 77 = 1
gilt.

Beispiel: In unserem vorherigen Beispiel 1 fiir 3HS gab es nur eine Rekursi-
onsgleichung. Sie hatte die Form T; = 1+ 37;_1, und fiir die Suchbaumgrofie
ergab sich mit i = k daraus Ty = O(3%) (verwende die geometrische Reihe
zum Auflésen der Rekursionsformel).

Da wir nachfolgend mehrere Félle zu betrachten haben und zu jedem Fall ei-
ne eigene Rekursionformel gehort, ist es vorteilhaft, die Rekursionsgleichun-
gen durch sogenannte Verzweigungsvektoren abkiirzend zu beschreiben.

Der zu obiger Rekursionsgleichung (1) gehorige Verzweigungsvektorist durch
(di1,da,...,d;) gegeben. Durch ihn ist die Rekursionsgleichung eindeutig
festgelegt. Aus ihm 148t sich — mittels geeigneten mathematischen Verfah-
ren — unmittelbar die zugehotrige Baumgrofle bestimmen. Genauer gesagt
ermittelt man daraus die ,, Verzweigungszahl“, d.h. die Basis des exponenti-
ellen Faktors. Tabelle 1 zeigt exemplarisch einige derartige Berechnungen.
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Verzweigungs- errechnete Basis Verzweigungs- errechnete Basis
vektor der Baumgrofie vektor der Baumgrofe
(1,1) 2.0 (1,1,1) 3.0
(1,2) 1.6180 (1,1,2) 2.4142
(1,3) 1.4656 (1,1,3) 2.2056
(1,4) 1.3803 (1,1,4) 2.1069
(2,1) 1.6180 (1,2,1) 2.4142
(2,2) 1.4142 (1,2,2) 2.0
(2,3) 1.3247 (1,2,3) 1.8929
(2,4) 1.2720 (1,2,4) 1.7549

Tabelle 1: Exemplarische Berechnung von Baumgrofien bei gegebenen Ver-
zweigungsvektoren.

Um nun einen verbesserten Suchbaum angeben zu konnen fithren wir eine
dertaillierte Fallunterscheidung durch. Ziel dabei ist es, die Unterfélle derart
zu unterscheiden, dafl Verzweigungsvektoren auftauchen, aus welchen sich
sehr kleine Suchbaumgréfien errechnen.

Es werde im folgenden stets der Fall mit der kleinstmé6glichen Nummer an-
gewandt; ins Vertex Cover aufgenommene Knoten werden zusammen mit
ihren anliegenden Kanten aus dem Graphen gelGscht.

Zum Versténdnis der nachfolgende Argumentation ist es sehr hilfreich, sich
die verschiedenen Félle anhand von kleinen Skizzen der jeweils behandelten
Graphen klarzumachen. Man fiihre dies fiir die angefithrte Fallunterschei-
dung im Detail aus.

Fall 1: 3 Grad-1-Knoten v mit Nachbar a.
~» Nimm a in das (zu konstruierende) Vertex Cover.
Verzweigungsvektor: Keine Verzweigung der Rekursion.

Fall 2: 3 Grad-5-Knoten v mit Nachbarn N(v) = {a,b,¢,d,e}.
~» Nimm entweder v oder N(v) in das Vertex Cover.
Verzweigungsvektor: (1,5).

Fall 3: 3 Grad-2-Knoten v mit Nachbarn N(v) = {a, b}.

Fall 3.1: 4 Kante zwischen a und b.

~» Nimm N (v) in das Vertex Cover.

Denn: Nimmt man v ins VC, so muf3 nach wie vor die Kante {a, b}
iiberdeckt werden. Dazu mufl entweder noch zusétzlich a oder b
ins VC genommen werden. Dann ist es aber giinstiger, gleich N (v)
ins VC zu nehmen, welche ja schliefllich auch die Kanten von v
iiberdecken.

Verzweigungsvektor: keine Verzweigung der Rekursion.
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Fall 3.2: # Kante zwischen a und b und N(a) = N(b) = {v,a1}.
~» Nimm {v, a;} in das Vertex Cover.

Denn: Nimmt man etwa a ins VC, so bedarf es noch, b mit ins
VC zu nehmen, in diesem Fall ist es aber giinstiger, gleich {v, a1}
aufzunehmen. Analog argumentiert man mit b.
Verzweigungsvektor: keine Verzweigung der Rekursion.

Fall 3.3: 3 Kante zwischen a und b und |N(a) U N (b)| > 3.

~» Nimm entweder N (v) oder N(a)U N(b) in das Vertex Cover.
Denn: Wird v nicht ins VC aufgenommen, so miissen N(v) =
{a,b} ins VC genommen werden. Alternativ hierzu kann v ins
VC genommen werden; dann miissen — fiir die Uberdeckung der
Kanten {a,v} und {b,v} — die Knoten a und b allerdings nicht
mehr ins VC genommen werden. Um dennoch die (weiteren) von
a bzw. b ausgehenden Kanten abzudecken, ist allerdings die Auf-
nahme von N (a) U N (b) unerlaflich.

Verzweigungsvektor: (2,3) (beachte, |[N(a) U N(b)| > 3)

Fall 4: 3 Grad-3-Knoten v mit Nachbarn N(v) = {a, b, c}.

Fall 4.1: 3 Kante zwischen zwei Nachbarknoten, o.E. zwischen a
und b.

~» Nimm entweder N (v) = {a, b, c} oder N(c) in das Vertex Co-
ver.

Denn: Ist v im VC, so mufl mind. einer der beiden Nachbarn von
a und b drin sein. Wére auch noch ¢ im VC, so wére es mind.
genau so gut, N (v) selbst zu nehmen.

Verzweigungsvektor: (3,3)

Fall 4.2: 3 gemeinsamer Nachbar d zweier Nachbarn von v, wel-
cher verschieden von v ist. O.E. sei d Nachbar von a und b.

~» Nimm entweder N(v) = {a,b, ¢} oder {d, v} in das Vertex Co-
ver.

Denn: Nimmt man v und nicht d ins VC, so miiflite man ¢ und b
nehmen; dann wire aber wiederum N (v) schon mind. so gut ge-
wesen.

Verzweigungsvektor: (3,2)

Fall 4.3: A Kante zwischen a, b, c und einer der Nachbarn in N (v)
habe Grad > 4. Sei dies 0.E. a mit N(a) = {v, a1, as,as}.

~» Nimm entweder N(v) = {a,b,c} oder N(a) = {v,a1,a9,a3}
oder {a} U N(b) U N(c) in das Vertex Cover.

Denn: Nimmt man v und a, so braucht man b oder ¢ nicht mehr
hinzuzunehmen, denn z.B. {v,a,b} wire auf keinen Fall besser
als {a, b, c}.

Verzweigungsvektor: (3,4,6) (Beachte hierbei, dafl [{a} U N(b) U
N(c)| > 6, denn wegen Fall 4.2 gilt N(b)NN(c) = {v} und damit
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IN(b) UN(c)| > 5. AuBlerdem gilt a ¢ N(b) und a ¢ N(c) wegen
Fall 4.1.)

Fall 4.4: sonst, d.h. es gibt keine Kante zwischen Elementen aus
N (v) und alle Elemente aus N (v) besitzen genau Grad 3.

~» Nimm entweder N (v) = {a,b,c} oder N(a) = {v,a1,as} oder
N(b)UN(c)UN(a1) U N(az2) in das Vertex Cover.

Denn: Im letzten ,,Zweig* mufl man ¢ und v nehmen. Dann macht
es ,keinen Sinn“ mehr, b und ¢ zu nehmen, also wéhle N (b)UN (¢).
Analog argumentiert man mit vertauschten Rollen fiir ¢ und v,
was zur Aufnahme von N(a1) U N (ag) fithrt.
Verzweigungsvektor: (3,3,6) (Beachte hierbei, dal N(b) N N(c) =
{v}, also |[N(b) U N(c¢)] = 5, und es ist a € N(ai) und a ¢
N(b)UN(c).)

Fall 5: Der Graph ist 4-regulér, d.h. jeder Knoten hat genau 4 Nach-
barn.

~» Wihle beliebigen Knoten v, nimm entweder v oder N (v) in das VC.
Verzweigungsvektor: (1,4).

Die zentrale Beobachtung hierbei ist es, daf3 dieser Fall nur einmalig
wihrend des Ablaufs des gesamten Suchbaum-Algorithmus auftritt.
Wird nédmlich nach v bzw. N(v) verzweigt, so miissen die entstande-
nen Teilgraphen immer mind. einen Knoten vom Grad < 3 enthalten.
Dieser Fall spielt also asymptotisch keine Rolle.

Damit haben wir eine vollstéindige Fallunterscheidung. Zusammenfassend
erhalten wir als Verbesserung von Satz 4.1.

Satz 4.15. Vertex Cover kann in Zeit O(kn + (1.342)% - k2) gelost werden.

Beweis.

Bis auf die Grole des neuen Suchbaum schliefit man analog zum Nachweis
der Zeitkomplexitdt in Satz 4.1. Es bleibt also die Gréfle des neuen Such-
baums abzuschétzen. Diese ist durch die zu den jeweiligen Féllen gehorige
Rekursionsgleichungen bestimmt. Diese wiederum sind eindeutig aus den
Verzweigungsvektoren zu errechnen.

Wir finden
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errechnete Basis

Fall VerZ‘,VgiltiliﬂgS- der Baumgrofle
1 - -
2 (1,5) 1.325
3.1 - -
3.2 - -
3.3 (2,3) 1.325
41 (3,3) 1.260
4.2 (3,2) 1.325
4.3 (3,4,6) 1.305
44 (3,3,6) 1.342
5 (1,4) 1.381

Da wir wegen des maximal einmaligen Auftretens von Fall 5 diesen fiir die
asymptotische Zeitkomplexitét vernachlédssigen konnen, liefert Fall 4.4 den
worst case mit einer Baumgrofe von (1.342)F. O

Bemerkung 4.16. e In Satz 4.15 (und auch allgemeiner fiir Methoden
bestehend aus Reduktion auf den Problemkern und Suchbaum) 148t
sich durch einfache Modifikation am Algorithmus und verbesserter ma-
thematischer Analyse der Faktor k2 durch eine kleine Konstante erset-
zen (vgl.[21]). ertex Cover ist demgemif sogar in Zeit O(kn+(1.342)%)
16sbar. Analog kann man in Satz 4.14 den Faktor k3 verschwinden las-
sen.

e Die besten derzeit bekannten parametrisierten Algorithmen fiir Ver-
tex Cover erreichen eine Suchbaumgrsfie deutlich unter (1.3)F (vgl.
hierzu [22, 27, 8]).

e Der beste ,nicht-parametrisierte”, exakte Algorithmus fiir Vertex Co-
ver hat Laufzeit O(1.211"), wobei n die Anzahl der Knoten im Gra-
phen G ist (vgl. [25]).

4.3 Verflechtung von Problemkernreduktion und Suchbaum-
methode

Sei (I, k) die Eingabeinstanz eines parametrisierten Problems. Nehmen wir
weiter an, daf ein Losungsalgorithmus mit Laufzeit O(P(|I]) + R(q(k))&r)
existiert, der erst in Zeit P(|I|) einen Problemkern der Grofie g(k) erzeugt
und dann R(q(k)) Zeit benstigt, um einen Knoten des Suchbaums (der Such-
baum habe Grofie O(£F), wobei ¢ eine Konstante ist) zu expandieren. Wir
haben hier also eine klare Trennung in Phase 1 (Problemkernreduktion) und
Phase 2 (Suchbaum). Nachfolgend zeigen wir, wie sich durch eine Verflech-
tung beider Phasen obige Laufzeit auf O(P(|I]) + £¥) verbessern 1i8it. Da-
zu benutzen wir folgenden erweiterten Algorithmus zur Expandierung eines
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Suchbaumknotens (1, k). Wir setzen dabei voraus, daf8 (I, k) tiber die rekur-
siven Aufrufe beziiglich der Instanzen (I1,k — di),...,(Im,k — dy) gelost
wird.

if |I| > c-q(k)

then fithre Problemkernreduktion fiir (I, k) durch;
ersetze (I, k) durch

(I, k—di),...,(Im, k — dp).

Hierbei ist ¢ eine geeignet zu wihlende Konstante. Neu ist bei obiger Ex-
pandierung die if-Abfrage, die bewirkt, dafy auch ,,inmitten des Suchbaums“
wiederholt eine Problemkernreduktion durchgefiihrt wird. Nun kurz zur (An-
deutung einer) mathematischen Analyse dieser modifizierten Rekursion. Wir
bekommen folgende Rekursionsgleichnug zur Abschétzung des Zeitaufwan-
des zur Abarbeitung von (I, k):

Te =Ti-dy + - - - + Th—a,, + O(P(q(k)) + R(q(k)))-

Der O-Term schétzt dabei die Zeit zur Expandierung von (I, k) ab. Hierbei
handelt es sich nun um eine lineare Rekursionsgleichung mit konstanten Ko-
effizienten und Inhomogenitit (ndmlich der O-Term). Die allgemeine Losung
einer solchen Rekursionsgleichung ergibt sich aus der allgemeinen Losung der
zugehorigen homogenen Rekursionsgleichung (ohne den O-Term) und einer
speziellen Losung der gegebenen Gleichung. Fiir die homogene Rekursions-
gleichung wissen wir, daf alle Losungen von der Form O(&F) sind.

Wir suchen noch eine spezielle Losung der Gleichung mit Inhomogenitét.
Da die Inhomogenitéit ein Polynom ist, existiert auch eine spezielle Losung,
die ein Polynom in k ist und dariiberhinaus den selben Grad wie die Inho-
mogenitdt besitzt. Insgesamt folgt damit, dafl alle Lésungen von T} durch
O(&%) beschrinkt sind.

Abschlielend wollen wir noch ein einfaches Beispiel beruhend auf Vertex
Cover betrachten, welches zeigt, wie die Verflechtung von Problemkernre-
duktion und Suchbaum verbessernd wirkt. Wir setzen dabei den naiven 2%-
Suchbaum-Algorithmus (vgl. Kapitel 1) voraus und die Problemkernreduk-
tion sei diejenige von Buss (vgl. Abschnitt 4.1, Beispiel 1; Idee: Knoten vom
Grad > k miissen in ein Vertex Cover genommen werden). Unser Graph be-
stehe aus einem ,, Kopf“ mit (k—1)(k —2)+ 1 Knoten und einem ,,Schwanz*
mit 3k + 1 Knoten, insgesamt also aus k% + 4 Knoten. Fiir k = 15 ist er in
Abbildung 6 gezeichnet.

Man iiberzeugt sich leicht, dal ein minimales Vertex Cover fiir diesen Gra-
phendie Grofle %k — % hat, also die Frage nach einem Vertex Cover der
Grofle £ immer mit nein beantwortet werden mufl. Die Buss’sche Reduktion
auf den Problemkern hat keine Wirkung auf diesen Graphen, da kein Kno-

ten Grad > k hat. Fangt der Suchbaumalgorithmus mit Kanten von ,,rechts
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Abbildung 6: Beispielgraph mit & = 15.

nach links® (siehe Abbildung 6) an, so bleibt der Kopf immer unverédndert
und so sind die Kosten pro Expandierung immer O(k?). Die Gesamtlauf-
zeit ist damit im schlimmsten Fall ©(k? - 2¥). Wendet man jedoch unsere
Verflechtungstechnik an, so ist nach Entfernung der zweiten Kante aus dem
Graphen der Parameter k£ um 2 erniedrigt und dadurch wird schliellich der
ganze Kopf per Problemkernreduktion aus dem Graphen entfernt.

4.4 Farbkodierungen und Hashing

In diesem Abschnitt besprechen wir eine Methode, die nicht mehr so ,.ele-
mentar® ist wie z.B. die Suchbaummethode, jedoch mitunter fast vergleich-
bar gute Laufzeitwerte (exponentieller Faktor!) liefert.

Zur Illustration betrachten wir folgendes Problem, das im allgemeinen NP-
vollsténdig ist (vgl. [15]):

Longest Path:

Gegeben: Ein ungerichteter Graph G = (V, E) und ein k € N.

Frage: Gibt es einen einfachen Pfad der Lénge k — 1 in G, d.h. einen Pfad
bestehend aus k Knoten, so dafl kein Knoten zwei oder mehrmals auf dem
Pfad auftaucht?

Bemerkung 4.17. e Eine Variante des obigen Problems, das sogenann-
te Longest Cycle-Problem, welches ebenfalls zu den NP-vollstédndigen
Problemen gehort, wire im folgenden analog zu behandeln.

e Uber das Bilden der k-ten Potenz der sogenannten Adjazenzmatrix
lassen sich (mit algebraischen Mitteln) all die Knotenpaare zu finden,
welche durch Pfade der Liénge k miteinander verbunden sind. In der
Regel sind die so gefundenen Pfade allerdings nicht einfach.
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Wir beschreiben zunéichst einen randomisierten Ansatz zur Losung von Lon-
gest Path:

Farbe die Knoten von G per Zufall mit k verschiedenen Farben. Wir nennen
einen Pfad woll bunt, wenn jeder seiner Knoten mit einer anderen Farbe
gefirbt wurde.

Offensichtlich ist jeder voll bunte Pfad einfach. Umgekehrt gilt: Jeder einfa-
che Pfad der Liange k — 1 ist mit Wahrscheinlichkeit /j—,i > e~ % voll bunt.

Lemma 4.18. Es sei G = (V, E) ein Graph und ¢ : V. — {1,...,k} sei
eine Farbung seiner Knoten mit k verschiedenen Farben. Dann kann ein
voll bunter Pfad der Linge k — 1 in G (falls ein solcher existiert) in Zeit
20(k) .| E| gefunden werden.

Beweis.

Nachfolgend beschreiben wir einen Algorithmus, der alle voll bunten Pfade
der Lange k — 1 ausgehend von einem Startknoten s findet. Dies ist keine
Finschrinkung, denn um das allgemeine Problem zu 16sen, fiigen wir einfach
einen neuen Knoten s’ zu V hinzu, firben ihn mit der neuen Farbe 0 und
verbinden ihn mittels Kanten zu jedem Knoten aus V.

Der nachfolgende Ansatz beruht auf der Methode des Dynamischen Pro-
grammierens.

Annahme: Vv € V wurden bereits alle méglichen Farbmengen von voll bun-
ten Pfaden zwischen s und v mit Lénge ¢ gefunden.

Wichtig: Nicht die Pfade, sondern nur die Farbmengen werden gespeichert.
Fiir jeden Knoten v gibt es jeweils hochstens (l;) viele solcher Mengen.

Sei nun C eine solche Farbmenge, die zu v gehort. Wir betrachten jedes
zu v gehorende C' und jede Kante {u,v} € E: Fiige c(u) zu C hinzu, falls
c(u) ¢ C. So erhalten wir alle moglichen Farbmengen, die zu Pfaden der
Lénge ¢ + 1 gehoren, usw. Damit erhélt G einen voll bunten Pfad beziiglich
der Farbung c, genau dann wenn es einen Knoten v € V' gibt, der mindestens
eine Farbmenge besitzt, die zu einem Pfad der Linge k — 1 korrespondiert.

Zeitkomplexitdt: Der beschriebene Algorithmus fiihrt O(Zlez(lf) - |El)
Operationen aus. Dabei entspricht der Faktor i jeweils dem Test, ob c(u)
schon in C liegt. Der Faktor (l;) gibt die Anzahl der méglichen C-Mengen
an, und der Faktor |F| wird benétigt, um den Test {u,v} € E durch-
zufiihren. Der gesamte Ausdruck 148t sich, wie behauptet, durch O(k 2¥|E|)

abschétzen. O

Aufgabe 4.19. Wie wird im obigen Beweis der gesuchte Pfad tatséchlich
konstruiert?

Satz 4.20. Longest Path kann in erwarteter® Laufzeit 20 . |E| gelost
werden.
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Beweis.

Nach obigen Vorbemerkungen ist mit Wahrscheinlichkeit ]f—,L > e~ " ein einfa-
cher Pfad der Liange k — 1 voll bunt. Nach Lemma 4.18 kann ein solcher voll
bunter Pfad in Zeit 20 . | E| gefunden werden; genauer ergibt sich hieraus
auch, daf} alle voll bunten Pfade der Léinge k — 1 gefunden werden kénnen.

—k

Wiederholen wir also folgenden Vorgang e® = 20() mal:

1. Wihle per Zufall eine Knotenfirbung ¢: V — {1,... k}.

2. Uberpriife mit Lemma 4.18, ob es einen voll bunten Pfad gibt; falls ja,
so ist dies ein einfacher Pfad der Lénge k — 1.

Nach e* Wiederholungen ist der Erwartungswert fiir die gefundenen voll

bunten Pfade (falls solche existieren) grofier als ef - e = 1. Also kann
Longest Path in erwarteter Laufzeit ¥ -20%) .| E| = 20(F). | E| gelost werden.
O

Der in Satz 4.20 beschriebene Algorithmus ist randomisiert (,,erwartete Lauf-
zeit“). Mit Hilfe von Hashing kann er mit geringen Effizienzeinbuflen in einen
deterministischen umgewandelt werden.

Zur Erinnerung rekapitulieren wir die Grundidee beim Hashing. Ziel dieser
Methode ist es, ,,wenige“ Elemente eines ,,grolen Raums“ eindeutig auf einen
ykleinen Raum* abzubilden. Anwendungen dieser Technik finden sich z.B.
im Compilerbau, wo etwa das Anlegen einer Symboltabelle fiir die Variablen
eines Programms {iber Hashtabellen geregelt wird.

Fiir unsere Zwecke benttigen wir folgendes:

Eine Liste von Féarbungen der Knoten V' eines Graphen, so daf fiir jede
Teilmenge V' C V der Groe k gilt: Es gibt mindestens eine Fiarbung in
dieser Liste derart, daf jeder Knoten in V' eine andere Farbe hat.

Dies 148t sich mit dem Begriff der k-perfekten Familien von Hash-Funktionen
von {1,2,...,|V]|} nach {1,2,..., k} formalisieren:

Definition 4.21. Eine k-perfekte Familie von Hash-Funktionen ist eine Fa-
milie F von Funktionen von {1,...,n} nach {1,...,k} derart, dal zu jeder
Teilmenge S C {1,...,n} mit |S| = k ein f € F existiert, so dal f auf S
bijektiv ist.

Mittels tiefliegender mathematischer Methoden, welche den Rahmen dieser
Vorlesung sprengen wiirden, 1a8t sich zeigen (vgl. etwa [1]):
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Mitteilung 4.22. Es ist mdoglich, Familien k-perfekter Hash-Funktionen
von {1,....,n} nach {1,...,k} zu konstruieren, die aus 2°*)logn wvielen
Elementen bestehen.

Hinweis 4.23. Fiir ein f aus der in Mitteilung 4.22 beschriebenen Familie
k-perfekter Hash-Funktionen 148t sich f(i) (mit 1 < ¢ < n) in linearer Zeit
berechnen.

Satz 4.24. Longest Path kann deterministisch in Laufzeit 20%) . |E|-log |V|
gelost werden. Insbesondere ist also Longest Path in FPT.

Beweis.

Férbe den Graph mittels aller moglicher Hash-Funktionen aus der in Mit-
teilung 4.22 gegebenen Familie. Nach Definition 4.21 muf3 bei mindestens
einer dieser Farbungen ein einfacher Pfad voll bunt werden. Ein voll bunter
Pfad 148t sich dann wieder mit Lemma 4.18 finden.

Da die Familie aus Mitteilung 4.22 aus 2°0(%) log n vielen Elementen besteht,
muf} die Komplexitit des Algorithmus in Lemma 4.18 mit diesem Faktor
multipliziert werden. Somit erhalten wir die Gesamtlaufzeit

200 Jog n, - 20| B| = 20| E|log | V],

wo n = |V|. O

Hashing allein schon kann helfen, FPT-Algorithmen anzugeben:

Zur Illustration betrachten wir das im allgemeinen NP-vollstandige Multi-
dimensional Matching Problem:

Gegeben: Eine Menge M C X; X ... x X,, wobei X; paarweise disjunkte
Mengen sind und k& € N.

Frage: Existiert M’ C M mit |M'| = k, so daB keine zwei Elemente in
irgendeiner Koordinate iibereinstimmen?

Satz 4.25. Multidimensional Matching kann in Zeit O(2°%") (kr)! nrlog? n)
geldst werden, d.h. Multidimensional Matching ist in FPT.

Beweis.

Sei N die Anzahl aller verschiedenen Koordinaten, die in der Eingabe M auf-
treten. Ohne Einschriankung 148t sich also die Menge aller Koordinatenwer-
te durch {1,..., N} reprisentieren. Desweiteren setze K := kr. Schliefllich
bezeichne n die Gesamtgrofie der Beschreibung von M, sprich die Eingabe-
grofle.
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Definiere ein Ldsungsschema S als eine Menge von k vielen r-Tupeln, so dafl
die Vereinigung aller Koordinaten genau {1,..., K} ergibt.

Sein nun H(N, K) eine Familie k-perfekter Hash-Funktionen von {1,..., N}
nach {1,..., K} (vgl. Definition 4.21 und Mitteilung 4.22).

Folgender Algorithmus 16st das Multidimensional Matching Problem:

for alle h € H(N, K) und alle Losungsschemata S do
for alle € M mit a = (a1,...,a,), a; €{1,...N} do
berechne (h(ay),...,h(ar));
if jedes r-Tupel in S erscheint als Bild (h(a), ..., h(ay))
fir ein o = (a1, ..., )
then Multidimensional Matching hat eine Losung
bestehend aus ,,diesen® a’s;
if in voriger Schleife wurde keine Losung gefunden
then Multidimensional Matching hat keine Lésung;

Zur Korrektheit des Algorithmus: Falls M ein ,,k-Matching“ besitzt, dann
beinhaltet das K = kr verschiedene Koordinaten und nach Mitteilung 4.22
existiert ein h € H(N, K), so dafl diese bijektiv auf {1,...K} abgebildet
werden; das Bild unter h ist dann ein gesuchtes Losungsschema S.
Existiert umgekehrt ein h, welches ein Losungsschema wie beschrieben als
Bild liefert, dann ergibt das Urbild unter h wiederum ein ,,k-Matching®.

Zur Laufzeit des Algorithmus:
e Nach Mitteilung 4.22 besteht H(N, K) aus 2°%) . log N vielen Hash-
funktionen.
e Es gibt K! Moglichkeiten fiir Losungsschemata.
e Es gibt O(n) viele Elemente a.
e Die Berechnung von (h(ai),...,h(a,)) 1dBt sich in Zeit O(rlog N)
durchfiihren.
Zusammen erhalten wir also die behauptete Laufzeit
0(2°%) . 1og N - K!-n-rlog N) = O(2°F) . K1 . n - r - log? n).
O
Wir wollen abschlielend zur Hashing-Methode bemerken, dafl die exponen-

tielle Komponente des parametrisierten Algorithmus in der Regel (auch) von
der Grofe der Hashfamilie abhéingt.
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4.5 Beschrinkte Baumweiten

In diesem Kapitel greifen wir nochmals die Idee der Baumzerlegung eines
Graphen auf. Dazu rufen wir uns noch einmal die grundlegende Definition
hierzu in Erinnerung (siehe Definition 2.4).

Die entscheidende Beobachtung fiir den Ansatz, den wir in diesem Abschnitt
diskutieren, ist nun: Viele im allgemeinen NP-vollstéindige Graphenproble-
me konnen in Polynomialzeit, meist sogar in Linearzeit, gelost werden, wenn
man diese auf die Klasse der Graphen beschriankt, die eine vorgegebene
Baumweite nicht iiberschreiten. Insbesondere ist dies der Fall, wenn die zu-
gehorige Baumzerlegung bekannt ist.

Typischerweise ergibt sich dadurch folgender Grundansatz zur Gewinnung
von FPT-Algorithmen:

1) Ermittle eine Baumzerlegung des Eingabegraphen.

2) Wende einen Polynomialzeitalgorithmus an, welcher auf der Baumzer-
legung beruht.

Wir werden in diesem Kapitel beide Aspekte am Beispiel von Vertex Cover
diskutieren.

4.5.1 Dynamisches Programmieren bei gegebener Baumzerlegung

Zunéchst greifen wir den 2. Schritt obiger Strategie auf und zeigen folgendes
Resultat.

Satz 4.26. Fiir einen Graphen G mit gegebener Baumzerlegung X = ({X :
i €V}, T) kann ein optimales Vertex Cover in Zeit O(2¢%X) . |Vip|) gefunden
werden. Hier bezeichnet w(X) die Weite der Baumzerlegung X.

Beweis.

Wir geben einen Algorithmus an, welcher im wesentlichen auf dem Para-
digma des ,,Dynamischen Programmierens®“ basiert. Grundidee ist es, fiir
jedes der | V7| vielen Bags X; ,naiv¢ alle 215 Moglichkeiten zur Gewinnung
eines Vertex Cover auf dem durch X; induzierten Teilgraphen G[X;] auszu-
probieren. Dies geschieht in entsprechenden Tabellen A; (i € V). In einem
2. Schritt werden diese Tabellen gegeneinander abgeglichen. Wir arbeiten
uns dabei von den Tabellen, die zu den Bléttern von 1" gehtren, schrittweise
zur Tabelle der Wurzel vor. Durch den angesprochenen ,, Abgleich* der Ta-
bellen untereinander stellen wir sicher, daf3 wir von den ,,lokalen“ Losungen
auf den Graphen G[X;] zu einer ,globalen“ Losung auf G gelangen.

Im einzelnen verfihrt der skizzierte Algorithmus wie folgt:
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Schritt 0: Zu jedem X; = {z;,,...,2;, }, |Xi| = n, erstelle eine Tabelle

xil xiQ e xinrl xini m
0 0 0
0 0 0 1
A = o
1 1 ... 1 0
1 1 ... 1 1

Die Tabelle hat 2™ Zeilen und |n;|+ 1 Spalten. Jede Zeile repriisentiert
eine sogenannte ,, Farbung“ der Teilgraphen G[X;]. Darunter verstehen
wir eine 0 — 1 Sequenz der Linge n;, welche angibt, ob die jeweiligen
Knoten aus X; in das aktuelle Vertex Cover aufgenommen werden (=
»1%) oder nicht aufgenommen werden (= ,,0“). Formal ist eine Farbung
eine Abbildung

cW X ={wi,,.... 3, } —{0,1}.

Die Tabelle hat fiir jede mogliche der 2™¢ Farbungen einen zusétzlichen
Spalteneintrag.

Die letzte Spalte speichert (fiir eine jede solche Férbung C¥)) die An-
zahl m(C®) der Knoten, die ein minimales Vertex Cover bendtigen
wiirde, welches die Knoten aus X; entsprechend der Farbung C' () bein-
halten wiirde, das heifit

m(C%) = min{|V’|: V' C V ist ein Vertex Cover
-1
fiir G, so daB v € V' fiir alle v € (c@) (1)

N -1
und v ¢ V' fiir alle v € (C(Z)) (0)}.

Die Beschreibung dieses Werts geschieht durch das Dynamische Pro-
grammieren in nachfolgendem Schritt 2.

Natiirlich muf§ nicht jede Farbung ein Vertex Cover ,zulassen“, das
heiBt fiir eine gegebene Farbung C'®) ist es moglich, daB kein Vertex
Cover V' C V existiert, so daf3

-1
veV fiir alle v € (C’(Z)> (1) und

-1
veg V! fiir alle v € (C(Z)> (0).

Eine solche Féarbung heifit ,,ungiiltig®.
Nachfolgender Algorithmus iiberpriift Farbungen auf deren Giiltigkeit:
bool iswvalid (Firbung C: X; — {0,1})
result = true;
for (e ={u,v} € EG[XJ)
if (CO(u)=0ACH(v) =0) then result = false;
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Schritt 1:

Schritt 2:

Initialisiere die Tabellen:
Fiir alle Tabellen X; und eine jede Firbung C®) : X; — {0,1} setzen
wir

m(C®) ._{ ((C“))_l(l)(, falls (is_valid (C("))

+o0, sonst

Dynamisches Programmieren:

Wir arbeiten uns nun im Baum 7" der Baumzerlegung von den Blittern
zur Wurzel nach oben und ,gleichen® die jeweiligen Tabellen X; ge-
geneinander ab.

Sei j € Vp der Elternknoten von ¢ € V. Wir zeigen, wie die Tabelle
X durch jene von X; ,aktualisiert® wird.
Dazu nehmen wir an, daf}

Xi = {Zla”'vzs’u]-""’uti}

X] = {Zla"wZS?Ul"”’vtj}?

also inX] = {Zl, .. .,ZS}.

Fiir jede mogliche Farbung
C: {z,...,2zs} — {0,1}
und jede Erweiterung® C0) : X; — {0,1} setzen wir

m(CY)) — m(CcV)
+ min{ m(CW) | ¢ : X; — {0,1} Erweiterung von C'}
-l )]

Zusétzlich merken wir uns an dieser Stelle, welche Farbung C’,Ei) :

X; — {0,1} zur Bildung des Minimums in (*) gew#hlt wurde. Das
bedeutet: Wir ,,verzeigern“ die Zeile der Farbung CU) in Tabelle X
mit der Zeile der Farbung Cl,(f) in Tabelle X;. Auf diese Weise werden
alle Eintrége der letzten Spalte in A; durch jene von A; ,,aktualisiert®.

Hat ein Vektor j € Vp mehrere Kinder i1,...,4 € Vp, so wird die
Tabelle A; sukzessive gegen alle Tabellen A4; , ..., A; (auf diese Weise)
aktualisiert.

Der Schritt des dynamischen Programmierens wird durchgefiihrt, bis
wir die Tabelle des Wurzelknotens ,,aktualisiert haben.

SUnter einer Erweiterung einer Farbung C': W — {0,1} (wo W C V') verstehen wir
eine Farbung C': W — {0,1} mit W O W und C|w = C.
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Schritt 3:

Konstruktion eines optimalen Vertex Cover:

Die Grofle eines optimalen Vertex Cover ergibt sich aus dem Minimum
der Eintriage der letzten Spalte der Tabelle A, des Wurzelknotens r €
Vr.

Die zugehorige Farbung dieser Zeile gibt an, welche der Knoten des
» Wurzelbags® X, in diesem optimalen Vertex Cover enthalten sind.
Haben wir uns im Verlauf von Schritt 2 bei der ,,Aktualisierung® in
Formel (1) noch zusétzlich ,,gemerkt“ wie die Bildung des Minimums
zustande kam, so konnen wir nun durch Verfolgen der Verzweigung die
zugehorige Farbung der Knoten in allen bags von X (und damit die
Gestalt dieses optimalen Vertex Covers) rekonstruieren.

Zur Korrektheit des Algorithmus:

a)

Bedingung (1) der Definition (siehe Definition 2.4) einer Baumzerle-
gung (V' = Uy, Xi) stellt sicher, daf jeder Knoten in der Berechnung
beriicksichtigt wurde.

Bedingung (2) einer Baumzerlegung (Ve Jip : e € Xj,) stellt sicher,
daB nach der Behandlung der ,,ungiiltigen* Férbungen in Schritt 0 im
Verlauf der Berechnung nur noch tatséchliche Vertex Cover beriick-
sichtigt werden.

Bedingung (3) einer Baumzerlegung garantiert die ,Konsistenz“ des
dynamischen Programmierens:

Sollte ein Knoten v € V' in zwei verschiedenen bags X;, und X;, auf-
tauchen, so ist ausgeschlossen, daf fiir das errechnete optimale Vertex
Cover dieser Knoten in den jeweiligen Tabellen A;, bzw. A;, zwei un-
terschiedliche Farben zugewiesen bekommt. Dieser Konflikt hétte sich
spatestens in bag X, eines kleinsten gemeinsamen Vorfahren ¢ von
i1 und iy in T aufgelost. Denn laut Bedingung (3) der Baumzerlegung
mufl v ja auch in X, auftauchen.

Zur Laufzeit des Algorithmus:

Bei geschicktem Umsortieren der Tabellen kann das Aktualisieren einer Ta-
belle A; durch die Tabelle A; in Zeit

O(#Zeilen von A; + #Zeilen von A;) = 02Xl 4 21Xy = 0(29()

durchgefiihrt werden.
Fiir jede Kante e € Er in Baum T muB ein Abgleich zweier Tabellen statt-
finden, das heifit die Gesamtlaufzeit des Algorithmus ist gegeben durch

020 - |Br|) = 02 - |V )).
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Ahnliche Resultate wie jene von Satz 4.26 erhilt man fiir eine Vielzahl von
Graphenproblemen. Die Methode des ,,Dynamischen Programmierens® bei
gegebener Baumzerlegung liefert etwa

Mitteilung 4.27. Fiir einen Graphen G mit gegebener Baumzerlegung X
kénnen

a) Vertex Cover in Zeit O(2“’<3€) -|Vrl),
b) Independent Set in Zeit 0(2“(35) -|Vrl),

¢) Dominating Set in Zeit 0(4“’(36) -|Vrl),

berechnet werden. Hier bezeichnet w(X) die Weite der Baumzerlegung X und
|Vr| ist die Anzahl der Knoten des Baumes T der Zerlegung X.

4.5.2 Konstruktion von Baumzerlegungen

Es bleibt die Frage zu kldren, wie man bei gegebenem Graphen eine Baum-
zerlegung (mit moglichst kleiner Baumweite) erhalten kann. Hierzu zitieren
wir folgendes (tiefliegendes) Ergebnis von Bodlaender [5].

Mitteilung 4.28. Es gibt einen Algorithmus mit Laufzeit O(f (k) -n), wel-
cher fiir einen gegebenen Graphen tberprift, ob er Baumweite héchstens k
besitzt. Falls ja, so liefert der Algorithmus dariber hinaus auch eine zu-
gehdrige Baumzerlegung.

Es mufl angemerkt werden, dafl der zu Mitteilung 4.28 gehorige Algorithmus
(siehe [5]) sehr aufwendig ist und grofie konstante Faktoren mit sich bringt
(es ist etwa f(k) = 235%*). Es ist ein aktuelles Forschungsthema, die Effizienz
eines solchen Algorithmus zu verbessern.

Um nun einen parametrisierten Algorithmus fiir ein parametrisiertes Pro-
blem wie Vertex Cover zu erhalten, miissen wir die Mitteilungen 4.27 und 4.28
miteinander verschmelzen. Um dies ermoglichen zu kénnen, bedarf es einer
Beziehung zwischen der Baumweite eines Graphen und dem problemspezi-
fischen Parameter. Es gilt beispielsweise fiir Vertex Cover.

Lemma 4.29. Sei G ein Graph, welcher ein Vertex Cover der Grifie ve(Q)
besitzt, dann gilt: tw(G) < ve(G).

Beweis.
Es sei V! C V ein Vertex Cover von G = (V, E) mit |V'| = ve(G). Wir
geben eine Baumzerlegung X mit w(X) < ve¢(G) an. Es sei D :=V \ V' =
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{viy, .. 05, b Als Baumstruktur 7' wéihlen wir einen Pfad der Linge | D,
dh. T = (1,2,...,|D| — 1,|D]). Weiter definiere V; := V' U {v;,} fiir alle
j=1,...,|D|.

Zu zeigen bleibt, daBl X := ({V; : i € Vp},T) in der Tat eine Baumzerlegung
von G bildet (beachte, dafl w(X) = max;ecy,. |Vi| — 1 = ve(G)).

Wir iiberpriifen die 3 Eigenschaften aus Definition 2.4:

1. Fiir alle v € V gilt entweder v € V' oder v € D. In beiden Fillen ist
jedoch v € U;cy,. Vi

2. Sei {u,v} € E. Da V' ein Vertex Cover ist, konnen wir ohne Ein-
schrinkung annehmen, dafl v € V.

Fall 1: v e V' = {u,v} CVj firalle j =1,...,|D|.
Fall 2: v ¢ V! = v =, fireinl € {1,...,|D|} = {u,v} C V.

3. 8eiv € V;; und v € V,, flir i1 # 49, dann gilt nach Konstruktion
veV' CV,NV,.

O

Damit erhalten wir folgenden Algorithmus zur Losung des parametrisierten
Vertex Cover Problems:

input: Graph GG und Parameter k.
if (tw(G) > k) then
output (,Es gibt kein Vertex Cover der Grofie < k“)7
else begin
Berechne eine Baumzerlegung X von G.8
Lose Vertex Cover durch ,, Dynamisches Programmieren® auf X.°
end

Die Effizienz eines solchen Algorithmus hingt von zwei wichtigen Groflen
ab:

e Der Grifle der Baumweite fiir die ,Ja“-Instanzen des Problems, d.h.
von der Giite einer Abschéitzung wie jener in Lemma 4.29.

"Die Korrektheit dieses Schritts gilt nach Lemma 4.29.
8Berechnung der Baumzerlegung nach Mitteilung 4.28.
9Dynamisches Programmieren nach Satz 4.26.
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e Der Laufzeit des Algorithmus zur Konstruktion einer Baumzerlegung
(d.h. der Giite des Algorithmus aus Mitteilung 4.28).

Wie schon angesprochen ist es Gegenstand aktueller Forschung, Resultate in
diese Richtung zu verbessern. Man ist jedoch nicht immer auf Mitteilung 4.28
angewiesen. Fiir den Fall von planaren'® Graphen konnte — mit der Technik
sogenannter Graphseparatoren — folgendes gezeigt werden (siehe [?]).

Mitteilung 4.30. Sei G ein planarer Graph. Es bezeichne ve(G) die Grifle
eines minimalen Vertex Covers von G und vy(G) die Grifie einer minimalen
Dominating Set von G. Dann gilt:

tw(G) < c¢1-/ve(G) und
tw(G) < c2-/Y(G).

FEine Baumzerlegung der entsprechenden Weite kann in Zeit O(ve(G)>/%-n),
bzw. O(y(G)3/? - n) gefunden werden.

Die bisher nachgewiesenen Konstanten sind ¢; = 4+/3 und co = 6v/34.

Auf diese Weise ergeben sich — unter Hinzunahme der Ergebnisse aus Mit-
teilung 4.27 — nach dem eingangs erwiahnten Schema Algorithmen der Lauf-
zeit

o O(QClﬂn) zum Losen von planarem Vertex Cover.

° 0(462‘/En) zum Losen von planarem Dominating Set.

Zum Schlufi des Abschnitts wollen wir nochmals eine ,Intuition fiir die
Grundidee der Baumzerlegung* geben: Es ist hilfreich sich vorzustellen, dafl
eine Baumzerlegung eine Art ,Landkarte“ der Struktur (und Analyse) ei-
nes Graphens darstellt. Oftmals geben die Baumknoten der Zerlegung —
diese entsprechen einer Menge von Knoten des urspriinglichen Eingabegra-
phen — an, welche Information ein Algorithmus jeweils ,halten* muf. Als
Schlagworter seien hier etwa ,, Parse-Baume* oder ,,Baum-Automaten® gen-
nannt.

Beispielsweise besagt ein Satz von Courcelle [10], daf jede Grapheneigen-
schaft, die sich in sog. monadischer Logik 2.Stufe ausdriicken 148t fiir be-
schrankte Baumweiten erkennbar ist. Genauer bedeutet ,,erkennbar®, dafl im
Fall von Eingabegraphen mit beschrankten Baumweiten ein Baumautomat
angegeben werden kann, welcher erkennt, ob der Graph die besagte Eigen-
schaft hat. Auf diese Weise kann nach obigem Schema ein FPT-Algorithmus
fiir derartige Eigenschaften konstruiert werden.

Fin planarer Graph ist ein Graph, welcher sich ohne Kanteniiberschneidungen in der
Ebene zeichnen 148t.
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4.6 Graphminoren

In diesem Abschnitt soll kurz eine mathematisch wesentlich tiefliegende und
recht aufwendige Methoden zur Gewinnung parametrisierter Algorithmen
dargestellt werden. Eine halbwegs erschopfende Darstellung dieser Methoden
bediirfte einer eigenen Vorlesung. Dariiberhinaus ist die hier vorgestellte
Methode eher von theoretischem Interesse, da sie bislang offenbar noch nicht
zu effizienten parametrisierten Algorithmen fiihrt.

Es handelt sich im wesentlich um die Verallgemeinerung eines Satzes von
Kuratowski, welcher besagt, dal ein Graph genau dann planar ist, wenn er
nicht die Minoren K33 (vollstdndiger bipartiter Graph der Grée 3,3) und
K5 (vollstandiger Graph der GroBe 5) besitzt.

Definition 4.31. Ein Graph H heiffit Minor eines Graphen G (in Zeichen
H <,, G), falls ein zu H ,jisomorpher“ Graph durch wiederholte Anwendung
folgender zwei Operationen aus G erzeugt werden kann:

i) Herausnehmen eines Teilgraphen.

ii) Kantenkontraktion, d.h. ersetze eine Kante {u,v} durch einen neuen
Knoten w derart, dafl w Kanten zu allen Nachbarn von u und v erhélt
(wobei u und v selbst geloscht werden).

FEine Familie F von Graphen heifit abgeschlossen unter Minorenbil-
dung, falls gilt: Wenn G € F und H <,,, G, dann gilt H € F.

Aufgabe 4.32. Man versuche, den Teilgraphen H in Abbildung 7 als Minor
des Graphen G zu identifizieren.

¢ H

X

Abbildung 7: Minorenbildung aus gegebenem Graphen.

Zentral fiir die Bedeutung von Graphenminoren sind folgende zwei Sétze.

Mitteilung 4.33. Es sei F eine Familie von endlichen Graphen, die abge-
schlossen unter Minorenbildung ist, dann existiert eine endliche ,,Obstruk-
tionsmenge“ von Graphen Or = {H1,...H}, so daff

G¢F < FJie{l,... t}: Hi <, G
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gilt.

Der eingangs zitierte Satz von Kuratowski ist also ein Spezialfall dieses Sat-
zes, bei welchem die Obstruktionsmenge explizit angegeben werden kann.
Beachte, daf3 dies im allgemeinen nicht der Fall zu sein braucht. Es handelt
sich um eine reine Existenzaussage. Insbesondere existiert kein allgemeiner
Algorithmus zur Konstruktion einer solchen Obstruktionsmenge.

Der Satz aus Mitteilung 4.33 wird auch ,,Garphminorensatz“ genannt und
geht auf N. Robertson und P. D. Seymour zuriick. Der iiberaus tiefliegende
Beweis des Satzes ist iiber eine Serie von mehr als 20 Artikeln verteilt, welche
seit den 80er Jahren veroffentlicht wurden.

Die wichtigsten algorithmischen Konsequenzen des Graphminorensatzes er-
geben sich aus folgendem — ebenfalls Robertson/Seymour zu verdankenden
— ,,Minorentest“:

Mitteilung 4.34. Nachfolgender Minorentest kann fiir einen festen Gra-
phen H (,der Parameter®) in Laufzeit O(n3) (genauer: O(f(k)-n3), wo k <
Grifle von H) gelist werden, das Problem ist also in FPT:

Gegeben: Graphen G = (V,E) und H = (V' E').
Frage: Gilt H <,, G, d.h. ist H Minor von G?¢

Die Konstante, die sich hinter der O-Notation in Mitteilung 4.34 verbirgt,
héngt von dem Parameter H ab und ist riesig. Mit Mitteilung 4.34 lassen
sich also leider keine effizienten parametrisierten Algorithmen gewinnen. Das
Ergebnis kann allerdings als ein ,, Klassifikationswerkzeug®“ verwendet wer-
den.

Als typisches Anwendungsbeispiel fiir die Verwendung des Graphminoren-
satzes betrachten wir erneut Vertex Cover:

Es ist leicht nachzupriifen, daf fiir festes k£ die Familie von Graphen, welche
ein Vertex Cover der Grofle < k besitzen, abgeschlossen ist unter Mino-
renbildung. Nach dem Graphminorensatz (Mitteilung 4.33) gibt es also ei-
ne endliche Obstruktionsfamilie O. Fiir einen gegebenen Graphen G kann
mithilfe des Minorentests (Mitteilung 4.34) somit iiberpriift werden, ob fiir
mindestens ein Element H € Oy, gilt, dal H <,,, G, sprich ob G ein Vertex
Cover der GroBe < k besitzt. Auf diese Weise erhalten wir einen O(f(k)-n?)-
Algorithmus fiir Vertex Cover. Dabei ist f eine Funktion, welche durch die
Grofle der Graphen der endlichen Obstruktionsmenge O bestimmt wird.
Insgesamt zeigt dies, dafl Vertex Cover in FPT liegt.

Die erste Veroffentlichung, in welcher nachgewiesen wurde, dafi Vertex Cover
in FPT liegt, beruhte in der Tat auf diesem Beweisprinzip. Man vergleiche
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diesen Algorithmus mit dem einfacheren und dennoch wesentlich effiziente-
ren O(2% - n)-Suchbaumalgorithmus. Dies zeigt erneut, daf die Verwendung
des Graphenminorensatzes in der Regel nicht zur Entwicklung effizienter
Algorithmen, sondern eher als , Klassifikationswerkzeug® verstanden werden
mufl. Auflerdem ist der Graphminorensatz (Mitteilung 4.33) inhérent nicht-
konstruktiv, d.h. er liefert kein algorithmisches Verfahren zur Erzeugung der
Obstruktionsmengen.
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5 Beziige zur Approximation

Es gibt enge Beziige zwischen der Approximierbarkeit von Problemen und
der Existenz von FPT-Algorithmen. Zunéichst geben wir einige grundlegende
Definitionen aus dem Bereich der Approximationsalgorithmen.

Definition 5.1. Ein NP-Optimierungsproblem @ ist entweder ein Maxi-
mierungs- oder ein Minimierungsproblem, welches gegeben ist durch ein 4-

Tupel (I, Sq, fq,optqy) mit

(i) Ig ist die Menge der FEingabeinstanzen, erkennbar in polynomieller
Zeit.

(ii) Sq(z) ist die Menge der zuldssigen Losungen auf Eingabe x € Ig, so
daf} es ein Polynom p und eine in Polynomzeit berechenbare Relation
IT gibt derart, daf

Vaelg: Sq(r)={y: |yl <p(lz]) und I(z,y) }

(iii) fo(z,y) € Nist die Zielfunktion fiir jedes x € I und y € Sg(x); und
fo(z,y) ist in Polynomzeit berechenbar.

(iv) opty € {max, min}.

Eine optimale Losung fiir Eingabe x € Ig ist definiert als

optg(z) == optol fo(x,2) + 2z € Sg(z) }.

Beispiel 5.2. Man mache sich Definition 5.1 am Beispiel () =Vertex Cover
klar: I ist hier die Menge aller ungerichteten Graphen, = entspricht einem
solchen Graphen, Sg(x) besteht aus allen Knotenmengen, die ein (nicht
notwendig minimales) Vertex Cover bilden, fqo(z,y) entspricht der Anzahl
der Knoten in der Vertex Cover Menge y und opt(z) = min.

Zu einem NP—Optimierungsproblem @ 148t sich in natiirlicher Weise eine
»parametrisierte Version“ angeben:

Gegeben: z € I und k € N.
Frage a): 3y € Sg(x) mit fo(x,y) > k? (Maximierungsproblem)
Frage b): 3y € Sg(x) mit fo(z,y) < k? (Minimierungsproblem)

Definition 5.3. 1. Ein NP-Optimierungsproblem (Ig, Sg, fq, optg) hat
einen e-Approximationsalgorithmus, falls es fiir jedes x € Ig einen
Polynomzeit-Algorithmus gibt, der ein y € Sg(x) ausgibt mit der Ei-
genschaft

|fo(z,y) — optg(z)|
masx{optq (). Jo(w )]
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2. Ein NP-Optimierungsproblem @) hat ein Polynomzeit- Approximations-
schema (polynomial time approximation scheme, kurz: PTAS), wenn
es fiir jedes € > 0 und jedes z € Ig einen Polynomzeit e-Approxima-
tionsalgorithmus gibt.

3. Ein PTAS heifit volles Polynomzeit-Approzimationsschema (fully po-
lynomial time approximation scheme, kurz: FPTAS), falls die Lauf-
zeit des e-Approximationsalgorithmus polynomiell sowohl beziiglich
der Eingabegrofe |x| als auch beziiglich % ist.

Beispiel 5.4. Fiir Einzelheiten siehe z.B. das Buch von Papadimitriou [23].

1. Geméf Kapitel 1 (vgl. die Faktor-2-Approximation aus Lemma 1.3)
besitzt das Vertex Cover Problem einen %—Approximationsalgorithmus.

2. Bin Packing;:
Gegeben: a1,...,ay,C, B € N\ {0}.
Frage: Konnen die Zahlen aq,...,ay in B Teilmengen so unterteilt
werden, daB fiir jede die Summe ihrer Elemente hochstens C ist?

Dieses Problem ist NP-vollstéindig. Es besitzt ein PTAS, nicht jedoch
eine FPTAS (es sei denn P = NP). Die Laufzeit ist n@(/€),

3. Knapsack:
Gegeben: s1,...,sy, v1,...,0n, W, K € N\ {0}.
Frage: 37 C {1,...,N},sodaB > ,.rs; < W und >, pv; > K7

Dieses Problem ist ebenso NP-vollstindig. Knapsack besitzt jedoch
ein FPTAS — der Algorithmus hat Laufzeit O(”?S)

Folgendes, einfaches Ergebnis stellt eine wichtige Beziehung zwischen vollen
Polynomzeitschemata (FPTAS) und der parametrisierten Klasse FPT her:

Satz 5.5. Falls ein NP-Optimierungsproblem ein FPTAS besitzt, dann ist
die parametrisierte Version des Problems in FPT.

Beweis.

Sei Q = (Ig, Sq, fg,opty) ein NP-Optimierungsproblem mit einem FPTAS.
Wir beschrdnken uns in den nachfolgenden Betrachtungen auf Maximie-
rungsprobleme, d.h. auf den Fall opt, = max; der Beweis fiir den Minimie-
rungsfall wird analog gefiihrt.

Sei weiter (), die parametrisierte Version von (): Gegeben x € Ip und k € N;
existiert y € So(x) mit fo(x,y) > k?
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Wir wéhlen € = ﬁ Da @ ein FPTAS besitzt, gibt es also einen Algorithmus
mit polynomieller Laufzeit in der Eingabegrofie n = |x| und % = 2k, der fiir
Eingabe z € Ig ein y € Sg(x) ausgibt mit

maxg(x) — fo(z,y) . _ 1

maxq(x) 2k

Arithmetische Umformung ergibt

fo(z,y) -1 1 :2k:—1‘

maxq(z) — 2k 2k

Im Falle maxg(z) > k folgt hiermit fg(x,y) > k— % Da fg(z,y) ganzzahlig
ist, folgt somit auch fg(x,y) > k.

Wegen der Beziehung fg(z,y) < maxg(x) folgt im Fall maxg(x) < k erst
recht fo(x,y) < k.

Somit ergibt sich mit der Wahl von ¢ = ﬁ ein parametrisierter Algorithmus,
der zeigt, da} das parametrisierte Problem in FPT liegt. O

Wir schlielen diesem Satz zwei wichtige Bemerkungen an.

Bemerkung 5.6. 1. Der im Beweis zu Satz 5.5 beschriebene Algorith-
mus hat eine Laufzeit, die polynomiell sowohl in n = |z| als auch 2k
ist, also durch ein Polynom p(n, k) in zwei Variablen beschrieben wer-
den kann. Die Definition von FPT (Definition 3.7) erlaubt aber sogar
Laufzeiten der Form f(k)-n®(!) — sie miissen also nicht polynomiell
in k sein. Demzufolge kénnte man in Satz 5.5 die Forderung nach ei-
nem FPTAS ersetzen durch die Forderung nach einem PTAS mit der
zusétzlichen Eigenschaft, dafl es eine Konstante ¢ unabhéngig von e
gibt, so daf} der e-Approximationsalgorithmus fiir festes € > 0 in Zeit
O(n®) lauft.

2. Die Umkehrung von Satz 5.5 (d.h. die Implikation ,Nicht FPT = kein
FPTAS®) liefert die interessantere Aussage: Lafit sich fiir ein para-
metrisiertes Problem , zeigen®, dafl wenn es (,,wahrscheinlich“) nicht
in FPT liegt, so existiert (wahrscheinlich) auch kein FPTAS fiir das
zugehorige Optimierungsproblem. Mehr dazu im néchsten Kapitel.

Abschlieend sei noch bemerkt, dafi sich fiir bestimmte, , syntaktisch zu
definierende“ NP-Optimierungsprobleme zeigen l48t, dafl ihre parametri-
sierten Versionen in FPT liegen. Genauer heifit das, dafl alle Probleme aus
der sogenannten Maximierungsklasse MAXSNP und der Minimierungsklas-
se MINF*II; (h),h > 2, in FPT sind [7]. Ein Beispielproblem aus MAXSNP
ist MaxSat, eines aus MINF*II; (h) ist Vertex Cover. Das Problem MaxSat
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ist sogar MAXSNP-vollstéindig. Fiir derartige Probleme ist z.B. bekannt,
daf sie sich bis auf einen bestimmten konstanten Faktor approximieren las-

sen (es existiert also ein e-Approximationsalgorithmus mit € < 1), aber sie
besitzen kein FPTAS, wenn nicht P = NP (vgl. [2]).

Es sei angemerkt, dal mittels solchen allgemeinen Aussagen (wie Satz 5.5)
in der Regel nicht die effizientesten parametrisierten Algorithmen erhalten
werden koénnen.
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6 Parametrisierte Komplexitatstheorie

Nicht fiir alle parametrisierten Probleme lassen sich FPT-Algorithmen an-
geben. Ein Beweis dieser Aussage ist jedoch jenseits der gegenwirtigen
Moglichkeiten der Komplexitétstheorie. Allerdings hilft auch hier (wie bei
der ,klassischen Komplexitétstheorie“ mit der P versus NP Problematik)
der Ubergang von , absoluter” zu ,relativer* Komplexitit. Mithilfe von Be-
griffen wie Reduktion und Vollstéindigkeit lassen sich ,,vollstdndige Proble-
me* definieren, so daf} viele Indizien dagegen sprechen, daf3 diese Probleme
in FPT liegen. Beispiele solcher Probleme sind u.a. Independent Set und
Dominating Set.

Im folgenden wollen wir die notwendigen Begriffe und Formalismen ent-
wickeln, die zu einer solchen Theorie , hartnéckiger“ parametrisierter Pro-
bleme fithren. Der Begriff der Reduktion ist dabei das Herzstiick.

Es sei angemerkt, dafl wir hier natiirlich nur eine stark verkiirzte und ver-
einfachte Darstellung der Ergebnisse geben kénnen.

6.1 Parametrisierte Reduktion

Um parametrisierte Probleme sinnvoll klassifizieren zu koénnen, benotigen
wir den Begriff der Reduktion. Dieser erweist sich als technisch schwieriger
(da ,feiner*) als der in der klassischen Komplexitétstheorie iibliche Redukti-
onsbegriff. Nachfolgend geben wir die wohl wichtigste Definition im Rahmen
der parametrisierten Komplexitéitstheorie.

Definition 6.1. Seien L und L’ zwei parametrisierte Probleme iiber X.
Wir sagen, daf es eine parametrisierte Reduktion von L auf L’ gibt, wenn
folgendes erfiillt ist: Es gibt Funktionen k +— &’ und k — k” auf N und eine
Funktion (x, k) — 2/ von ¥* x N nach ¥* derart, daf}

1. (z,k) — 2’ ist in Zeit k”|z|°Y) berechenbar.

2. (x,k) € L gdw. (2, k') € L.
Beachte, daf} in obiger Definition gefordert wird, daf§ weder &’ noch k" vom
Eingabewort x abhéingen. Lediglich 2’ darf von k£ und z abhéingen. Auflierdem
sei darauf hingewiesen, dafl es auch noch die feineren Konzepte der streng

uniformen, uniformen und nicht-uniformen parametrisierten Reduktion gibt.
Diese sind fiir uns allerdings hier ohne Belang.

Der Begriff der parametrisierten Reduktion soll an folgendem Beispiel ausfiihr-
lich erldautert werden.
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Beispiel 6.2. 1) Wir beschéftigen uns zunéchst mit folgenden beiden
Problemen:

Weighted CNF Sat:

Gegeben: Aussagenlogische Formel F' in konjunktiver Normalform
und ein Parameter k € N.

Frage: Existiert eine erfiillende Belegung vom Gewicht k, d.h. eine
Belegung, bei der genau k Variablen mit ,, wahr* belegt werden?

Analog hierzu definiert man Weighted 3CNF Sat. Dabei darf jede
Klausel aus hochstens 3 Literalen bestehen.

Weighted Binary Integer Programming:

Gegeben: Eine Matrix A und ein Vektor b mit Eintragen aus {0, 1}
und ein Parameter k € N.

Frage: Hat A- 7 > D einen Losungsvektor iiber {0,1}, der aus ge-
nau k Einsen besteht (dabei ist ,,>“ komponentenweise zu verstehen)?

a) Um in der klassischen Komplexititstheorie die NP-Vollsténdig-
keit von 3CNF Sat (kurz: 3Sat) zu zeigen, reduziert man Sat auf
3Sat. Die Kernidee ist dabei wie folgt: Ersetze jeweils eine Klausel
der Form (I; V...V l,) durch einen Ausdruck der Form

(LLViIgVz)ANZ1I VIV 2ze) Ao A(Zm—3 Vim—1Vig). (2)

Hierbei bezeichnen z1, . . ., zp,—3 jeweils zusétzliche, neu eingefiihr-
te Variablen, die in der bisherigen Formel nicht vorkamen, und
l1,...,ln sind Variablen, oder negierte Variablen, sprich Literale.

Es ist leicht nachzupriifen, daff die solchermafien entstehende
3CNF-Formel genau dann erfiillbar ist, wenn es die urspriing-
liche CNF-Formel war; die Formeln sind also — wenn auch nicht
,logisch dquivalent”“ — , erfiillbarkeitsiquivalent®.

Diese Reduktion von Sat auf 3Sat ergibt aber keine parametri-
sierte Reduktion: Nehmen wir an, die urspriingliche Sat-Formel
hétte eine erfiillende Belegung mit Gewicht k, welche genau ein
Literal [; in der Klausel ({1 V...V l,,) wahr macht. Um aber nun
den Ausdruck (2) zu erfiillen, mufl man alle Variablen 21, ..., 22
mit ,,wahr® belegen. Das bedeutet aber, daf} sich das Gewicht der
erfiillenden Belegung &ndert, genauer gesagt, um j — 2 fiir die-
se Klausel grofler wird. Entgegen Definition 6.1 hinge damit der
Wert des ,,neuen® Parameters nicht nur vom ,,alten® ab, sondern
auch von der Struktur der alten Formel (Klauselgrofen, ...). Also
handelt es sich um keine parametrisierte Reduktion.

In der Tat hétte es schwerwiegende Konsequenzen (Zusammen-
bruch der noch einzufithrenden ,, W-Hierarchie“ von parametri-
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sierten Komplexitéitsklassen), géibe es eine parametrisierte Re-
duktion von Weighted CNF Sat auf Weighted 3CNF Sat. Des-
halb gilt die Existenz einer solchen parametrisierten Reduktion
als unwahrscheinlich, ja der Nachweis einer solchen kdme einer
Sensation gleich.

b) Eine aussagenlogische Formel wird als monoton bezeichnet, falls
sie keine Negationssymbole beinhaltet. Damit erh&lt man in na-
tiirlicher Weise das Weigthed Monotone CNF Sat Problem.
Wir beschreiben nun eine parametrisierte Reduktion von Weigh-
ted Monotone CNF Sat auf Weighted Binary Integer Program-

ming:
Gegeben sei die CNF-Formel F' = C1 A...AC)p, wobei C1,...,C),
Klauseln sind, die aus den Variablen z1,...,z,, bestehen. Defi-

niere die Bindrmatrix A = (a;j)1<i<p1<j<m vermoge

1 falls x; €y
T 0 falls zj ¢ C;

und sei 7 der aus p Einsen bestehende Vektor. Dann gilt:

A- X > b hat einen Losungsvektor = vom Gewicht k
=
F hat eine erfiillende Belegung vom Gewicht k.

Diese Reduktion erfiillt also die Forderungen von Definition 6.1,
insbesondere, da sie auch in Zeit |F|9() durchgefithrt werden
kann.

2) Wir betrachten nun die schon bekannten (vgl. Abschnitt 2.2.1) para-
metrisierten Versionen der Graphprobleme Vertex Cover, Independent
Set und Clique. Es gelten folgende Beziehungen:

i) Ein Graph G = (V, E) hat eine Independent Set I der GroBe k,
genau dann wenn die Menge V' —I ein Vertex Cover der Grofie n—
k ist (wobei n := |V|).

ii) Ein Graph G = (V, E) hat ein Independent Set der Grofle k,
genau dann wenn der Komplementgraph G = (V,E) (d.i. der
Graph, bei welchem eine Kante {u, v} existiert, genau dann wenn
{u, v} keine Kante von G ist) eine Clique (d.h. einen vollstdndigen
Teilgraph) der Groe k besitzt.

Die zu i) gehorige Reduktion ist keine parametrisierte Reduktion, da
der ,alte* Parameter k& durch den ,neuen“ k' = n — k ersetzt wird,
welcher also im Widerspruch zu Definition 6.1 auch von der Eingabe
selbst und nicht nur vom Parameter k abhéngt.
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Hingegen erfiillt ii) die Bedingungen von Definition 6.1, es handelt sich
also um eine parametrisierte Reduktion. Clique und Independent Set
sind damit auch im parametrisierten Sinne ,,gleich schwer®.

Bemerkung 6.3. e Esist eher die Ausnahme als die Regel, dafi , klassi-
sche Reduktionen* auch als parametrisierte Reduktionen taugen; letz-
tere erfordern in der Regel groflere Sorgfalt und mehr technischen Auf-
wand.

e Sollte sich ,erweisen*, dafl irgendein parametrisiertes Problem nicht
in FPT liegt, so ,darf“ es keine parametrisierte Reduktion von diesem
Problem auf z.B. Vertex Cover oder irgendein anderes Problem in FPT
geben.

6.2 Parametrisierte Komplexititsklassen

Die NP-Vollstandigkeit des Erfiillbarkeitsproblems fiir aussagenlogische For-
meln in konjunktiver Normalform (Sat) wurde dadurch gezeigt, dafl quasi die
Berechnung einer nichtdeterministischen Turingmaschine mit polynomieller
Laufzeit durch eine aussagenlogische Formel beschrieben wurde. Der Glau-
ben an die Hartnéckigkeit von NP-vollstindigen Problemen wie Sat, Vertex
Cover oder Clique beruht insbesondere auch darauf, daf3 es eben als recht
unwahrscheinlich gilt, dafl man eine nichtdeterministischen Turingmaschi-
ne mit polynomieller Laufzeit durch eine deterministische Turingmaschine
mit polynomieller Laufzeit simulieren kann. Wir haben demgeméf folgendes,
einfaches NP-vollstéindiges Problem:

Turing Machine Acceptance:

Gegeben: Eine nichtdeterministische Turingmaschine M, ein Eingabewort x
fiir M und eine unér (d.h. tiber einem einelementigen Alphabet) kodierte
Zahl m.

Frage: Besitzt M auf Eingabe x einen akzeptierenden Berechnungspfad der
Lange < m?

In der ,parametrisierten Welt“ gibt es nun folgendes Analogon:
Short Turing Machine Acceptance:

Gegeben: Eine nichtdeterministische Turingmaschine M, ein Eingabewort x
fiir M und ein Parameter k£ € N.

Frage: Besitzt M auf Eingabe x einen akzeptierenden Berechnungspfad der
Lénge < k7

Ahnlich wie sich philosophisch iiber die Hartniickigkeit von Turing Machine
Acceptance diskutieren 148t, ist das von einem , parametrisierten Blickwin-
kel“ aus auch fiir Short Turing Machine Acceptance moglich. Es besteht
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wenig Hoffnung, dal Short Turing Machine Acceptance einen effizienten pa-
rametrisierten Algorithmus besitzt. D.h., dafl dieses Problem wohl nicht in
FPTliegt. (Versuche, einen Algorithmus mit Laufzeit f(k)-n°() anzugeben!
Gelédnge dies, so wire man reif fiir eine Sensation.)

Demgeméaf taugt Short Turing Machine Acceptance als Kernproblem zur
Betrachtung einer Klasse ,harter* parametrisierter Probleme (mithilfe des
Reduktionskonzepts). Leider ist das Studium ,,parametrisierter Hartnéckig-
keit“ technisch komplizierter als das vergleichbare Konzept in der klassischen
Komplexitatstheorie. Demzufolge sind die zugehorigen Komplexitatsklassen
auch aufwendiger zu definieren.

Der Grundgedanke bei der Einfithrung parametrisierter Komplexitatsklas-
sen ,.iiberhalb* von FPT ist die Klassifikation von Problemen gemé&f ihrer
»logischen Tiefe®. Im Gegensatz zur klassischen Komplexitétstheorie werden
diese Komplexitétsklassen also nicht iiber entsprechende Maschinenmodelle
definiert. Vielmehr benutzen wir folgendes Konzept:

Definition 6.4. 1. Ein Boolesches Schaltnetz C ist ein gerichter, azy-
klischer Graph, bei dem die Knoten als Gatter bezeichnet werden.
AuBlerdem wird jedem Gatter eine aussagenlogische Funktion (UND,
ODER, NEGATION) oder eine Eingabevariable zugeordnet. Schlielich
gibt es noch ein ausgezeichnetes Gatter, das die Ausgabe des Schalt-
netzes bestimmt.

2. Kleine Gatter von C sind Gatter UND, ODER, NEGATION, wobei der
Eingangsgrad durch 2 beschrénkt ist. Grofie Gatter von C sind Gatter
UND, ODER, NEGATION mit Eingangsgrad groBer als 2.1

3. Die Tiefe von C ist die maximale Anzahl von Gattern auf einem
Eingabe-Ausgabe-Pfad. Die Weft'? von C ist die maximale Anzahl
von groflen Gattern auf einem Eingabe-Ausgabe-Pfad in C.

Beispiel 6.5. Abbildung 8 zeigt ein Weft 2, Tiefe 4 Schaltnetz.

Definition 6.6. Sei F = {C1,C5,C3,...} eine Familie von Schaltnetzen,
wobei C; genau i Eingabevariablen besitze. Wir definieren

Ly :={< Cj,k >| C; hat eine erfiillende Belegung mit Gewicht & }.

Lz p ist dann Lz eingeschrénkt auf Weft ¢ und Tiefe h Schaltnetze.

1Dje Festlegung auf die Konstante 2 als Trennwert zwischen kleinen und grofen Gattern
ist hier rein willkiirlich. Es hétte eine beliebige andere Konstante > 2 sein kénnen. Dies
kommt z.B. auch spéter in der Definition 6.10 zum Tragen.

12Von Englisch ,,SchuBfaden® (bei einem Webstuhl).
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X1 X2

Ausgabe

Abbildung 8: Schaltnetz der Tiefe 5 und Weft 2.

Beispiel 6.7. Weighted CNF Sat gehort zu Lz(; 2); Weighted 2CNF Sat
gehort zu Lg(y 9)-

Definition 6.8. Ein parametrisiertes Problem L gehort zur Komplexitéts-
klasse Wt] genau dann, wenn es mittels einer parametrisierten Reduktion
auf die Sprache einer Schaltnetzfamilie Lz ) zuriickgefithrt werden kann,
so daf} die Tiefe h konstant ist.

Beispiel 6.9. 1. Independent Set und Clique sind in W1]:
Beobachtung:

Ein Graph G = (V, E) mit V = {1,2,...} hat eine Independent Set

der Grofle k.
=
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Nachfolgende Formel hat eine erfiillende Belegung vom Gewicht k:

N @ivz). (3)

{i,j}€FE

Beachte, daf} eine Independent Set genau die Eigenschaft hat, dafl von
je zwel benachbarten Knoten ¢,j € V (d.h. {i,j} € E) hochstens
einer in der Independent Set liegen kann. Dies entspricht gerade der
aussagenlogischen Formel z; Ax; = 7; V 7.

Leicht zu iiberpriifen ist, dafl die Abbildung von Independent Set
auf das beschriebene Erfiillbarkeitsproblem mit einer parametrisier-
ten Reduktion geméfl Definition 6.1 geschehen kann. Da obige For-
mel (3) in 2CNF ist, somit insbesondere auch durch ein Weft 1, Tiefe
2 Schaltnetz beschrieben werden kann (d.h. also auf L z(1,2) zuriick-
gefiihrt werden kann), folgt mit Definition 6.8, daf§ Independent Set in
W1] ist.

Mit der parametrisierten Reduktion aus Beispiel 6.2.2.(ii) (Ubergang
auf den Komplementgraph) folgt auch, dafi Clique in W1] liegt.

2. Dominating Set ist in W[2]:
Beobachtung:

Ein Graph G = (V, E) mit V = {1,2,...} hat eine ,Dominating Set*
der Grofe k.
<~
Nachfolgende Formel hat eine erfiillende Belegung vom Gewicht &
(dabei bezeichne N (i) die Menge der Nachbarknoten des Knotens i):

/\ \/ (l‘i,l'il,...,l‘i].). (4)

i€V N(@)={i1,..i;}

Dies zeigt, dal sich Dominating Set durch eine parametrisierte Re-
duktion auf das in (4) beschriebene, gewichtete Erfiillbarkeitsproblem
zuriickfithren 1é83t. Dieses wiederum ist durch Schaltnetze der Familie
L5 (2,9) beschreibbar, sprich Dominating Set liegt in W/[2].

Beachte, dafl es — im Gegensatz zu Formel (3) — bei der Formel (4) zweier
aufeinanderfolgender Gatter mit unbeschréanktem Eingangsgrad bedurfte. In
diesem Sinne haben also Clique und Dominating Set verschiedene logische
Tiefe. Gemaf nachfolgender Theorie kéime es einer Sensation gleich, konnte
man Dominating Set als ein Weighted ¢gCNF Sat Problem (mit konstantem
q) ausdriicken.
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6.3 Vollstindige Probleme und die W-Hierarchie

Zur Definition von W{t] betrachteten wir folgende Probleme:
Weighted Weft ¢t Depth h Circuit Satisfiability (WCS(¢,h)):

Gegeben: Ein Schaltnetz C' mit Weft ¢t und Tiefe h und ein k& € N.
Frage: Hat C' eine erfiillende Belegung mit Gewicht k?

Weighted 3CNF Sat ist z.B. ein Spezialfall von WCS(1,2). Uns interessiert
nachfolgend unter anderem die Frage, wie grofi die Konstante h in der De-
finition von W t| und speziell W[1] sein mu8.

Definition 6.10. Unter W1, s] verstehen wir die Teilmenge von W1], wel-
che mittels einer parametrisierten Reduktion auf die Sprache Ly, der Fa-
milie F(s) von s-normalisierten Schaltnetzen der Weft 1 und Tiefe 2 re-
duziert werden konnen. Dabei bedeutet s-normalisiert, daf3 sich in Tiefe 1
nur ODER-Gatter mit Eingangsgrad hochstens s befinden und in Tiefe 2 ein
einziges, groffes UND-Gatter ist.

Mit groflem technischen Aufwand 143t sich folgendes Zwischenergebnis be-
weisen. Wir benétigen zur Formulierung des Ergebnisses noch den Begriff
der ,,Antimonotonie*:

Definition 6.11. Antimonotone W1, s] ist die Einschrénkung von W1, s]
auf Schaltnetze, bei welchen alle Eingabevariablen negiert in das Schaltnetz
gegeben werden, im eigentlichen Schaltnetz dann aber keine Negationsgatter
mehr auftauchen.

Damit erhalten wir das angekiindigte Resultat (vgl. [12, Lemma 10.5, Theo-
rem 10.6]):

Mitteilung 6.12. Es gelten folgende Aussagen:

1. W1 =g, W1, s].

2. WIl,s] = Antimonontone W1, s] fir s > 2.
Mithilfe obiger Mitteilung 148t sich zeigen, dafl die Schaltnetze, welche wir
zur Beschreibung von W[1] tatsichlich benotigen, von sehr spezieller Gestalt

sein konnen (vgl.[12, Theorem 10.7.]). Dieses Ergebnis wird zur Beschrei-
bung W[1]-vollstéindiger Probleme von groflem Nutzen sein.

Satz 6.13. Es gilt W[1] = W1, 2].
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Beweis.
Die Inklusion ,,0* ist nach Definition 6.10 klar.

Fiir die umgekehrte Inklusion geniigt dank Mitteilung 6.12 der Nachweis der
Inklusion

Antimonotone W|l,s] C W[1,2], fiir alle s > 2.

Sei also ein Antimonotone W1, s|-Schaltnetz C' gegeben. Wir werden hierzu
einen Ausdruck C’ in 2CNF konstruieren, so daf} folgendes gilt:

C hat eine erfiillende Belegung vom Gewicht k
=
C’ hat eine erfiillende Belegung vom Gewicht k' := k2K + 377 (’:)

Zunichst zur Konstruktion von C’ aus C: Seien z1, . .., x, die Eingabevaria-
blen von C'. Wir betrachten alle Teilmengen der Gréflen 2 bis s der Eingabe-
variablenmenge. Bezeichne diese Teilmengen mit Ay,..., A,. Die Eingaben

eines ODER-Gatters von C' entsprechen also genau einem A;,1 < i < p.
Zu jedem A; korrespondiere in C” eine neue Variable v;. Falls v; den Wert
,wahr“ hat, so bedeutet dies also, dal alle Variablen, deren negierte Werte
Eingénge des zu A; gehorenden ODER-Gastters sind, ebenso ,,wahr® sind.
Deshalb wird in der Konstruktion von C” das zu A; gehérende ODER-Gatter
durch v; ersetzt. Desweiteren werden fiir jede Eingabevariable z; genau ok
neue Eingabevariablen (,Kopien“) z;,...,2;9¢_; eingefiihrt.

Die Konstruktion von C” aus C' sieht nun wie folgt aus:

Zunichst werden alle ODER-Gatter durch die entsprechenden Negationen
von v;’s ersetzt. Desweiteren werden folgende weiteren Bestandteile jeweils
per UND-Verkniipfung angehéngt (diese dienen dazu, notwendige Nebenbe-
dingungen und die Korrektheit der Behauptung zu garantieren):

a) T, = Tjrq1(modok) Urj=1,...,n und r =0,...,2F — 1.
b) vy = v; falls A; C Ay

c) v; = x;p falls x; € A;.

Informell ausgedriickt implizieren diese Bedingungen, daf} eine Belegung von
C' nur dann erfiillend sein kann, wenn folgendes gilt: Ist ein v; ,,wahr“, so
miissen auch alle v;, welche zu Teilmengen A; C A; gehéren ,wahr® sein
(Bed. b)). Dariiber hinaus verlangen Bedingung c) und a), daf§ in diesem
Fall auch alle ,, Kopien® zjo,...,x;9x_; von Variablen x;, welche in diesen
Teilmengen A; C A; auftauchen, ,wahr® sein miissen.
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Beachte, daf3 die obigen Implikationen jeweils durch eine zweistellige ODER-
Verkniipfung ausgedriickt werden konnen. Dies beschlie3t die Konstruktion
von C’. Die Grofle von C” im Vergleich zu C' wiichst groffenordnungsméBig
nur um den Faktor 2%, bzw. additiv um Y7 , (7) = O(n®) fiir konstan-
tes s. Die Konstruktion ist daher durch eine parametrisierte Reduktion zu
bewéltigen.

Zur Korrektheit der Konstruktion und damit der Behauptung:

i)

ii)

Annahme: C hat eine erfiillende Belegung vom Gewicht &, die genau
die Variablen x;,, ..., x;, mit ,wahr* belegt. Dann setzte die 2F .k Va-
riablen T, 0,. .., j ok 15+ Tj 05 -+ Tj, ok aul ,wahr® und ent-
sprechend alle Variablen v;, die zu einem der A; gehoren, welche eine
Teilmenge der Variablen in z;, ..., z;j, bilden. Davon gibt es > "7 , (lf)
viele. Nach Konstruktion von C” gibt das eine erfiillende Belegung vom
. k

Gewicht k2% + 37 , (%) = K.

Umkehrannahme: C’ hat eine erfiillende Belegung vom Gewicht k&' =
K2k +3577 (’f) Bedingung a) besagt, daf§ fiir jedes j gilt:

z;j, = TRUE fiireinr € {1,...,28 -1} =
zj; = TRUE fiir allel € {1,...,2F — 1}

Diese Eigenschaft und die Tatsache, dafi 2¥ > P (’:) garantieren,
daf} fiir eine erfiillende Belegung von C’ mit Gewicht k' genau k ,,Ko-
piemengen* (jede der Grofie ok ) auf ,wahr“ gesetzt sind. Diese entspre-
chen einer Belegung von C' mit Gewicht k& (man identifiziere wiederum
jede der ,, Kopiemengen® x;,...,%;9k_1 aus C’" mit der Variablen z;
in C). Nach Konstruktion ist es leicht zu sehen, daf die so erhaltene
Belegung von C erfiillend ist. Insbesondere stellen dabei die Bedingun-
gen b) und c) sicher, dafl die Belegung der Variablen v; ,kompatibel®

mit den Belegungen der Kopiemengen sind.

O

Mithilfe von Satz 6.13 lassen sich nun relativ einfach Vollstéandigkeitsbeweise
fiir W1] fithren:

Satz 6.14. Folgende Probleme sind W[1]-vollstindig:

e Independent Set.

o (Clique.
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o Weighted qCNF Sat fiir konstantes q > 2.

e Short Turing Machine Acceptance.

Beweisskizze. Leicht sieht man (vgl. das Beispiel 6.9), dafl Independent Set
und Clique in W1] sind. Es verbleibt also die ,Hérte“ nachzuweisen. Mit
Satz 6.13 und Mitteilung 6.12 miissen wir hierzu zeigen, dafl wir das gewich-
tete Erfiillbarkeitsproblem fiir antimonotone 2CNF-Formeln mittels einer
parametrisierten Reduktion auf z.B. Independent Set (der Beweis fiir Clique
lauft analog) zuriickfithren konnen. Sei dazu F' eine antimonotone Formel in
2CNF. Wir konstruieren einen Graph G, bei welchem jeder Variablen in F
ein Knoten in Gy und jeder Klausel eine Kante entspricht. Dann ist leicht
zu sehen (man mache sich dies an einem einfachen Beispiel klar!):

F hat eine erfiillende Belegung vom Gewicht k.
=
GF hat eine Independent Set der Grofle k.

Die Vollsténdigkeit von Weighted ¢qCNF Sat ergibt sich direkt aus der Kon-
struktion in Satz 6.13.

Fiir die Vollstéindigkeit von Short Turing Machine Acceptance verweisen
wir auf [12, S.245/250]. Die Idee besteht darin, Clique auf Short Turing
Machine Acceptance (parametrisiert) zu reduzieren. Wichtig hierbei ist, dafl
die zu konstruierende TM ein unbeschréinktes Eingabealphabet haben darf.
Short Turing Machine Acceptance mit beschranktem (d.h. konstant groffem)
Eingabealphabet liegt in FPT. O

Abschlielend wollen wir darauf hinweisen, dafl es wohl Probleme gibt, wel-
che zwischen P und NP liegen (also nicht NP-vollstindig sind, aber auch
nicht in P liegen), aber dennoch W[l]-vollstindig sind. Dies gilt etwa fiir
die Berechnung der sog. Vapnik-Chervonenkis-Dimension, einem Problem
aus der Lerntheorie. Dies soll zeigen, daf} die klassische Komplexitatstheorie
und die parametrisierte Komplexitéatstheorie in gewisser Hinsicht ,,orthogo-
nal“ zueinander liegen: Im klassischen Sinne ist Vertex Cover ,schwerer®
als die Bestimmung der Vapnik-Chervonenkis-Dimension (da Vertex Cover
NP-vollstéindig ist), im parametrisierten Sinn jedoch ,leichter” (da in FPT).

Abschlieflend soll noch kurz die W-Hierarchie vorgestellt werden, welche
parametrisierte Probleme — wie bereits erwdhnt — geméfl ihrer logischen
Tiefe klassifiziert:

Definition 6.15. Die W -Hierarchie ist die Vereinigung aller parametrisier-
ten Komplexitétsklassen W(t], ¢ > 1, zusammen mit den zwei zusétzlichen
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Klassen W[Sat] und W[P], wobei diese analog zu den W{t]-Klassen defi-
niert sind, nur daf bei W[P] keine Beschriankung der Schaltnetztiefe besteht
und bei W[Sat] aussagenlogische Formeln polynomieller Grofie (anstelle von
Schaltnetzen polynomieller Grofie wie bei W[P]) verwendet werden. Somit
haben wir

FPT C W[1] C W[2] C ... C W[Sat] C W[P].

Es wird vermutet, dafl obige Inklusionen alle echt sind. Es 148t sich im
iibrigen einfach zeigen, dafl mit P = NP bereits W[P] =FPT gelten wiirde.
Die Giiltigkeit der Umkehrung dieser Aussage ist nicht bekannt.

Zur Angabe vollstandiger Probleme fiir die W-Hierarchie brauchen wir noch:

Definition 6.16. Eine aussagenlogische Formel heifit t-normalisiert, falls sie
von der Form ,, Produkt-von-Summen-von-Produkten-von-...“ von Literalen
ist mit ¢ — 1 Alternierungen.

Beispiel 6.17. CNF ist 2-normalisiert.
Mitteilung 6.18. Weighted t-normalized Sat ist W [t]-vollstandig firt > 2.
Mitteilung 6.19. Dominating Set ist W|[2]-vollstindig.

Beispiel 6.20. Abschlielend wollen wir ein Beispiel fiir die verschiedenen
Parametrisierungsmoglichkeiten und damit verbunden die verschiedenen pa-
rametrisierten Komplexitdten eines Problems geben.

Longest Common Subsequence Problem (LCS)

Gegeben: k Zeichenketten X1, ..., Xy iiber einem Alphabet ¥ und m € N.
Frage: Existiert X € ¥* mit |X| > m, so da§ X Teilsequenz(Beachte, dafl
hier nicht Teilzeichenkette gemeint ist.) aller X; ist?

LCS spielt eine wichtige Rolle in der algorithmischen Biologie. Es 1df3t sich
auf verschiedene Weisen ,,parametrisieren*:

LCS1: Nur k als Parameter.
LCS2: Nur m als Parameter.

LCS3: k und m als Parameter.

Der gegenwértige Kenntnisstand iiber die parametrisierte Komplexitét die-
ser Varianten 1483t sich folgender Tabelle entnehmen:
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Problem ‘ Parameter ‘ |2] unbeschrankt ‘ || beschrénkt

LCS1 k Wt]-hart fiir alle ¢ > 1 W[1]-hart
LCS2 m W2]-hart FPT
LCS3 k,m W1]-vollsténdig FPT

Es ist also immer sorgfiltig zu untersuchen, welche Parametrisierung fiir das
gegebene Problem (anwendungsbedingt) sinnvoll ist.

6.4 Strukturelle Ergebnisse

In diesem Abschnitt sollen noch kurz Indizien aufgezeigt werden, die fiir
die ,,Echtheit“ der W-Hierarchie und insbesondere die Hartnéckigkeit von
W(1]-harten Problemen sprechen. Die fundamentale Hypothese der parame-
trisierten Komplexitétstheorie ist die Ungleichheit

W(1] # FPT.
Eine weitere Hypothese ist beispielsweise
WI1] # W2].

Da es beim gegenwéartigen Stand der Forschung als recht hoffnungslos gilt,
eine Aussage wie W[1] # FPT zeigen zu konnen, geht man iiber zu ,relati-
ven Aussagen“. Wiirde also z.B. die Annahme W[1] =FPT eine Aussage (in
der klassischen Komplexitétstheorie) implizieren, welche als sehr unwahr-
scheinlich oder {iberraschend gilt? In diese Richtung stoflen die nachfolgend
vorgestellten Sétze, die ohne Beweis nur als Mitteilung gegeben werden.

Leider ist keine derart starke (relative) Aussage wie etwa
W[P| = FPT = P = NP

bekannt. Deshalb miissen wir zu ,,schwéicheren Aussagen® iibergehen, wozu
das Konzept des ,,beschrankten Nichtdeterminismus“ bendtigt wird.

Definition 6.21. 1. NP[f(n)] bezeichne die Klasse von Entscheidungs-
problemen, die in polynomieller Zeit von einer nichtdeterministischen
Turingmaschine gelost werden kénnen, welche nur f(n) viele nichtde-
terministische Schritte erlaubt.

2. SUBEXPTIME [f(n)] bezeichne die Klasse von Sprachen, die von ei-
ner deterministischen Turingmaschine in Zeit n©® . 29(") fiir ein ¢ in
o(f(n)) akzeptiert werden kénnen.

Mitteilung 6.22. Folgende Aussagen sind dquivalent:
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(i) W[P] =FPT.

(ii) Es gilt NP[f(n)] € SUBEXPTIME [f(n)] fir alle in Polynomzeit be-
rechenbaren Funktionen f(n) mit f(n) > logn.

Beachte, daf obige Aussage (i¢) anschaulich bedeutet, daf fiir jedes NP|[f(n)]-
Problem ein deterministischer Algorithmus gefunden werden kann, welcher
mit weniger Schritten auskommt, als der naive Ansatz, welcher alle exponen-
tiell vielen Moglichkeiten durchprobiert. Dies gilt in der klassischen Kom-
plexitatstheorie als sehr unwahrscheinlich.

Mitteilung 6.23. W[1] =FPT = 3CNF Sat kann in Zeit 2°) gelist wer-
den.

Auch diese Folgerung gilt in der klassischen Komplexitétstheorie als sehr
unwahrscheinlich. Der bislang beste Algorithmus fiir 3SCNF Sat hat Laufzeit
~ 1.5" = 20 £ 20(") (siehe [17, 26]).
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7 Blick zuriick und nach vorn

Das Studium parametrisierter Algorithmen und ihrer Komplexitéit ist ein
junges und vielversprechendes Forschungsbgebiet mit unstrittiger prakti-
scher Relevanz. Neue Techniken (Reduktion auf den Problemkern, tiefen-
beschrinkter Suchbaum, Farbkodierungen etc.) sind die Grundlage fiir ef-
fiziente parametrisierte Algorithmen. Ahnlich wie in der klassischen Kom-
plexitéitstheorie P und NP, so stehen sich in der parametrisierten Komple-
xitétstheorie FPT und W{1](-Hérte) als gutartige und bosartige Probleme
gegeniiber. Leider ist bislang noch nicht der Beleg erbracht, dafl die Mehr-
zahl der Probleme in FPT wirklich effiziente, praxistaugliche Algorithmen
besitzen. Dies mufl Gegenstand zukiinftiger Forschung sein.

Zusammenfassend lassen sich folgende Themen als Hohepunkte des behan-
delten Stoffs betrachten.
e Vertex Cover und seine effizienten parametrisierten Algorithmen.

e parametrisierte Algorithmen im Vergleich mit anderen Ansétzen zur
Handhabung kombinatorisch schwieriger Probleme.

e Fixed parameter tractable Probleme.

e Reduktion auf den Problemkern.

e Suchbdume beschrinkter Tiefe.

e Farbkodierungen und Hashing.

e Approximation und parametrisierte Algorithmen.

e parametrisierte Reduktion.

e W-Hierarchie und vollstédndige Probleme.
Die Zukunft des Gebiets der parametrisierten Algorithmen héngt eng mit
ihrer Bewdhrung in der Praxis zusammen. Bislang wurden noch relativ we-
nige der Algorithmen implementiert. Aufferdem ist von entscheidender Be-
deutung, ob FPT wirklich auch als Konzept fiir effiziente parametrisierte
Algorithmen tragfihig ist. Letzlich entscheidet sich das Schicksal parametri-
sierter Algorithmen wohl auch im direkten Vergleich mit in der Praxis einge-
setzten heuristischen Verfahren und den Beziigen zwischen beiden Ansétzen,
ggf. auch ihrer Kombinierbarkeit. Viel ist noch zu tun — auch im Rahmen

von Studien- und Diplomarbeiten, die sowohl theoretisch als auch praktisch
ausgerichtet sein kénnen.
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chordaler, 26
planarer, 23, 37
Grapheneigenschaft, 22
vererbbare, 22
Graphminoren, 37
Graphminorensatz, 38

Hash-Funktionen
k-perfekte, 34

Hashing, 32, 34, 35

Heuristische Verfahren, 10

Hitting Set, 21, 27

2HS, 21

3HS, siehe Hitting Set

Independent Set, 12, 18, 47, 50, 54

Kiinstliche Intelligenz, 10, 14
Kantenhinzufiigungsproblem, 24
Kantenkontraktion, 37
Kantenloschungsproblem, 23
Knapsack, 42
Knoten- und Kantenléschungspro-
blem, 23
Knoteniiberdeckungsproblem, sie-
he Vertex Cover
Knotengrad, 28
Knotenloschungsproblem, 23
Komplementgraph, 47
Kryptographie, 9



Losungsschema, 36

LCS, siehe Longest Common Sub-
sequence Problem

Logik- und Datenbank-Probleme,
14

logisch dquivalent, 46

Longest Common Subsequence Pro-
blem, 56

Longest Cycle, 32

Longest Path, 32

Maximierungsklasse, 43
Maximierungsproblem, 41
MaxSat, 18, 43
MAXSNP, 43
MINF*II, (h), 43
Minimierungsklasse, 43
Minimierungsproblem, 41
Minimum Fill In, 26
Minor, 37
Minorenbildung
abgeschlossen unter, 37
Multidimensional Matching, 35

Netzwerk-Probleme, 13
Neuronale Netze, 10

Node Cover, 5, siehe Vertex Cover
t-normalisiert, 56

NP, 17

NP-hart, 4, 8, 18
NP-Optimierungsproblem, 41
NP-vollsténdig, 5, 8, 17, 32
NP[f(n)], 57

Obstruktionsmenge, 37

P, 17
Parameter, 4, 18
Parse-Baum, 40
Pattern Matching, 9
Pfad

voll bunter, 33
II-Graph, 22
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Pi-GraphenmodifikationsproblemlIl; ; ;-
Graphenmodifikationsproblem,
23

Polynomzeit- Approximationsschema,
42

Problem

parametrisiertes, 18
PTAS, 42

QBF, 18
Quantum-Computer, 10

Reduktion, 17, 45

parametrisierte, 45
Reduktionsfunktion, 17
Rekursionsformel, 28
Robotik, 14

Schaltnetz

s-normalisiert, 52

Tiefe, 49

Weft, 49
Short NTM computation, 19
Short Turing Machine Acceptan-

ce, 54

SUBEXPTIME [f(n)], 57
Suchbaum

tiefenbeschrankter, 7, 26

Teilgraph
induzierter, 22
verbotener, 23
Teilsequenz, 56
Turing Machine Acceptance, 48

Vapnik-Chervonenkis-Dimension, 55
Verfahren
heuristische, 6
Vertex Cover, 5, 9-11, 17, 18, 20,
28, 38, 47
Verzweigungsvektor, 28
Verzweigungszahl, 28

W-Hierarchie, 55
Wit], 50



WIPJ, 55

WiSat], 55

WCS, 51

Weighted ¢qCNF Sat, 19, 51, 54
Weighted t-normalized Sat, 56
Weighted 3CNF Sat, 46
Weighted CNF Sat, 46, 49
Weigthed Monotone CNF Sat, 47

Zielfunktion, 41
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