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Kapitola 1
Uvod

Teorie forméalnich jazykt a vycislitelnost predstavuji klasické a velmi dtlezité
oblasti teoretické informatiky. Zaklady novodobé historie téchto disciplin polozil
v roce 1956 americky matematik NoAM CHOMSKY, ktery v souvislosti se studiem
prirozenych jazyka vytvoril matematicky model gramatiky jazyka.

Realizace puvodnich predstav, formalizovat popis prirozeného jazyka takovym
zpusobem, aby mohl byt automatizovan preklad z jednoho prirozeného jazyka do
druhého nebo aby prirozeny jazyk slouzil jako prostredek komunikace ¢lovéka s po-
Citacem, se ukézala velmi obtiZnou a teprve soucasné vysledky muzeme povazovat
alespon za slibné.

Zacala se vsak vyvijet vlastni teorie jazyki, kterd nyni obsahuje bohaté vy-
sledky v podobé matematicky dokazanych tvrzeni — teorému. Tato teorie pracuje
se dvéma dudlnimi matematickymi entitami, s gramatikou a s automatem, pred-
stavujici abstraktni matematicky stroj. Zatimco gramatika umoznuje vetSinou
snaze popsat strukturu vét formalniho jazyka, automat dovede tuto strukturu
snaze identifikovat a zpracovavat.

Poznatky teorie formalnich jazykt maji vyznam nejen ve vsech oblastech infor-
matiky a informacnich technologii, ale jejich aplikace zasahuji do témér nespocetné
fady technickych i netechnickych obort. Dodévaji algoritmy, jez jsou podkladem
pro konstrukei redlnych programu ¢i zafizeni zpracovavajicich informaci ve tvaru
vét formalniho jazyka. Stanovuji vSak také moznosti a omezeni algoritmickych
postupt reseni problémil; odhaluji problémy, které jsou algoritmicky nerozhodnu-
telné, tj. problémy, jejichz reseni nelze dosahnout v konecném case.

Teorie forméalnich jazykt nasla doposud nejvétsi uplatnéni v oblasti progra-
movacich jazykt. Kratce po CHOMSKEHO definici gramatiky formalniho jazyka a
klasifikaci formalnich jazykt (CHOMSKEHO hierarchii formalnich jazykt), BACKUS
a NAUER pouzili zdkladnich objektt gramatiky pro definici syntaxe programova-
ctho jazyka Algol 60 (ve tvaru formalismu, jez se nazyva Backus-Nauerova forma).
Dalsi vyvoj pak primocare vedl k aplikacim teorie jazykt v oblasti prekladact
programovacich jazyki. Stanoveni principti syntaxi fizeného prekladu a generé-
tortt prekladact (programovacich systémiu, které na zékladé formdalniho popisu
syntaxe a sémantiky programovaciho jazyka vytvoii jeho prekladac¢) predstavuje
kvalitativni skok pri konstrukci prekladac¢ti umoznujici automatizovat naro¢nou
programéatorskou praci spojenou s implementaci programovacich jazykt. V sou-
casné dobé je teorie formdlnich jazykiu spolu s matematickou logikou zékladem
ambicioznich vyzkumnych programu zaméienych na formélni verifikace technic-
kych i programovych prostredkt, vedouci k vétsi spolehlivosti a bezpecnosti po-
Citacovych aplikaci.

0:20
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Cas potiebny pro studium ? Otazka, ptiklad k reseni
Cil =E Pocitacové cviceni, priklad
Definice Priklad

Dulezita cast Reference

Rozsirujici latka Spravné reseni

Souhrn

Obtizna cast Slovo tutora, komentar

SIS

AlG|M| B 2

Zajimavé misto

Tabulka 1.1: Vyznam pouzivanych piktogramu

1.1 Obsahové a metodické informace o predmétu
Teoreticka informatika

1.1.1 Cile predmétu

Rozsiteni znalosti teorie formélnich jazyka a osvojeni zdkladd teorie vycisli-
telnosti a zakladnich pojmt vypocetni slozitosti.

1.1.2 Anotace predmétu

Aplikace teorie forméalnich jazykd v informatice a informad¢nich technologiich (pre-
kladace, modelovani a analyza systémi, lingvistika, biologie atd.), modelovaci a
rozhodovaci sila forméalniho modelu, regularni jazyky a jejich vlastnosti, mini-
malizace koneéného automatu, bezkontextové jazyky a jejich vlastnosti, Turin-
govy stroje, vlastnosti rekurzivnich a rekurzivné vycislitelnych jazyku, vycislitelné
funkce, nerozhodnutelnost, nerozhodnutelné problémy teorie forméalnich jazyku,
uvod do vypocetni slozitosti.

1.1.3 Pozadované prerekvizitni znalosti a dovednosti

Zakladni znalosti z bindrnich relaci, teorie grafi a formalnich jazyku vcetné
kone¢nych a zasobnikovych automati a pojmu algoritmické slozitosti.

1.1.4 Osnova prednasek a prirazeni ke kapitolam opory

Kapitola 2 Uvod, aplikace teorie formélnich jazyki, modelovaci a rozhodovaci
sila formalniho modelu, operace nad jazyky.

Oo—
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Kapitola 3 Regularni jazyky a jejich vlastnosti, Kleenova véta, Nerodova véta,
véta o vkladan{ (Pumping theorem). Minimalizace koneéného automatu, re-
lace nerozlisitelnosti stavi, konstrukce redukovaného koneéného automatu.
Uzévérové vlastnosti regularnich jazykd, regularni jazyky jako mnozinova
Booleova algebra, rozhodnutelné problémy regularnich jazyki.

Kapitola 4 Bezkontextové jazyky a jejich vlastnosti. Normalni tvary bezkon-
textovych gramatik, jednoznacné a deterministické bezkontextové jazyky,
véta o vkladani pro bezkontextové jazyky. Zasobnikové automaty, varianty
zésobnikovych automati, ekvivalence bezkontextovych jazykt a jazyka pri-
jimanych zasobnikovymi automaty, deterministicky zasobnikovy automat.
Uzéavérové vlastnosti bezkontextovych jazykua, uzavienost vzhledem k sub-
stituci, duisledky, rozhodnutelné problémy bezkontextovych jazyk.

Kapitola 5 Turingovy stroje (TS), definice TS a jazyka piijimaného TS, rekur-
zivné vycislitelné a rekurzivni jazyky a problémy, TS a funkce, metody kon-
strukce TS. Modifikace TS, TS s obousmérné nekonecnou péskou, s vice
paskami, nedeterministicky TS, stroj se dvéma zasobniky, stroje s ¢itadi.
TS a jazyky typu 0, diagonalizace, vlastnosti rekurzivnich a rekurzivné vy-
¢islitelnych jazykt, linearné ohranicené automaty a jazyky typu 1. Vydcisli-
telné funkce, pocatecni funkce, primitivné rekurzivni funkce, mi-rekurzivni
funkce, vztah vycislitelnych funkci a Turingovych stroji. Church-Turingova
téze, univerzalni TS, nerozhodnutelnost, problém zastaveni TS, redukce,
Postiv korespondencni problém.

Kapitola 6 Nerozhodnutelné problémy teorie formalnich jazyki.

Kapitola 7 Uvod do vypocetni slozitosti, Turingovska slozitost, t¥ida P a NP
problém.



Kapitola 2

Jazyky, gramatiky a jejich
klasifikace

Cilem této kapitoly je pochopeni pojmu formélni jazyk, jeho matematické expli-
kace (popisu) a universality a zdkladnich algebraickych operaci nad formélnimi
jazyky, které nachazeji praktické uplatnéni v praktickych aplikacich. Déle pak po-
chopeni zakladniho zptusobu specifikace formalniho jazyka gramatikou a zptisobu
klasifikace formalnich jazyku, zalozeného na klasifikaci gramatik.

2.1 Jazyky
Jednim ze zékladnich pojmu pro vymezeni jazyka jsou pojmy abeceda a retézec.

Definice 2.1 Abecedou rozumime neprazdnou mnozinu prvku, které nazyvame
symboly abecedy.

V nékterych teoretickych ptripadech je icelné pracovat i s abecedami nekoneénymi,
v nasich aplikacich se vsak omezime na abecedy konecné.

Priklad 2.1 Jako ptiklady abeced muzeme uvést latinskou abecedu obsahujici 52
symbolu, které reprezentuji velka a mald pismena, reckou abecedu, dvouprvkovou
bindrni abecedu reprezentovanou mnozinou {0, 1} resp. {true, false} nebo abecedy
programovacich jazyku.

Definice 2.2 Retézcem (také slovem nebo vétou) nad danou abecedou rozumime
kazdou konec¢nou posloupnost symboli abecedy. Prazdnou posloupnost symboli,
tj. posloupnost, kterd neobsahuje zadny symbol, nazyvame prdzdnjyj retézec. Prazd-
ny fetézec budeme oznacovat pismenem e.

Formalné lze definovat fetézec nad abecedou X takto:

(1) prazdny Fetézec € je Fetézec nad abecedou X,
(2) je-li z Tetézec nad ¥ a a € X, pak za je Fetézec nad X,
(3) y je Fetézec nad X, kdyz a jen kdyz lze y ziskat aplikac{ pravidel 1 a 2.
Priklad 2.2 Je-li A = {a,b,+} abeceda, pak
€ a b + aa a+b +ab

jsou nékteré retézce nad abecedou A. Poradi symbolu v Fetézci je vyznamné;
fetézce a + b, +ab jsou ruzné. Symbol b, naptiklad, je retézec nad A, ponévadz
eb = b (pravidlo (2)).

Konvence 2.1 Budeme-li pracovat s obecnymi abecedami, symboly, ¢i retézci,
pak pro jejich znaceni pouzijeme:

10:00
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e velka feckd pismena pro abecedy,
e malé latinskd pismena a,b, c,d, f,... pro symboly,
e mald latinska pismena ¢, u,v,w,... pro retézce.

Nyni uvedeme nékteré dulezité operace nad fetézci.

Definice 2.3 Necht x a y jsou fetézce nad abecedou X. Konkatenaci (zfetézenim)
fetézce x s Fetézcem y vznikne Fetézec zy pripojenim fetézce y za Fetézec x. Ope-
race konkatenace je ziejmé asociativni, tj. z(yz) = (zy)z, ne v8ak komutativni,

Ty # yT.

Priklad 2.3 Je-li z = ab,y = ba, pak zy = abba, yr = baab, xre = ex = ab, kde ¢
je prazdny Tetézec.

Definice 2.4 Necht x = ajas...a, je Tetézec nad abecedou X, a; € 3 pro i =
1,...,n. Reverzi (zrcadlovym obrazem) fetézce x rozumime fetézec 2% = a,a,_1
...asa1; tj. symboly fetézce x® jsou vzhledem k fetézci  zapsiny v opacném

poradi.
Priklad 2.4 Je-li z = abbc, pak zf* = cbba. Ziejmé e = .

Definice 2.5 Necht w je fetézec nad abecedou X. Retézec z se nazjva podre-
tézcem Tetézce w, jestlize existuji fetézce = a y takové, ze w = wzy. Retézec x;
se nazyva prefizem (pfedponou) fetézce w, jestlize existuje Tetézec y; takovy, ze
w = x1y;. Analogicky, Tetézec yo se nazyva sufizem (piiponou) fetézce w, jestlize
existuje fetézec xo takovy, ze w = ways. Je-li y1 # €, resp. xo # €, pak x1 je vlastni
prefix, resp. ys je vlastni sufix fetézce w.

Priklad 2.5 Je-li w = abbc, pak
€ a ab abb abbe
jsou vSechny prefixy Fetézce w (prvni ¢tyfi jsou vlastni),
€ c be bbc abbc
jsou vSechny sufixy fetézce w (prvni ¢tyfi jsou vlastni) a
a bb abb
jsou nékteré podretézce retézce w.

Ziejmé, prefix i sufix jsou podietézce Tetézce w, prazdny retézec je podretéz-
cem, prefixem i sufixem kazdého Tetézce.

Definice 2.6 Délka retézce je nezaporné celé ¢islo udavajici pocet symbolu fe-
tézce. Délku Tetézce x znacime symbolicky |z|. Je-li = ajas...a,, a; € ¥ pro
i=1,...n, pak |z| = n. Délka prézdného Fetézce je nulova, tj. || = 0.

Konvence 2.2 Retézec nebo podietézec, ktery sestava pravé z k vyskyt sym-
bolu a budeme symbolicky znacit a*. Napi.

a® =aaa, b>=0bb, a° =e.

DEF

DEF

DEF

DEF

Oo—
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Definice 2.7 Necht ¥ je abeceda. Ozna¢me symbolem ¥* mnozinu vsech fetézcii
nad abecedou ¥ véetné Fetézce prazdného, symbolem X+ mnoZinu vsech Fetézcil
nad ¥ vyjma fetézce prazdného, tj. £* = ¥+ U {e}. MnoZinu L, pro niZ plati
L C ¥* (pripadné L C ¥, pokud € ¢ L), nazyvame jazykem L nad abecedou
3. Jazykem tedy muze byt libovolnd podmnozina fetézci nad danou abecedou.
Retézec x, x € L, nazjvame vétou (také nékdy slovem) jazyka L.

Piiklad 2.6 Necht ¥ je abeceda. Potenéni mnozina 2% reprezetuje vdechny
mozné jazyky nad abecedou X.

Necht jazyky L; a Lg jsou definovany nad binarni abecedou, tj. Li, Lo C
{0,1}*, takto:

Li = {0M"|n >0}t

L = {e01,0011,000111,...}

Ly, = {wa|x€{O,l}+} tj.

L, = {00,11,0000,0110,1001,1111,...}

Priklad 2.7 Uvazujeme abecedu programovaciho jazyka Pascal. Jazyk Pascal
je nekoneénd mnozina Fetézci (programu) nad jeho abecedou, které lze odvodit
z grafll syntaxe jazyka Pascal (viz. [6]). Napf. fetézec

program P; begin end.
je vétou jazyka Pascal (pfestoze nepopisuje zddnou akci), kdezto fetézec
procedure S; begin a := a mod b end

nepatii do jazyka Pascal, protoze reprezentuje pouze tsek mozného programu
(podretézec néjaké véty).

Povsimnéme si nyni operaci, které lze definovat nad jazyky. Tyto operace lze
rozdélit do dvou skupin. Jednu skupinu predstavuji obvyklé mnozinové operace
plynouci ze skutecnosti, ze jazyk je mnozina. M4 tedy smysl mluvit o sjednocent,
pruniku, rozdilu a komplementu jazyku. Je-li napr. L jazyk nad abecedou X, pak
jeho komplement (doplnék) Lo je jazyk, jenz je dén rozdilem Lo = ¥* \ L;.

Druha skupina operaci respektuje specifikum mnozin tvoricich jazyky, tj. sku-
tec¢nost, ze jejich prvky jsou fetézce. Z této skupiny definujeme operaci soucinu a
iterace jazyki.

Definice 2.8 Necht L je jazyk nad abecedou ¥y, Lo jazyk nad abecedou 3.
Soucinem (konkatenaci) jazyki L; a Lo je jazyk Lp - Lo nad abecedou 31 U o,
jenz je definovan takto:

Ly - Ly={zy|x € L1,y € Ly}

Operace soucin jazykua je definovana prostrednictvim konkatenace fetézcu a
ma stejné vlastnosti jako konkatenace fetézcii — je asociativni a nekomutativni.

Priklad 2.8 Necht:

P = {AB,...,Zab,..., z},
C = {0,1,...,9} jsou abecedy
L, = P

Ly, = (PUQC)* jsou jazyky

DEF

Xty

Xty

DEF

X+vy
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Soucinem jazyku L - Lo je jazyk, ktery obsahuje vSechny identifikatory, tak jak
jsou obvykle definovany v programovacich jazycich.

Prostfednictvim soucinu jazyka se sebou samym (mocniny jazyka) mtiZzeme
definovat dulezitou operaci nad jazykem — iteraci jazyka.

Definice 2.9 Necht L je jazyk nad abecedou X. Iteraci L* jazyka L a pozitivni
iteraci Lt jazyka L definujeme takto:

L = {e (1)

L" = L-L" 'pron>1 (2)

= (3)
n>0

Lt = yr (4)
n>1

Véta 2.1 Je-li L jazyk, pak plati:

L* = LYU{e a (1)
Lt = L.L*=L"-L (2)

Ditkaz: Tvrzeni 1 plyne z definice iterace a pozitivni iterace:
L*=1°uLturL?u..., LT=L'ur?u...
L*=IL°ULt=LTUL’=LTu{e
Tvrzeni 2 dostaneme provedenim souc¢inu L - L* resp. L™ - L:
L-L*=L-(LlPuLlturl?u...)=L'uLl*ulPU..-=L",

s pouZitim distributivniho zdkona Ly (LeUL3) = Ly LoUL; L. Podobné, s vyuzitim
ekvivalentni definice mocniny L™ = L™ ~'L,n > 0 obdrzime L* - L = L. O

Piiklad 2.9 Je-li Ly = {(p},L2 = {,p},Ls = {)} potom jazyk L; - L} - L3
obsahuje retézce:

(®»  (@p)  @pp)  (:pPD) -

Definice 2.10 Algebraickd struktura (A, +,-,0,1) se nazyva polokruh s aditiv-
nim jednotkovym prvkem 0 a multiplikativnim jednotkovym prvkem 1, jestlize

(1) (A,+,0) je komutativni monoid
(2) (A,-,1) je monoid

(3) pro operaci - plati distributivni zdkon vzhledem k +:
a-(b+c)=a-b+a-cproa,bce A

Véta 2.2 Algebra jazykt (2% ,U, -, 0, {¢}), kde U je sjednoceni a - konkatenace
jazyku tvori polokruh.

DEF

Xty

DEF
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Dukaz:
1. (

,U, 0) je komutativni monoid (U je komutativni{ a asociativni operace a
UP=0UL=L pro véechna L € 2%").
2. (2%, {e}) je monoid: L - {e} = {€} - L = L pro viechna L € 2.

3. Pro vSechny L, Ly, Ly € 2% :
Ll(LQULg)z{my|(xELl)/\(yELg\/yEL3)}=
={zy|(reliAnyeLly)V(reLiNyecLs)}=
={aey|lzelinyeL}U{zy|zeli Ny € L3} =
— L Ly U Ly Ls.

O

Piiklad 2.10 Necht Ly = {zy, z, 2}, La = {a, bc} jsou jazyky. Specifikujte jazyky
LiLo, L%, Ls.
Resent:

(1) L1Ly = {ay, 2,2} - {a,bc} = {zya, xybe, za, zbe, xa, xbc}
(2) L2 = Ly - Ly = {aa, abc, bea, bebe}

(3) Ly = {w | w je prazdny Tetézec nebo fetézec nad abecedou {a,b,c} v némz
kazdému vyskytu symbolu ¢ bezprotredné predchéazi vyskyt symbolu b a za
kazdym vyskytem symbolu b bezprostiedné nasleduje symbol c}.

2.2 Gramatika

Pojem gramatika souvisi velmi 1izce s problémem reprezentace jazyka. Trivialni
zpusob reprezentace — vycet vSech vét jazyka — je nepouzitelny nejen pro jazyky
nekonecné, ale prakticky i pro rozsahlé konecné jazyky. Také obvyklé matema-
tické prostfedky (pouzité v predchozich prikladech) jsou pouZitelné pouze pro
reprezentaci jazykt s velmi jednoduchou strukturou.

Gramatika, jako nejznaméjsi prostiedek pro reprezentaci jazyku, spliiuje za-
kladni pozadavek kladeny na reprezentaci kone¢nych i nekone¢nych jazyku, poza-
davek konecnosti reprezentace. Pouziva dvou konec¢nych disjunktnich abeced:

1. mnoziny N nonterminalnich symbola
2. mnoziny ¥ terminalnich symbol

Nontermindlni symboly, kratce nontermindly, maji roli pomocnych proménnych
oznacujicich urcité syntaktické celky — syntaktické kategorie.

Mnozina termindlnich symbolu, kratce termindli, je identicka s abecedou, nad
niz je definovan jazyk. Sjednoceni obou mnozin, tj. N U X, nazyvame slovnikem
gramatiky.

Konvence 2.3 Pro zapis terminalnich a nonterminélnich symbolu a fetézcu tvo-
fenych témito symboly budeme pouzivat této konvence:

1. a,b,c,d reprezentuji terminalni symboly
2. A,B,C,D,S reprezentuji nonterminalni symboly

3. U,V,...,Z reprezentuji terminalni nebo nonterminalni symboly

Oo—
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4. o, fB,...,w reprezentuji Fetézce terminalnich a nonterminalnich symbolta
5. u,v,...,z reprezentuji fetézce pouze terminalnich symbola

6. Tetézec uzavieny v ihlovych zavorkdch (,) reprezentuje nontermindlni sym-
bol (konvence pouzivand v BNF).

Priklad 2.11 Slovnik gramatiky pro definici jazyka identifikatort muze mit tvar:
N = {{identifikator), (pismeno), (¢islice) }

Y={AB,...,Z, ab,...,z, 0,1,...,9}
Obsahuje tedy 65 symboli.

Gramatika predstavuje generativni systém, ve kterém lze z jistého vyznaceného
nonterminalu generovat, aplikaci tzv. prepisovacich pravidel, fetézce tvorené ne-
terminalnimi a terminalnimi symboly, které nazyvame vétnymi formami. Vétné
formy, které jsou tvoreny pouze terminalnimi symboly, reprezentuji véty grama-
tikou definovaného jazyka. MuzZe se pritom samoziejmé stat, ze gramatika nege-
neruje zadnou vétu a reprezentuje pak prazdny jazyk.

Jadrem gramatiky je tak koneénd mnozina P prepisovacich pravidel (nazy-
vanych také produkce). Kazdé piepisovaci pravidlo mé tvar usporddané dvojice
(a, B) Tetézcl; stanovuje moznou substituci Fetézce 8 namisto Fetézce «, ktery se
vyskytuje jako podfetézec generovaného fetézce. Retézec a obsahuje alespon jeden
nontermindln{ symbol, Fetézec 3 je prvek mnoziny (N UX)*. Formélné vyjadieno,
mnozina P prepisovacich pravidel je podmnozinou kartézského soucinu:

PC(NUS)*N(NUZ)* x (NUX)*

Priklad 2.12 Uvazujme, Ze napf. dvojice (AB,CDE) je jednim z prepisovacich
pravidel gramatiky a predpokladejme, Ze retézec x = FGABH byl ziskan aplikaci
jinych pravidel gramatiky. Aplikujeme-li nyni na Fetézec = pravidlo (AB,CDE),
obdrzime fetézec y = FGCDEH (nahrazenim podfetézce AB fetézce x Tetéz-
cem CDE). Rikédme, Ze jsme Tetézec y odvodili (derivovali) z fetézce x podle
prepisovaciho pravidla (AB, CDE).

Pristoupime nyni k tplné definici gramatiky a formalni definici pojmu, jejichz
prostiednictvim lze definovat jazyk generovany gramatikou.

Definice 2.11 Gramatika G je ¢tvefice G = (N, X, P, S), kde
e N je konecnd mnozina nonterminalnich symbolt
e Y je konefnd mnozina termindlnich symbold, NNX =0
e P je konetnd podmnozina kartézského soucinu (NUX)* N (NUX)*x (NUX)*,
e S € N je vychozi (také pocatedni) symbol gramatiky

Prvek (a, 8) mnoziny P nazyvame prepisovacim pravidlem (kratce pravidlem)
a budeme jej zapisovat ve tvaru a — (. Retézec « resp. 3 nazyvame levou resp.
pravou stranou prepisovaciho pravidla.

Priklad 2.13
G=({4,5},{0,1}, P, S)

P={S— 0A1,0A — 00A1, A — €}

Xty

DEF
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Priklad 2.14 Gramatika definujici jazyk identifikator mtze mit tvar:

G = (N,%,P,S), kde
N = {(identifikdtor), (pismeno), (¢islice)}
> = {AB,....,Z, a)b,...,z, 0,1,...,9}
P = {(identifikdtor) — (pismeno),
(identifikator) — (identifikdtor)(pismeno),
(identifikdtor) — (identifikator)(éislice),
(pismeno) — A,
(pismeno) — Z,
(¢islice) — 0,
(¢islice) — 9}
S = (identifikator)

Mnozina P obsahuje 65 prepisovacich pravidel.

Konvence 2.4 Obsahuje-li mnozina pravidel P pfepisovaci pravidla tvaru a —
B1,a0 — [Ba, ..., a — B, pak pro zkriceni lze pouzit zépisu « — 31 | B2 | ... | Bn.

Definice 2.12 Necht G = (N, X, P, S) je gramatika a necht \ a u jsou Tetézce
z (N UX)*. Mezi Fetézci A a p plati binarni relace ?, nazyvana primd derivace,

jestlize muzeme Tetézce A a p vyjadrit ve tvaru

A = ~vad
po= 66
kde 7 a § jsou libovolné fetézce z (NUX)* a a — 3 je néjaké prepisovaci pravidlo
z P.
Plati-li mezi fetézci A a p relace ptimé derivace, pak piseme A ? w atikame, ze

fetézec p 1ze pfimo generovat z fetézce A v gramatice G. Je-1i z kontextu ziejmé, ze
jde o derivaci v gramatice GG, pak nemusime specifikaci gramatiky pod symbolem
= uvadét.

Priklad 2.15 Uvazujme gramatiku z prikladu a fetézce A = 000A111 a
= 0000A1111. Polozime-li

vidime, Ze plati 0004111 = 0000A1111, protoze 0A — 00A1 je pravidlem v této
gramatice.

Xty

Oo—

DEF

Xty
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Priklad 2.16 Je-li @ — ( pravidlo v gramatice G, pak v této gramatice plati
a = 3, jak plyne z definice 2.12] polozime-li v =6 = e.

Definice 2.13 Necht G = (N, X, P, S) je gramatika a A a u jsou Fetézce z (N U
¥)*. Mezi fetézci A a p plati relace = nazyvand derivace, jestlize existuje po-

sloupnost primych derivaci v;_1 = v; i=1,...,n, n > 1 takova, Ze plati:
A==V = ... > VUp1 = Vp=U

Tuto posloupnost nazyvame derivaci délky n. Plati-li A\ =T u, pak fikame, ze fe-
tézec p lze generovat z fetézce A\ v gramatice G. Relace =7 je ziejmé tranzitivnim

uzévérem relace primé derivace = . Symbolem =" znacéime n-tou mocninu relace
=.

Priklad 2.17 V gramatice z pfikladumplati (v dusledku pravidla 04 — 00A1,
viz priklad [2.15]) relace

0" A1™ = o7l At n>0

a tudiz také 0A1 =1 0" A1™ pro libovolné n > 1.

Definice 2.14 JestliZe v gramatice G plati pro fetézce X a u relace A =7 u nebo
identita A = p, pak piseme A =* u. Relace =* je tranzitivnim a reflexivnim

uzavérem relace primé derivace =.

Piiklad 2.18 Relaci 041 =1 0"A41", n > 1 z piikladu lze rozsifit na

relaci

041 =*0"A1", n >0

Poznamka 2.1 Dojdeme-li v posloupnosti primych derivaci k retézci, ktery obsa-
huje pouze terminélni symboly, pak jiz nelze aplikovat zadné prepisovaci pravidlo
a proces generovani konci. Z této skutecnosti, jez vyplyva z definice pravidla, je
odvozen nézev mnoziny ¥ jako mnoziny termindlnich symboli.

Definice 2.15 Necht G = (N, %, P, S) je gramatika. Retézec o € (N U X)* na-
zyvame vétnou formou, jestlize plati S =* «, tj. Fetézec a je generovatelny z vy-
choziho symbolu S. Vétna forma, kterd obsahuje pouze terminalni symboly, se
nazyva véta. Jazyk L(G), generovany gramatikou G, je definovdn mnozinou vSech
vét

LG)={w | S ="wAweX"}
Priklad 2.19 Jazyk generovany gramatikou G z piikladu je mnozina
L(G) ={0"1" | n > 0},
protoze plati

S = 041
S =* (0"A1" n >0 (viz piiklad a[2.18])
S =* 01" n>0 (po aplikaci pravidla A — ¢)

DEF

DEF

DEF

X+y
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2.3 Chomského klasifikace gramatik

Chomského klasifikace gramatik (a jazykd), zndm4 také pod ndzvem Chomského
hierarchie jazyki, vymezuje ¢tyri typy gramatik, podle tvaru prepisovacich pra-
videl, jez obsahuje mnozina prepisovacich pravidel P. Tyto typy se oznacuji jako
typ 0, typ 1. typ 2 a typ 3.

2.3.1 TypO

Gramatika typu 0 obsahuje pravidla v nejobecnéjsim tvaru, shodnym s definici
[2:17] gramatiky:
a—f, ae (NUX)*N(NUX)*, ge(NUX)".

Z tohoto divodu se gramatiky typu 0 nazyvaji také gramatikami neomezengmi.

Priklad 2.20 Priiklad neomezené gramatiky:

G = ({4,B},{a,b}, P, A) s pravidly
A — AbB|a

AbB — baB | BAbB
B — ble

232 Typl
Gramatika typu 1 obsahuje pravidla tvaru:
aAf —ayB, AEN, a,Bc(NUX)*, ye€(NuUX)T
nebo
S — €, pokud se S neobjevuje na pravé strané zadného pravidla.

Gramatiky typu 1 se nazyvaji také gramatikami kontextovymi, ponévadz tvar
pravidla této gramatiky implikuje, ze nonterminal A mutze byt nahrazen retézcem
~v pouze tehdy, je-li jeho pravym kontextem tetézec 8 a levym kontextem retézec
a.

Kontextové gramatiky neobsahuji pravidla tvaru aAG — a3, tj. neptripoustéji,
aby byl nonterminal nahrazen prazdnym fetézcem. Jedinou pfipustnou vyjimkou
je pravidlo S — €, a to jen za predpokladu, ze se S, tj. vychozi symbol gramatiky,
neobjevuje na pravé strané zadného pravidla. Pripadné pouziti pravidla S — ¢
umoznuje popsat prislusnost prazdného retézce k jazyku, ktery je danou grama-
tikou generovan. V disledku této vlastnosti pravidel gramatiky typu 1 nemuze
prii generovani véty dojit ke zkraceni generovanych fetézcu, tj. plati-li A = pu, pak
[A] < |g| (s vyjimkou S = ¢).

Priklad 2.21 Priklad kontextové gramatiky:

G = ({A4,5},{0,1},P,S) s pravidly
S — 0A4]e
04 — 00A1 (e =0,0=¢v=0A1)
A — 1

Dodejme, ze v literatuie je mozné se setkat s alternativni definici gramatik
typu 1, kterd definuje stejnou t¥idu jazyku. V této definici se pripousti pouze
pravidla tvaru o — 3, kde |a| < ||, nebo S — ¢, pokud se S neobjevuje na pravé
strané zadného pravidla.

DEF

DEF

Xty
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233 Typ2

Gramatika typu 2 obsahuje pravidla tvaru:
A—vy, A€eN, ye(Nux)™

Gramatiky typu 2 se nazyvaji také bezkontextovymi gramatikami, protoze sub-
stituci pravé strany - pravidla za nonterminal A lze provadét bez ohledu na
kontext, ve kterém je nontermindl A ulozen. Na rozdil od kontextovych grama-
tik, bezkontextové gramatiky smi obsahovat pravidla tvaru A — €. V kapitole 4
vsak ukazeme, ze kazdou bezkontextovou gramatiku lze transformovat, aniz by
se zménil jazyk generovany touto gramatikou tak, ze obsahuje nejvyse jedno pra-
vidlo s prazdnym retézcem na pravé strané tvaru S — e. V takovém pripadé,
stejné jako v pripadé kontextovych gramatik, nesmi se vychozi symbol S objevit
v zadné pravé strané prepisovaciho pravidla gramatiky.

Priklad 2.22 Priklad bezkontextové gramatiky:

G = ({S},{0,1},P,S) s pravidly
S — 051]e

Poznamenejme, ze jazyk generovany touto gramatikou je stejny jako jazyk gene-
rovany kontextovou gramatikou z prikladu

L(G) ={0"1"}, n >0
2.3.4 Typ3
Gramatika typu 3 obsahuje pravidla tvaru:
A—xB nebo A—ux; A B€EN, xzeX*.

Gramatika s timto tvarem pravidel se nazyva pravd linedrnd gramatika (jediny
mozny nontermindl pravé strany pravidla stoji dplné napravo). V nésledujici ka-
pitole ukazeme, ze k uvedené gramatice 1ze sestrojit ekvivalentni specidlni pravou
linedrni gramatiku s pravidly tvaru

A—aB nebo A—a,kde A BEN, acX
nebo

S — €, pokud se S neobjevuje na pravé strané zaddného pravidla.

Tuto gramatiku budeme nazyvat requldrni gramatikou, presnéji pravou reguldrni
gramatikou.

Priklad 2.23 Priklady gramatiky typu 3:

G = ({A4,B},{a,b,c},P,A) s pravidly
A — aaB|ccB
B — bB|e

DEF

DEF
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Definice 2.16 Jazyk generovany gramatikou typu i, ¢ = 0,1, 2,3, nazyvame ja-
zykem typu i. Podle nazvi gramatik mluvime také o jazycich rekurzivné vycis-
litelngch (i = 0) a analogicky ke gramatikdm jazycich kontextovgch (i = 1),
bezkontextovych (i = 2) a requldrnich (i = 3)|H

Véta 2.3 Necht £;,i =0,1,2,3 znaci tridu vSech jazyku typu 7. Pak plati £y D
L1 2Ly D Ls.

Dtikaz: Z definice gramatiky typu i plyne, ze kazda gramatika typu 1 je zaroven
gramatikou typu 0 a kazda gramatika typu 3 je zaroven bezkontextovou grama-
tikou. Inkluze £; O Lo plyne ze skutecnosti, ze kazda bezkontextova gramatika
muze byt prevedena na bezkontextovou gramatiku, jez neobsahuje, s vyjimkou
pravidla S — € (S je vychozi symbol), zddné pravidlo s pravou stranou totoZznou
s prazdnym retézcem e. |

K zakladnim poznatktim teorie formélnich jazyka patii dalsi tvrzeni, jez je
zesilenim véty 23] a jez definuje Chomského hierarchii formélnich jazyka. Toto
tvrzeni uvadime nyni bez dikazu.

Véta 2.4 Necht £;,7 = 0,1,2,3 jsou tridy jazyku typu i. Pak plati £y D £1 D
Lo D L3.

Formalni jazyk je univerzalnim prostiedkem pro kddovani informace a popis
objektt rady aplikaci, které lze reprezentovat a zpracovavat pocitacovymi pro-
gramy. Algebraicky charakter operaci nad formalnimi jazyky umoznuje kompo-
zitni Teseni slozitych problému jejich rozkladem a skladanim vysledného reseni.
Chomského hierarchie gramatik a formalnich jazykt je referen¢nim schématem
klasifikace aplikaci teorie formalnich jazykt a prostifedkem vymezujicim popisnou
a rozhodovaci silu dané tiidy formalnich modeli.

2.4 Cviceni

Cviceni 2.4.1 Usporddejte (podle mnozinové inkluse) tyto jazyky
(a) {a,b}"

(b) a*b*c*

(¢) {w | w € {a,b}* a poet vyskyti symboll a a b je roven }

Cviceni 2.4.2 Na zdkladé Chomského klasifikace gramatik a jazyka rozhodnéte
typ dané gramatiky. Uvadime pouze pravidla gramatiky; velkd pismena znaci
nonterminalni symboly (S je vychozi symbol) a mald pismena nebo éislice znaéi
terminalni symboly.

1Toto oznadeni vychazi z ekvivalence vyjadiovaci sily gramatik typu 3 a gramatik regulérnich.

DEF
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(a) S—bSS|a

(b) S — 0051 | e

(¢c) S—0bA A—eB B — gC
C —iD D—n

(d S—osurd S— inA S— biA
S — pro A A — jekce

(e) S — SZl Y1Z3 — YZ3 ZZl — Z2Z1
S — X1Z1 YZg —-YZ Z2Z1 — ZQZ
X1 — aY1 Y1Y — }/122 Z2Z — le
X1 *>CLX1Y1 Y1Yé HYYQ Y —b
lel — Y1Z3 YY2 — YY1 Z —c

() S—YXY  ZY -XXY YX-YZ
X —a ZX - XXZ Y —e€

V gramatikach (a)—(f) vytvorte derivace termindlnich Tetézci a stanovte ja-
zyky L(G), které tyto gramatiky specifikuji.

Cviceni 2.4.3 Pri popisu syntaxe programovacich jazyku se ¢asto pouzivaji ur-
Cité konvence, které zkracuji zapisy syntaktickych definic. Hranaté zavorky ozna-
Cuji volitelnost fetézci, napr.

(statement) — if (expr) then (statement) else [(statement)]
slozené zavorky pak iteraci fetézce véetné 0 — nasobné iterace jako v ptikladu
definice slozeného piikazu:
(statement) — begin (statement) {; (statement)} end .

Stanovte ekvivalentni zapisy pravidly bezkontextové gramatiky pro

(1) A—alf]y
(2) A—a{B}n

Cviceni 2.4.4 Vytvorte gramatiku typu 3, kterd generuje identifikatory jez mo-
hou mit maximélné 6 znaku a za¢inaji pismenem I, J, K, L, M nebo N (celo¢iselné
proménné v jazyce Fortran).

Cviceni 2.4.5 Vytvorte gramatiku typu 3, kterd generuje cisla jazyka Pascal.

Cviceni 2.4.6 Vytvoite bezkontextovou gramatiku, ktera generuje vSechny fe-
tézce nul a jednicek takové, ze pocet nul je v kazdém fetézci shodny s poctem
jednicek.

CviCeni 2.4.7 Ukazte, Ze neomezend gramatika G = ({S,B,C},{a,b,c}, P, S),
kde P obsahuje pravidla S — SaBC,Ca — aC,S — aBC,BC — CB,aB —
Ba,CB — BC,Ba — aB,B — b,aC — Ca,C — c generuje véty ve kterych je
pocet vyskyti symboli a, b, ¢ navzajem roven.

Cviceni 2.4.8 Necht je N mnozina neterminalnich symbolil a 3 mnozina termi-
nala. Ukazte, ze pravidla tvaru A — r, kde A € N a r je regularni vyraz nad
abecedou (N U X)) lze prevést na pravidla bezkontextové gramatiky.



KAPITOLA 2. JAZYKY, GRAMATIKY A JEJICH KLASIFIKACE 20

Podle navrzeného postupu prevedte na ekvivalentni pravidla bezkontextové
gramatiky pravidlo A — a (C + D), kde symboly *, T, (, ) jsou metasymboly
regularniho vyrazu.

Cviceni 2.4.9 Sestrojte gramatiky, které generuji tyto jazyky:
(a) L= {ww?®|we {a,b}*}
() L ={wcw? |we {a,b}T}

(c) jazyk aritmetickych vyrazti s operdtory +,x,/ a — ve vyznamu unérniho i
binarniho operétoru.

(d) jazyk identifikdtora (vytvoite gramatiky s levou rekurzi, s pravou rekurzi a
s minimalnim poétem pravidel).



Kapitola 3
Regularni jazyky

Cilem této kapitoly je diikladné pochopeni alternativnich prostfedki specifikace
reguldrnich jazykua, dukazovych technik, které verifikuji jejich ekvivalenci a for-
kladnich vlastnosti regularnich jazyku, jez ¢ini tuto tiidu nejvice aplikovatelnou
v fadé technickych i netechnickych oblasi. Kapitola stanovuje ramce teorie, které
jsou vyuzivany i v nasledujicich ¢astech uc¢ebniho textu.

3.1 Jazyky prijimané konecnymi automaty a de-
terministicky konecny automat

3.1.1 Nedeterministicky koneény automat

Definice 3.1 Nedeterministicky koneény automat (NKA) je 5-tice M = (Q, X, 0,
q0, F), kde

(1) @ je konefnd mnoZina stavi,
(2) X je koneénd vstupni abeceda,

(3) & je zobrazeni Q@ x ¥ — 2%, které nazyvame funkci prechodu (29 je mnozina
podmnozin mnoziny @),

(4) go € Q je podatecni stav,
(5) F C @ je mnozina koncovych stavi.

Deterministicky konecény automat definujeme analogicky jako nedeterminis-
ticky s tim, Ze prechodové funkce ma tvar § : Q@ x X — Q U {nedef}, nedef & Q.

Cinnost kone¢ného automatu M je dana posloupnosti prechodii; pfechod z jed-
noho stavu do druhého je fizen funkci prechodu 4, ktera na zakladé pritomného
stavu ¢; a pravé prec¢teného symbolu a € ¥ vstupniho Fetézce predepisuje budouci
stav g; automatu. Je-li M deterministicky koneény automat, § predepisuje vzdy
jediny budouci stav ¢; € @, nebo nedef, coz znamen4, Ze prechod neni moinyﬂ
v pripadé nedeterministického konecného automatu § predepisuje mnozinu bu-
doucich stavi Q;, Q; € 29,

Definice 3.2 Je-li M = (Q, X, 4, qo, F') koneény automat, pak dvojici C' = (¢, w)
z Q X X* nazyvame konfiguraci automatu M. Konfigurace tvaru (qo, w) je pocdtecnt
konfigurace, konfigurace tvaru (q,¢), g € F je koncovd konfigurace. Prechod auto-
matu M je reprezentovan binarni relaci |-,, na mnoziné konfiguraci C'. Pro vSechna
q,¢ € Q aw,w € X* definujeme, Ze plati (¢, w)F,,(¢’,w’), tehdy a jen tehdy,
kdyz w = aw’ pro néjaké a € X a ¢’ € 6(q,a) (tj. 6(¢,a) = Qj, Q; € 29 ¢ € Q;)-
Oznac¢ime symbolem +*,, k > 0, k-tou mocninu (C'+°C’ pravé kdyz C = '),

1 Alternativou je pouzit parcidlni piechodovou funkci Q x ¥ — Q.

21

20:00

DEF

DEF
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d Z c . e f
do qs qr d6 q4
q1
q2 q2 q1
a3 q2
dq qs qz
qs ds q4 q1
de ds
qar qr7 d6 q4 q1
qs qr de q4

Tabulka 3.1: Funkce prechodi automatu M

symbolem (7, tranzitivni uzavér a symbolem -, tranzitivni a reflexivni uzavér re-
lace |-,,. Bude-li zfejmé, Ze jde o automat M, pak uvedené relace zapiseme pouze
ve tvaru |, *, 1) .

Definice 3.3 Rikdme, ze vstupni fetézec w je prijimdn koneénym automatem M,
jestlize (qo,w)+* (q,€), q € F. Jazyk pfijimany koneénym automatem M ozna-
¢ujeme symbolem L(M) a definujeme ho jako mnozinu vSech fetézcti prijimanych
automatem M: i

L(M) ={w] (g0, w) (q,€) Nq € F}

Priklad 3.1 Konecény deterministicky automat

= ({QOthQ37Q4aQS7Q6aQ7aQS}> {C7Za107'7ﬁ}a 5aQ07{q1})7

jehoz funkce prechodu ¢ je definovana tabulkou prijiméa jazyk zapisu Cisel,
jak ho zname z nékterych programovacich jazyk. Symbolem c¢ znacime prvek
mnoziny {0,1,...,9}, symbolem z prvek mnoziny {+, —}; znak # ukoncuje zépis
cisla.

Napft. vstupnimu Tetézci zc.cezef (napf. ¢islu +3.1e — 5) bude odpovidat tato
posloupnost konfiguraci:

gs, c.cezcf)
gz, .cezct)
e, cezch)
g5, ezct)
qa, zcf)
g3, cff)
a2, 1)

€)

Ponévadz (qo, zc.cezef) H*(qu1, €), patii zc.cezef do L(M).

(o, zc.cezcf) F

(
(
(
(
(
(
(
(@1

Piiklad 3.2 Nedeterministicky koneény automat (NKA)

My = ({q0,q1, 92, qr}, {01}, 6, qo, {ar})
ma prechodovou funkci definovanou takto:

DEF

Xty
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9(q0,0) = {qo, 1}  d(qo,1)
8(q1,0) ={q1,9r} d(q1,1) = {a}
6(g2,0) = {(Jz} (g2, 1)

4( 4(

qr,0) =

Alternativnimi zpusoby reprezentace funkce 6 muze byt 1. matice prechodu
nebo 2. diagram prechodi.

1. matice (pfechodi) 2. diagram prechodu

o | 1 |
q0 {QO, (11} {Qm q2}
o | {q1,9r} {1}
q2 {Q2} {Qm C]F}
qFr 0 0

Priklad 3.3 Uvazujme NKA M z piikladu 1.5. Plati: (go,1010) F (go,010) F
(Q17 10) F <Q170) F (Qf7€) a tedy: (QO7 1010) - (qf7 6)

Neplati napiiklad (qo,€) - (gf, €)
Vyjadfeni jazyka L(Mi): L(M7) = {w | w € {0, 1}* Aw koné{ symbolem, ktery
je jiz v Tetézci w obsazen}.

Vztah mezi nedeterministickymi a deterministickymi konec¢nymi automaty patti
k zakladnim poznatktim teorie formélnich jazyku.

Véta 3.1 Kazdy nedeterministicky koneény automat M lze prevést na determi-
nisticky koneény automat M’ tak, ze L(M) = L(M").

Dukaz:

1. Nejprve nalezneme algoritmus prevodu M — M’:

Algoritmus 3.1 Prevod nedeterministického kone¢ného automatu na ekvivalentni
deterministicky koneény automat.

Vstup: Nedeterministicky koneény automat M = (Q, X, d, qo, F)
Vystup: Deterministicky koneény automat M’ = (Q’, %, ¢, ¢}, F”)
Metoda:

1. Poloz Q' =29\ {0}.

2. Poloz ¢ = {qo}-

3. Poloz F!' ={S|S €29 ASNF #0}.

4. Pro viechna S € 29\ {#} a pro vSechna a € ¥ poloz:

b 5/(37 a’) = quS 5((]70’)7 je'h UqGS 5((]7 a) 7é (Z)
e Jinak 0'(S,a) = nedef.

Oo—
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2. Nyni je tfeba ukéazat, ze L(M) = L(M') tj. Ze plati:

(a) L(M) C L(M') a soucasné,
(b) L(MY) € L(M).

Tuto ¢ast dikazu ponechame jako cviceni.
O

Piiklad 3.4 Uvazujme nedeterministicky kone¢ny automat My = ({5, 4, B,C?},
{a,b, c}, 0, S, {A}), 6: 6(S,a) ={A}, §(S,¢) ={B}, §(B,b) ={B,C}, §(C,a)
={B}, §(C,c) = {A}.

K nalezeni funkce ¢’ piislusného DKA aplikujeme zkraceny postup, vyuZivajici
skutecnosti, ze fada stavii z 29 mize byt nedostupnych:

1. Pocétecni stav: {S}

2. §'({S},a) = {A} — koncovy stav
o'({5},¢) ={B}

3. 8'({B},b) = {B,C}

,a) =06(B,a)U(C,a) = {B}

4.8
' {B,C} d'({B,C},c) = {A}

B,
§({B

C}
,C},0)

C C

piREn:

NKA DKA

o
&

3.1.2 Linearni a regularni gramatiky
Drive, nez pristoupime k dukazu ekvivalence tfidy L3 a tfidy jazyka prijima-
nych koneénymi automaty, ukdzeme, ze kazdy jazyk typu 3 mize byt generovan
specidlnim typem gramatiky, nez je prava linearni gramatika.
Definice 3.4

e Gramatika G = (N, X, P, S) s pravidly tvaru:

A—zxB A, Bé€ N,z €X* nebo
A—x x e X,

resp. tvaru:

A— Bx A,Bé€ N nebo
A—zx reXx*

se nazyva pravd linedrni, resp. levd linedrni, gramatika.

DEF
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e Gramatika G = (N, X, P, S) s pravidly tvaru:

A—aB A,BeN,ael,
A—a a€y,

pripadné S — € pokud se S neobjevuje na pravé strané zadného pravidla

resp. s pravidly tvaru:

A— Ba A,BeN,ael,
A—a a€y,

pripadné S — € pokud se S neobjevuje na pravé strané zadného pravidla

se nazyva pravd requldrni, resp. levd reguldrni, gramatika. Gramatiky pravé
regularni i levé regularni mtzeme téz oznacit souhrnné jako reguldrni.

Pozndmka 3.1 Gramatika G = (N,X%, P,S) s pravidly tvaru A — 2By nebo
A—x,kde A,B € N ax,y € X* se nazgyva linedrni gramatika.
Oznacme:

e Lpy — vSechny jazyky generované pravymi linedrnimi gramatikami,
e L1 — vSechny jazyky generované levymi linedrnimi gramatikami,
e L — vSechny jazyky generované linedrnimi gramatikami.

Plati: Lpr, =L a Lpr, C Lf.

Véta 3.2 Kazdd prava linearn{ gramatika G = (N, X.P, S), tj. gramatika obsa-
hujici pouze pravidla typu A — B nebo A — z,kde A, B € N,z € ¥* , muze byt
transformovana na gramatiku G’ = (N, %, P', S"), ktera obsahuje pouze pravidla
tvaru A — aB nebo A — €, pficem?z L(G) = L(G").

Ditkaz: MnoZinu prepisovacich pravidel P’ gramatiky G’ konstruujeme takto:

(1) vSechna pravidla z P tvaru A — aB a A — e kde A, B € N, a € ¥ zafadime
do mnoziny P’

(2) kazdé pravidlo tvaru A — ajas...a,B; A,B € N, a; € ¥, n > 2 z mnoZiny
P nahradime v mnoziné P’ soustavou pravidel:

A — a1A1
A = axdy

Ay — apB

Nové zavedené nontermindly Ai,...,A,_1 pfiddme k mnoziné N’. Derivaci
A :G> ai ...ap,B zfejmé odpovida pravé derivace A 3” aias . ..a,B.
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(3) Kazdé pravidlo tvaru A — ay ...an, a; € X, n > 2 z mnoziny P nahradime
v mnoziné P’ soustavou pravidel:

A — a4
/ /
A1 — a2A2
Al Al
n—1 — Onday,
Al — €

Derivaci A :G> aias ... a, ziejmé odpovida pravé derivace A gf”“ a1as ... Q.
(4) zbyvajici, tzv. jednoduché pravidla tvaru A — B, A, B € N, nahradime takto:
(a) Pro kazdé A € N sestrojime mnozinu Ny = {B | A =* B}.

nozinu pravide rozsitime takto: Jeslize B — « je v P a neni jedno-

b) Mnozi idel P’ rozsitime takto: Jeslize B jev P { jed
duchym pravidlem, pak pro vSechna A, pro néz B € Ny, pridame k P’
pravidla A — a.

Bod [4b)] aplikuje obecny algoritmus odstranéni jednoduchych pravidel bezkontex-
tové gramatiky, ktery je uveden a dokdzan v kapitole [4] (algoritmus [4.5]). Jeho
soucasti je také vypocet mnoziny Na.

O

Priklad 3.5 Na zéakladé predchozi véty budeme transformovat pravou linearni
gramatiku G = ({X,Y}, {a,b,c}, P, X), kde P obsahuje pravidla:

X — abc|Y |e
Y — oY |cbX

Podle [I| budou v P’ pravidla:
X —¢eY —aY
Podle 2] nahradime pravidlo Y — ¢bX pravidly
Y 5 cZ,Z - bX
Podle [3] nahradime pravidlo X — abc pravidly
X —alU, U —-bV,V - cW,W — ¢
Podlenahradime pravidlo X — Y. Protoze Nx = {X,Y} pfiddme k P’ pravidla
X —aY, X —cZ

Vyslednd gramatika mé pak tvar G/ = ({X,Y, Z,U,V,W},{a,b,c}, P, X) kde
P’ obsahuje pravidla:

X — e€|laY|cZ|aU
Y — aY |cZ

Z — bX

U — o

Vi — WV

W — €
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Véta 3.3 Kazdy jazyk typu 3 lze generovat pravou regularni gramatikou.

Dikaz: Pravou reguldrni gramatiku ziskdme z gramatiky zkonstruované podle
véty [3.2] odstranénim pravidel s prazdnym Fetézcem na pravé strané. Systematicky
tento postup popisuje algoritmus v kapitole || (niZe jej ilustrujeme na prikladé).

O

Priklad 3.6 Gramatiku z prikladu prevedeme na pravou regularni odstra-
nénim pravidla W — € (vznikne pravidlo V' — ¢) a pravidla X — € (vznikne
pravidlo Z — b). ProtoZe ¢ € L(G) a X je na pravé strané pravidla Z — bX,
musime zavést novy vychozi symbol X’ a odstranit jednoduché pravidlo X’ — X.
Vysledna gramatika bude mit tvar:

G"=({X",X,Y,Z,UV},{a,b,c}, P X",
P obsahuje pravidla:

elaY |eZ | aU
aY | cZ

bX | b

aY | cZ | aU
bV

c

SIS TN

Lol bl

Véta 3.4 Kazdy jazyk typu 3 muze byt generovan levou linearni gramatikou.

Dtikaz: Uplny ditkaz ponechdme na cvideni. Lze postupovat tak, Ze nejprve
z definice regularni mnoziny dokazeme tvrzeni: je-li L regularni mnozina, pak
LT je také regularni mnozina. Dale ukdzeme: je-li G = (N, X%, P, S) prava line-
arni gramatika, pak leva linedrni gramatika G’, jejiz mnozina pravidel mé tvar
P'={A — o | A — ajev P}, generyje jazyk (L(G))%. O

Piiklad 3.7 Gramatika G’ = ({X,Y},{a,b,c}, P/, X), kde P’ obsahuje pravidla

X — cbal|Y |e
Y — Ya| Xbc

je leva linearni gramatika, pro kterou L(G') = (L(G)) a G je prava linearni
gramatika z pifkladu [3.5

Véta 3.5 Kazdy jazyk typu 3 lze generovat levou regularni gramatikou.

Dikaz: Konstrukce levé regularni gramatiky k dané levé linedrni gramatice je
zcela analogicka konstrukei pravé regularni gramatiky k dané pravé linearni gra-
matice, a je proto ponechéna na ¢tenéfi (ilustraci poskytuje nésledujici piiklad).

O

Piiklad 3.8 Uvazujme gramatiku z piikladu jez mé pravidla:

X — c¢ba|Y |e
Y — Ya‘XbC

Xty
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1. krok zavadi pouze pravidla typu A — Ba nebo A — e:

X — Ua|Ya|Zc|e
Y — Ya|Zc

u — Vb

V. — We

W — €

zZ — Xb

2. krok odstranuje pravidla typu A — € a upravuje gramatiku na koneény tvar:

Ua|Ya|Zc|e
Yal| Zc

Vb

c

Xb|b
Ual|Ya|Zc

NS S g

R

Povsimnéme si, v ¢em se lisi pravidla této gramatiky od pravidel pravé regularni
gramatiky z prikladu jez byla ziskdna z pravé linedrni gramatiky (piiklad

3-9)-

3.1.3 Ekvivalence tridy £; a tridy jazykd prijimanych ko-
neénymi automaty

Oznacime L)y t¥idu jazykl prijimanych koneénymi automaty a ukdzeme, ze L3 =

E]\/[.

Véta 3.6 Necht L je jazyk typu 3. Pak existuje konec¢ny automat M takovy, ze

L=L(M), tj. L3 C L.

Dukaz: Podle véty muZeme jazyk L generovat gramatikou G = (N, X, P, S)
typu 3, jejiz pravidla maji tvar A — aB nebo A — ¢ (4, B € N,a € ). Sestrojme
kone¢ny (nedeterministicky) automat M = (Q, %, d, qo, F'), kde:

(1) @

(2) ¥

(3) 6:0(A,a) obsahuje B pro kazdé pravidlo A — aB z P,
(4) q

(5) F={A]| A— € je pravidlo z P}.

Ukazeme, ze L(G) = L(M).

Dikaz provedeme indukci. Dokazovana induktivni hypotéza necht ma tvar:
pro kazdé A € N plati A ?H‘l w,w € ¥*, pravé kdyz (A, w) i, (Ce)
pro néjaké C € F.

Oo—
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Nejdrive dokazeme tuto hypotézu pro i = 0. Zfejmé plati
0
A= ¢, pravé kdyz (A e) (A, €) pro A € F.

Nyni predpokladejme, ze dokazovana hypotéza plati pro ¢ > 0 a polozime
w=axr,a €Y, |z| =i— 1. Pak plat{ A =1 w, pravé kdyz A = aB = z. Podle

definice funkce 6 pak §(A4, a) obsahuje B (v dusledku piimé derivace A = aB). Na
zékladé induktivni hypotézy plati B =¢ z, pravé kdyz (B,z)+"*(C,¢),C € F.

Shrneme-li tyto skutec¢nosti, plati:

A= aB =" ar = w, pravé kdyz (A, ax) - (B, ) i}il(C’, €,CeF

tj. A ="l w, pravé kdyz (A, w) }i(C’, €),C e I,

tim jsme platnost induktivniho pfedpokladu dokéazali pro vsechna ¢ > 0.
Specialné pak plati

S =* w, pravé kdyz (S, w)(C,e),C € F

a tedy L(G) = L(M). o

Piiklad 3.9 Ke gramatice G = ({X,Y,Z,U,V,W},{a,b,c}, P,X), kde P obsa-
huje pravidla

elaY | cZ | aU
aY | cZ

bX

bV

cW

€

Ll bl

SRR

sestrojime koneény automat, ktery pfijima jazyk L(G).

Budeme postupovat podle véty [3.6] Funkci prechodi & reprezentujeme di-
agramem prechodi (obr. , v némz koncové stavy jsou vyznaceny dvojitym
krouzkem a pocatecni stav malou sipkou bez vystupniho vrcholu.

M = (Q,%,4,q,F) kde
Q = {X,Y,Z,UV,W}
Y = {a,b,c}

5 :  viz obr. Bl

g = X

F = {X,W}

Véta 3.7 Necht L = L(M) pro néjaky koneény automat M. Pak existuje gra-
matika G typu 3 takovd, ze L = L(G), tj. Ly C Ls.

Xty

Oo—
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Obrazek 3.1: Diagram prechodi automatu M

Dutkaz: Necht M = (Q,X, 4, qo, F). ProtoZze kazdy nedeterministicky automat
muze byt preveden na deterministicky automat prijimajici stejny jazyk, pred-
pokladejme, ze M je deterministicky automat. Necht G je gramatika typu 3,
G =(Q,%, P, q), jejiz mnozina P prepisovacich pravidel je definovina takto:

(1) je-li 6(q,a) = r, pak P obsahuje pravidlo ¢ — ar
(2) je-li p € F, pak P obsahuje pravidlo p — ¢

V dalsi ¢asti probiha dikaz zcela analogicky dikazu véty [3.6] a

Piiklad 3.10 Na zakladé piikladu [3.1] sestrojime gramatiku typu 3, kterd gene-
ruje jazyk zapist Cisel. Pfechodova funkce deterministického kone¢ného automatu,
ktery prijima tento jazyk, je v tabulce 3:1] Vysledna gramatika bude tvaru:

G = ({q07Q1a q2,43,44,45,46, 47, qS}a {C, Z,€,., ﬁ}7P7 qO)

P obsahuje pravidla

Qo — 2q8 |cqr|-ge|e™
qQq — €

@ — cqlin

q3 — Cq2

u — 2q3|cq

g — cgs|e® | tq

6 — (g5

a7 — cqr|-ge|e™ | fq
@8 — cqr |-qe|e™

Poznamenejme, ze prevod této gramatiky na gramatiku regularni je velice
snadny, stac¢i dosadit za ¢; prazdny retézec a odstranit pravidlo ¢ — e.

Véta 3.8 Trida jazykt, jez jsou prijimany konecnymi automaty, je totozna s tri-
dou jazyki typu 3 Chomského hierarchie.

Dtikaz: Tvrzeni bezprostfedné plyne z vét [3.6] a [3.7] O

Oo=—
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Algoritmus konstrukce nedeterministického koneéného automatu z dukazu véty
[3:6] mize byt snadno modifikovan pro prevod pravé reguldrni gramatiky na ekvi-
valentni nedeterministicky koneény automat.

Algoritmus 3.2 Konstrukce nedeterministického kone¢ného automatu k pravé
regularni gramatice.

Vstup: Pravd regularni gramatika G = (N, X, P, S), jejiz pravidla maji tvar A —
aBaA—a,kde A,B € N aa € X, prfipadné S — € za predpokladu, Ze S
se nevyskytuje na pravé strané zadného pravidla.

Vystup: Nedeterministicky kone¢ny automat M = (Q, X, 9, qo, F'), pro ktery je
L(M) = L(G).
Metoda:
(1) Polozime Q = N U {qgr}, kde gr reprezentuje koncovy stav.

(2) Mnozina vstupnich symbol automatu M je identickd s mnoZzinou ter-
minald gramatiky G.

(3) Funkci pfechodtu § definujeme takto:
(a) Je-li A — aB pravidlo z P, pak §(A,a) obsahuje stav B.
(b) Je-li A — a pravidlo z P, pak §(A, a) obsahuje gp.
(4) go=S
(5) Je-li S — € pravidlo z P, pak F = {S,qr}, v opaném piipadé F =
{ar}.
Véta 3.9 Necht G je prava regularni gramatika a M konecny automat z algo-

ritmu 3.2] Pak L(M) = L(G).

Dtkaz: Dukaz této véty je modifikaci dikazu véty prenechame ho jako cvi-
Ceni. O

Priklad 3.11 Uvazujeme gramatiku G = ({S, B},{0,1}, P, S) s pravidly

S — O0B]e
B — 0B|1B|0

Diagram prechodu automatu ptijimajictho jazyk L(G) m4, na zdkladé konstrukce
podle algoritmu [3.2] tvar:

0,1

(&))"

Obréazek 3.2: Diagram prechodu
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Algoritmus 3.3 Konstrukce nedeterministického kone¢ného automatu k levé re-
gularni gramatice.

Vstup: Leva reguldrni gramatika G = (N, X, P, S) jejiz pravidla maji tvar A —
Baa A—akde A;B€ N aa € ¥, piipadné S — ¢, je-li € € L(G).

Vystup: Nedeterministicky konecny automat M = (Q, X, 9, qo, F'), pro ktery je
L(M) = L(G).

Metoda:
(1) Polozime Q@ = N U {qo}

(2) Mnozina vstupnich symboli automatu M je identicka s terminaln{ abe-
cedou gramatiky G.

(3) Funkei pfechodu ¢ definujeme takto:

(a) Je-li A — Ba pravidlo z P, pak §(B,a) obsahuje stav A.
(b) Je-li A — a, pak §(go,a) obsahuje stav A.

(4) qo je poCatecni stav automatu M
(5) Je-li S — e pravidlo z P pak F' = {S,qo}, v opa¢ném piipadé F' = {S}

Véta 3.10 Necht G je leva linearni gramatika a M kone¢ny automat z algoritmu
Pak L(M) = L(G).

Dukaz: Nejprve dokdzeme, Ze € € L(G), pravé kdyz € € L(M). Podle konstrukce
automatu M, qg € F pravé kdyz v P je pravidlo S — € a tedy

S = ¢, pravé kdyZ (g0, €) F(0,€), @0 € F
Nyni dokéZeme, Ze pro libovolné w € X+ plati

S =T w, pravé kdyz (qo, w) ﬁ(S, €, SeF
Polozme w = ax, a € X, z € ¥*. Induktivni hypotéza necht ma tvar:

S =" Az = ax, prave kdyz (qo,azx) - (A, x) li(S,e), AeN, SeEF, |z|=i
Pro i = 0 dostaneme:
S = a, pravé kdyz (qo,a) F (S, €),

coz plyne pfimo z definice funkce prechodu automatu M (§(go,a) obsahuje S,

pravé kdyz S — a je v P).
Pro i > 1 je treba dokéazat:

(a) Az = ax, pravé kdyz (qo,ax) - (A, z)
(b) S =" Az pravé kdyz (A, z) (S, €)

Dikaz tvrzeni (ED a (]E[) ponechame jako cviceni. |
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Piiklad 3.12 Uvazujme gramatiku G = ({S,I, N}, {c,p, 4}, P, S) s pravidly:

S — If| Nt
I — pl|Ip|lc
N — «¢|Nc

Znaci-li ¢ arabskou ¢islici a p pismeno, pak L(G) je jazyk identifikdtori (nonter-
mindl ) a celych ¢&isel bez znaménka (nontermindl N). Kazda véta jazyka L(G)
kon¢i koncovym znakem f.

Diagram pfechodu automatu, ktery prijima jazyk L(G), mé na zdkladé algo-
ritmu B3] tvar:

S p

Obréazek 3.3: Diagram prechodt

3.2 Minimalizace deterministického kone¢ného au-
tomatu

Postup prevodu deterministického konecného automatu na minimélni determi-
nisticky kone¢ny automat se sklada z nékolika krokt, ve kterych eliminujeme
nedosazitelné stavy, automat prevedeme na uplné definovany DKA, nasledné na
redukovany DKA a pokud se v tomto redukovaném DKA vyskytuje tzv. ,sink“
stav, tj. nekoncovy stav, z néhoz lze poracovat jen do néj samého, pak ho odstra-
nime.

Definice 3.5 Deterministicky koneény automat M = (Q, X, d, go, ') nazyvime
Uplnyg deterministicki konecny automat, pokud pro vsechna g € @) a vSechna a € X
plati, Ze 6(q,a) € Q, tj. § je totaln{ funkei na Q x X.

Definice 3.6 Necht M = (Q,X, 4, qo, F) je koneény automat. Stav ¢ € @ na-

zveme dosaZitelny, pokud existuje w € ¥* takové, Ze (go,w) 1};1 (g,¢). Stav je

nedosazitelny, pokud neni dosazitelny.

Algoritmus 3.4 Eliminace nedosazitelnych stavi
Vstup: Deterministicky koneény automat M = (Q, X, d, qo, F).

Vystup: Deterministicky kone¢ny automat M’ bez nedosaZitelnych stavt, L(M) =
L(M").

Xty

DEF

DEF

Oo—
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Metoda:
1.i:=0
2. 5; :={q}
3. repeat
4. Sip1:=8U{q|Ipe S, JacX:0(p,a)=q}
5. t:=1+1
6. until S; = S;_1
7. M’ = (8:,%,0s,,q0, F N S;)

Zékladem algoritmu minimalizace deterministického kone¢ného automatu je
koncept nerozlisitelnych stavi.

Definice 3.7 Necht M = (Q, %, 4, qo, ) je tuplny DKA. Rikéme, Ze retézec w €

¥* rozlisuje stavy z @, jestlize (g1, w) 1\}_/1 (g3,€) A (g2, w) 1\}_/1 (q4,€) pro néjaké

q3, q4 a prave jeden ze stavii gz, q4 je v F. Rikdme, Ze stavy qi,q2 € Q jsou
E

k-nerozlisitelné a piSeme g1 = g2, pravé kdyz neexistuje w € ¥*, |w| < k, ktery

rozlisuje q1 a go. Stavy q1, g2 jsou nerozlisitelné, znacime q; = gs, jsou-li pro kazdé
k > 0 k-nerozlisitelné.

D4 se snadno dokézat, ze = je relaci ekvivalence na @, tj. relaci, ktera je
reflexivni, symetrickd a tranzitivni.

Definice 3.8 Uplné definovany DKA M nazgvame redukovany, jestlize zadny
stav (@ neni nedostupny a zadné dva stavy nejsou nerozlisitelné.

Véta 3.11 Necht M = (Q,%,4,qo, F) je uplny DKA a |Q| = n, n > 2. Plati
—2
Vi@ Qi an=@pea = ¢
Diikaz: Céast = dikazu je trividlni, plyne p¥imo z definice.
Cast «:

-2
1. Jestlize |F| = 0 nebo |F| = n, pak vzdjemné plati ¢1 = ¢ = q1 = o
(vSechny stavy jsou koncové, nebo vSechny stavy jsou nekoncové).

2. Necht |[F| > 0 A|F| < n. Ukézeme, ze plati= = '= C "=° C...C = C =
e 7Ziejmé plati:
(a) Vql,qQEQ:qléqQ@(ql¢F/\q2¢F)\/(q1€F/\q2€F).
(b) Yg1,920 € Q VE > 1 : ¢ £ @ < (¢ = g N Ya € X :

5(gr.a) "= 8(g2,0)).

o Relace = je ekvivalenci urcujici rozklad {F,Q \ F'}.

. k1 k k+1 . ; . v ok . v
e Jeli = # =, pak = je vlastnim zjemnénim =, tj. obsahuje alespon
. Nl ’ v k
o jednu tridu vice nez rozklad =.
e .. 1.4 , k41 k L, k+1  k+2 k43
e Jestlize pro néjaké k plati = = =, paktaké = == == = ... podle

(b) a tedy £ je hledand ekvivalence.

DEF

DEF
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e Protoze F nebo @\ F obsahuje nejvysSe n — 1 prvki, ziskdme relaci =

o . « .1 0
po nejvyse n — 2 zjemnénich =.

Algoritmus 3.5 Prevod na redukovany deterministicky koneény automat.
Vstup: Uplné definovany DKA M = (Q,%, 4, qo, F).

Vystup: Redukovany DKA M' = (Q’,%,d,q{, F'), L(M) = L(M").

Metoda:
1. Odstran nedosazitelné stavy s vyuzitim algoritmu [3:4]
2.1:=0
3. 2 :={(p,q) |pe F <> q e F}
4. repeat
5. E={(p0)|p = qAVa€S:b(p.a) = 8(g.0)}
6. ti=1+1
7. until = ='='
8. Q =0Q/=
9. Vp,q € QVaeX:d([pl,a) =g & b(p,a) = ¢
10. g5 = [qo]

1. F'={[d|qeF}
Poznamka 3.2 Vyraz [z]| znadi ekvivalen¢ni t¥idu uréenou prvkem x.

Piiklad 3.13 Pfevedte nize uvedeny deterministicky koneény automat (zadany
diagram prechodii) na odpovidajici redukovany deterministicky koneény automat.

Reseni: V feSeni pifkladu si ukdzeme, jak vypadaji stavy na jednotlivych fadcich
algoritmu [3.5]

Oo—
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0
= 6 | a b
1. Neobsahuje nedostupné stavy. I: A | Fy By
3. == {{A7F}7{B,C,D,E}} II B E]] D]]
N C | C Fy
51. == {{A, F},{B,E},{C,D}} D | Dy As
E | Brr Crr
= 6 | a b
I: A F[ BII
2 F | Af Epp
5.2. == {{4,F},{B,E},{C,D}} = T B E;  Di
=== E | Bir  Cir
III: C C]]] F[
D | D1 Ar

8. Q" = {[4],[B],[C1]}, kde [4]
{A7F}’ [B] = {BvE}’ [C]
{C, D}

9-11.

3.3 Regularni mnoziny a regularni vyrazy

3.3.1 Regularni mnoziny

Definice 3.9 Necht ¥ je koneéné abeceda. Reguldrni mnozinu nad abecedou X
definujeme rekurzivné takto:

1) @ (prdzdnd mnozina) je reguldrni mnozina nad ¥

(1)

(2) {e} (mnozina obsahujici pouze prazdny Fetézec) je regularni mnozina nad X
(3) {a} pro vsechna a € ¥ je reguldrni mnozina nad ¥
(4)

4) jsou-li P a @ regularni mnoziny nad X, pak také PUQ, P-Q a P* jsou
regularni mnoziny nad

(5) regularnimi mnozinami jsou pravé ty mnoziny, které lze ziskat aplikaci 1-4.
Trida reguldrnich mnozin je tedy nejmens t¥ida jazyku, ktera obsahuje 0, {€},

{a} pro vSechny symboly a a je uzaviena vzhledem k operacim sjednoceni, souc¢inu
a iterace.

Piiklad 3.14 L = ({a} U {d}) - ({b}*) - {c} je regularni mnoZina nad ¥ =
{a,b,c,d}.

Ukazeme, ze tiida regularnich mnozin tvori prave tfidu Ls, tj. tiidu jazyka
typu 3 Chomského hierarchie.

DEF
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Véta 3.12 Necht ¥ je konecné abeceda. Pak

0 (1)
{e} (2)
{a} pro vSechnaa € X (3)

jsou jazyky typu 3 nad abecedou X.
Dikaz:
(1) G=({S},%,0,5) je gramatika typu 3 pro kterou L(G) =0
(2) G=({S},%,{S — €},S) je gramatika typu 3 pro kterou L(G) = {¢}
(3) G, = ({5}, %2,{S — a},S) je gramatika typu 3, pro kterou L(G,) = {a}

O
Véta 3.13 Necht Ly a Ly jsou jazyky typu 3 nad abecedou . Pak
Ly U Lo (1)
Ly - Ly (2)
Ly (3)

jsou jazyky typu 3 nad abecedou X.

Dtkaz: Protoze Ly a Ls jsou jazyky typu 3, muzeme predpokladat existenci
gramatik G1 = (Nl, 2, Pl, Sl) a GQ = (NQ, E, PQ, 52) typu 3 takOV},fCh7 ze L(Gl) =
Ly a L(G3) = L. Bez Gjmy na obecnosti dale predpokladejme, Ze mnoziny N; a
Ny jsou disjunktni.

(1) Necht G3 = (N1UN2U{53}, E,P1UP2U{53 — Sl, Sg — Sg}, S3) je gramatika
typu 3, kde S3 je novy nontermindl, S3 ¢ Ni, S3 ¢ Ni. Ziejmé L(G3) =
L(G1) U L(G2), ponévadz pro kazdou derivaci S; ?+ w existuje bud derivace

3

S C?Jr w, nebo Sy C:;WL w a naopak. Protoze G35 je gramatika typu 3, je L(G3)
1 2
jazyk typu 3.
(2) Necht G4 = (N1 U Ny, X, Py, S7) je gramatika typu 3, jejiz mnozina pirepiso-
vacich pravidel P, je definovana takto:
(a) jeli A— aBv P;,pak A — xBjev Py
(b) je-li A— a v P, pak A — xS5 jev Py

(¢) vSechna pravidla z P jsou v Pj.

Nyni, jestlize S; =1 w, pak S; =1 wS,. Je-li dale Sy =+ x, pak So =T z a
G Gy G2 G

4
tedy S1 g>+ wz pro libovolné w a x. Z toho plyne L(G1) - L(G2) C L(G4).
4

Predpokladejme, ze plati Sy Z+ w. Protoze v P, nejsou zadna pravidla tvaru
A — z z mnoZiny P;, miZeme tuto derivaci zapsat ve tvaru S; Z* z So z*
zy, kde w = zy, priCemz vsechna pravidla pouzita v derivaci Sy er xSy byla
odvozena podle (a) a (b). Pak ale mus{ existovat derivace S; Z*‘ x a So c::>2+ Y
a tudiz L(G4) C L(G4) - L(G2). Z toho vsak plyne L(G4) = L(Gy) - L(G2).



KAPITOLA 3. REGULARNI JAZYKY 38

(3) Necht G5 = {N; U{S5},%, P5,S5}, S5 ¢ N1 a mnozina Ps je konstruovdna
takto:

(a) jeli A—xB v P;,pak A — zBjev P;
(b) jeli A— x v P, pak A — 2S5 a A — x jsou v Ps

(c) S5 — S1 a S5 —ejsouv Ps.

Nyni je tfeba dokazat tvrzeni:
Derivace

Sx (:;>+ 155 ?J’_ T1T2S5 C:¥>+ =T T1To...Tp_155 ?J’_ 1T ... Tpn-1Tn
5 5 5 5

5 5

existuje tehdy a jen tehdy, kdyz existuji derivace

S er X, S z+ xa, .. .,Sl zJF Tp-
Z tohoto tvrzeni, jehoz diikaz ponechame jako cviceni, bezprostiedné plyne
L(G5) = (L(G1))*. Protoze G5 je gramatika typu 3, je i jazyk L(G5) typu 3. O

3.3.2 Regularni vyrazy

Obvyklou notaci pro reprezentaci regularnich mnozin jsou regularni vyrazy.

Definice 3.10 Regularni vyrazy nad ¥ a regularni mnoziny, které oznacuji, jsou
rekurzivné definovany takto:

(1) 0 je reguldrni vyraz oznacujici reguldrn{ mnozinu (),

(2) e je reguldrni vyraz oznacujici reguldrni mnozinu {},

(3) a je reguldrni vyraz oznacujici reguldarni mnozinu {a} pro vSechny a € X,
(4) jsou-li p, g reguldrni vyrazy oznacujici regularni mnoziny P a @, pak

(a
(b

(c) (p*) je regularni vyraz oznacujici reguldrn{ mnozinu P*.

) (p+ q) je reguldrni vyraz oznadujici regularni mnozinu P U Q,
)

(pq) je regularni vyraz oznacujici reguldrn{ mnozinu P - Q,

(5) Zéadné jiné regularni virazy nad ¥ neexistuji.

Konvence 3.1 Prfi pouzivani regularnich vyrazu stanovujeme nésledujici kon-
vence.

1. Regularni vyraz p™ znadf reguldrni vyraz pp*.

2. Abychom minimalizovali pocet pouzivanych zévorek, stanovujeme priority
operdtorii: * a * (iterace — nejvyssi priorita), - (konkatenace), + (alterna-
tiva).

Priklad 3.15
1. 01 odpovidé {01}.
2. 0* odpovidé {0}*.
3. (04 1)* odpovida {0,1}*.

DEF

X+y




KAPITOLA 3. REGULARNI JAZYKY 39

4. (0 + 1)*011 znac¢i mnozinu Fetézct nad {0,1} konéicich 011.

5. (a+b)(a+ b+ 04 1)* znaci mnozinu fetézcu nad {a,b,0, 1} za¢inajici sym-
bolem a nebo b.

Nyni jsme si definovali reguléarni vyrazy. K tomu, abychom byli schopni odvo-
dit vSechny rovnice nad regularnimi vyrazy, potrebujeme sadu axiomu. Takovou
sadou je Kleeneho algebra.

Definice 3.11 Kleeneho algebra sestava z neprazdné mnoziny se dvéma vyznac-

nymi konstantami 0 a 1, dvéma binarnimi operacemi + a - a unarni operaci *,

které splnuji néasledujici axiomy:

a+ (b+c¢)=(a+b)+c asociativita + [A.1]

a+b=b+a komutativita + [A.2]

at+a=a idempotence + [A.3]

a+0=a 0 je identitou pro + [A.4]

a(bc) = (ab)c asociativita - [A.5)

al=1la=a 1 je identitou pro - [A.6]

a0 =0a =0 0 je anihildtorem pro - [A.7]

a(b+c) = ab+ ac distributivita zleva [A.8]

(a+b)c=ac+ be distributivita zprava [A.9]
1+aa* =a* [A.10]
l+a*a=a" [A.11]
b+ac<c=a*b<c [A.12]
13]

bt+tca<c=ba*<c [A.13
V A.12 a A13 reprezentuje < usporadani definované takto: a < b Lol a+b=".

Priklad 3.16 Priklady Kleeneho algeber
(1) T¥ida 2% viech podmnozin ¥* s konstantami () a {¢} a operacemi U, . a *.

(2) Trida vSech reguldrnich podmnozin ¥* s konstantami () a {¢} a operacemi U,
. a k.

(3) Trida vsech bindrnich relaci nad mnozinou X s konstantami v podobé prazdné
relace a identity a U, kompozici relaci a reflexivnim tranzitivnim uzavérem
kompozice jako operacemi.

(4) Kleeneho algebry matic.

Poznamka 3.3 Axiomy A.12 a A.13 lze nahradit nasledujicimi ekvivalentnimi
vztahy (dikaz viz [3]):
ac<c=a*c<c [A.14]
ca<c=ca*<c [A.15]
Nekteré uzitecné teorémy Kleeneho algebry, které lze odvodit z jejich axiému
jsou nasledujici:

(a*b)*a* = (a+b)* pravidlo ,vynofovani“ [R.16]
a pravidlo posuvu [R.17]

DEF

Xty
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Dtkaz: Pro struénost uvadime pouze dikazy prvnich dvou teorémi, ostatni
viz [3].

(1) 0 =1: 0 2014 00* AT 1402 1.

(2) 1+ a* = a* — pro struénost neuvddime pouziti A.1, A.2:

(a) 1+a* <a*:
i. A10: a*=1+aa*
ii. A.3: a*+a* =1+ aa*
iii. A.10: 1+aa*+a* =1+ aa*
iv. A.3: 1+1+4aa*+a* =1+aa*, neboli 1+a*+1+aa* = 1+aa*
v. def. <: 1+a*<1+aa*
vi. A.10: 14+a*<a*
(b) a* <1+ a*:
i. l1+a*=1+4+a"
ii. A.3: l+a*+a*=14+a"
ii. def. <: a*<1+a*
(c) antisymetrie <.
O
Priklad 3.17 Necht p, resp. g, oznacuji regularni mnoziny P, resp. Q). Pak p+g¢q

oznacuje PUQ a g+ p oznacuje QUP. PUQ = QU P (komutativita mnozinového
sjednoceni) = p+qg=q+p.

Riizné vlastnosti Kleeneho algeber se nékdy snaze dokazuji pro jednotlivé kon-
krétni priklady téchto algeber, napr. pro Kleeneho algebru regulérnich vyrazu, kde
lze napt. vyuzit vazby na teorii mnozin.

3.3.3 Rovnice nad regularnimi vyrazy

Definice 3.12 Rovnice, jejimiz slozkami jsou koeficienty a neznamé, které repre-
zentuji (dané a hledané) reguldrni vyrazy, nazyvame rovnicemi nad reguldrnimi
vyrazy.

Piiklad 3.18 Uvazujme rovnici nad reguldrnimi vyrazy nad abecedou {a,b}
X=aX+D

Jejim fesenim je regularni vyraz X = a*b.

Ditkaz: LS = a*b, PS = a(a*b) + b= atb+b = (at + €)b = a*b. Ne vzdy viak

existuje jediné feSeni rovnice nad regularnimi vyrazy.
O

Priklad 3.19 Necht X = pX + ¢ je rovnice nad regularnimi vyrazy, kde p, ¢ jsou
regularni vyrazy a p oznacuje regularni mnozinu P takovou, ze € € P. Pak

X=p*(g+r1)

je FeSenim této rovnice pro libovolné r (kterému nemusi ani odpovidat regulérni
mnozina, ale pfipadné i obecnéjsi jazyk).

Xty

DEF

Xty

Xty
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Dikaz: LS =p*(¢+7), PS=pp*(¢+7r))+qg=pp*(¢+7r)+q=p"(¢+7)+q=
p*(q + 7). Je t¥eba si uvédomit, Ze € € P.

O
Obvykle ale hledame ,nejmensi feseni“, tzv. nejmensi pevny bod, dané rovnice.
Véta 3.14 Nejmensim pevnym bodem rovnice X = pX + ¢ je:
X =p'q
Ditkaz: LS = p*q, PS = pp"q + ¢ = (pp" + €)g = p*q
O
3.3.4 Soustavy rovnic nad regularnimi vyrazy
Priklad 3.20 Budiz ddna soustava rovnic
X = CL1X + CLQY + as
Y = le + b2Y + b3
Jeji Teseni je:
X = (CLl + agbzbl)*(ag + a2b§b3)
Y = (b2 + blaTag)*(bg + blafag)
Ditkaz: Cviceni. m|

Definice 3.13 Soustava rovnic nad regularnimi vyrazy je ve standardnim tvaru
vzhledem k nezndmym A = {X;, Xo, ..., X, }, mé-li soustava tvar

N\ Xi=oai+anXi +aipXs+ ..+ aim Xy
ie{l,...,n}

kde «;; jsou regularni vyrazy nad néjakou abecedou 3, ¥ N A = .

Véta 3.15 Je-li soustava rovnic nad regularnimi vyrazy ve standardnim tvaru,
pak existuje jeji minimalni pevny bod a algoritmus jeho nalezeni.

Dikaz: Vyjadiujeme hodnotu jednotlivych proménnych pomoci feseni rovnice
X = pX +q jako regularni vyraz s proménnymi, jejichz pocet se postupné snizuje:
Z rovnice pro X,, vyjadiime napt. X,, jako regularni vyraz nad ¥ a Xi,..., X, —1.
Dosadime za X, do rovnice pro X,,_; a postup opakujeme. Jsou pritom mozné
(ale ne nutné) ruzné optimalizace tohoto poradi.

O

Priklad 3.21 Vyreste soustavu rovnic nad regularnimi vyrazy:
(1) X3 = (01" +1)X; + X;

(2) X9 = 1141X;+00X5

(3) X3 = e+ X1+Xo

Resent:

Xty

DEF

Oo—

Xty
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1. Vyraz pro X3 dosadime z (3) do (2). Dostaneme soustavu:

4) X1 = (01" + 1)X; + X»

(6) Xo = 11+1X;4+00(e+ X1+ X2) =00+ 11+ (1 +00)X; + 00X,
2. Ze (4) vyjadiime X; s vyuzitim feSeni rovnice X = pX + ¢ (véta [3.14]):

6) X1 = (01" +1)*Xy = (0+1)*X>

3. Dosazenim do (5):

(7) Xo = 00+11+(14+00)(0+1)*Xs + 00X, =

= 004114 (1400)(0+1)*Xs

4. Vypoc¢tenim X5 jako feseni rovnice X = pX + ¢ dostaneme:

(8) Xo = ((1+00)(0+ 1)*)*(00 + 11)
5. Dosazenim do (6) dostaneme:

9) Xy = (0+1D*((14+00)(0+1)*)*(00+11) = (0+1)*(00+ 11)
6. Dosazenim do (3) dostaneme:

(10) X3 = e+ (0+1)*(00+11) + ((1 4+ 00)(0 + 1)*)*(00 + 11) =
e+ ((0+1)*+ ((14+00)(0+ 1)*)*)(00 4+ 11) =
e+ (0+1)*(00+ 11)

Véta 3.16 Kazdy jazyk generovany gramatikou typu 3 je reguldrni mnozinou:

L3 C Lp
Dukaz:

1. Necht L € L3 je libovolny jazyk typu 3. Jiz vime, Ze ho muzeme popsat
koneénym automatem M = (Q, X, 5, qo, F'). Necht Q@ = {qo,q1, .-, qn }-

2. Vytvorime soustavu rovnic na regularni vyrazy s proménnymi Xg, X1, ..., X,
ve standardnim tvaru. Rovnice pro X; popisuje mnozinu fetézcu piijimanych
ze stavu @;.

3. ReSenim této soustavy ziskdme reguldrni vyraz pro proménnou X, ktery
reprezentuje jazyk L.

O

Priklad 3.22 Jazyk L popisuje regularni vyraz, ktery je fesenim této soustavy
pro proménnou Xj.

X1 = £+ U,Xl + CLXQ + ng
X2 = bX1 + CLX3
X3 = e+ aXo + aXs

Xty
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Poznédmka 3.4 Jiny pfevod KA na RV

Reguldrni prechodovy graf je zobecnéni konecného automatu, které umoznuje
mnozinu pocatecnich stavi a regularni vyrazy na hranach.

Kazdy regularni prechodovy graf je mozné prevést na requldrni prechodovy
graf s jedingm prechodem, ze kterého odec¢teme hledany regularni vyraz. Zave-
deme novy pocatecni a koncovy stav, které propojime s pivodnimi poc¢atecnimi a
koncovymi stavy e prechody. Pak postupné odstranujeme vsechny ptvodni stavy
nasledujicim zpisobem:

R, (S,+S,+&)*T,

R,(S,+S,+&)*T,

R (S,+S,+&)*T,

R,(S,+S,+e)*T,

3.4 Prevod regularnich vyrazi na konec¢né auto-
maty
Nyni si ukdzeme primy prevod regularniho vyrazu na deterministicky konecény

automat. Regularni vyrazy budeme prevadét nejprve na tzv. rozsitené konecné
automaty a ty pak na deterministické koneéné automaty.

Definice 3.14 Rozsireny konecnyj automat (RKA) je pétice M = (Q, %, 6, qo, F),
kde

(a) @ je konefnd mnoZina stavi,
(b

Y je konecna vstupni abeceda,

d

)
)
(c) 4 je zobrazeni Q x (L U {e}) — 29,
(d) go € Q je pocatecni stav,

)

(e) F C @ je mnozina koncovych stavi.

Priklad 3.23 M = ({0,1,2,3,4}, {a, b}, 4,0, {2,4})

L(M) = aa* + bb* =at + b

Definice 3.15 Klicovou funkci v algoritmu prevodu RKA na DKA méa vypocet
funkce, kterd k danému stavu ur¢i mnozinu vsech stavi, jez jsou dostupné po e
hranich diagramu pfechodt funkce §. Oznacme tuto funkci jako e-uzéveér:

e-uzévér(q) = {p | Jw € ¥ : (¢, w) u (p,w)}

DEF

Xty

DEF
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Funkci e-uzavér zobecnime tak, aby argumentem mohla byt mnozina T C Q:

e-uzéveér(T) = U g-uzéver(s)

Priklad 3.24

e-uzaver({q,r, s}) =
{p.q,r 5,1}

. , v s v . . £ Ve v
Pro popis vypoctu e-uzavéru si zavedeme relaci — v mnoziné @) takto:

d
Va1,q2 € Q1 1 —— o SLIN g2 € 6(q1,¢)

Pak e-uzaveér(p) = {¢ € Q | p =7 q}-
K vypoctu e-uzavéru pak pouzijeme Warshalliv algoritmus, doplnime diago-
nalu jednickami a z ptislusného fadku matice vysledné relace vycteme e-uzaveér.

Priklad 3.25

e-uzéver(3) = {3,6,7,1,2,4}
e-uzévér({1,0}) = {0,1,2,4,7}

Algoritmus 3.6 Prevod rozsifeného koneéného automatu na deterministicky
konecny automat.

Vstup: Rozsifeny konecny automat M = (Q, %, 6, qo, F).
Vystup: Deterministicky koneény automat M’ = (Q',%,d, ¢, F'), L(M) =
L(M").
Metoda:
L Q' =29\ {0}.

2. g = e-uzéveér(qo).
3.0 :Q xX — Q U{nedef} je vypoctena takto:
e Necht VT € Q',a € X :5(T,a) = quT d(q,a).
e Pak pro kazdé T € ', a € X:
(a) pokud §(T,a) # 0, pak §'(T,a) = e-uzavér(6(T, a)),
(b) jinak §'(T,a) = nedef.

Xty

Oo—
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4. F:={S|SeQ ANSNF #0}.
Priklad 3.26 Aplikujte algoritmus na automat z prikladu

1. Pocétecni stav, oznacime ho A, je A = e-uzavér(0) = {0,1,2,4,7}.

2. §'(A,a) = e-uzavér({3,8}) = {1,2,3,4,6,7,8} = B
3. 8'(A,b) = e-uzéver({5}) = {1,2,4,5,6,7} = C.

4. 8'(B,a) = e-uzévér({3,8}) =

5. 8'(B,b) = e-uzévér({5,9} = {1,2,4,5,6,7,9} = D
6. 8'(C,a) = c-uzaver({3,8}) =

7. 8'(C,b) = e-uzéver({5}) =

8. 8'(D, a) = c-uzavér({3,8}) =

9. §'(D,b) = e-uzévér({5,10} = {1,2,4,5,6,7,10} = E.
10. §'(B,a) = e-uzévér({3,8}) = B

11. §'(B,b) = e-wzaver({5}) = C.

12. Mnozina koncovych stavi F' = {E}.

Algoritmus 3.7 Prevod regularniho vyrazu na rozsiteny konecny automat.
Vstup: Regularni vyraz r popisujici regularni mnozinu R nad .
Vystup: Rozsifeny koneény automat M takovy, 7ze L(M) = R.

Metoda: 1. Rozlozime r na jeho primitivni slozky podle rekurzivni definice
reguldrni mnoziny /vyrazu.

€
2. (a) Pro vyraz e zkonstruujeme automat: . .
(b) Pro vyraz a,a € ¥ zkonstruujeme automat: . ‘

(¢) Pro vyraz ) zkonstruujeme automat: @
(d) Necht N; je automat pfijimajici jazyk specifikovany vyrazem ri a
necht Ny je automat prijimajici jazyk specifikovany vyrazem rs.
i. Pro vyraz ry + ro zkonstruujeme automat:

ii. Pro vyraz rire zkonstruujeme automat:

O-OrO0

Xty

Oo—
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iii. Pro vyraz ri zkonstruujeme automat:

Piiklad 3.27 Vytvoime rozsifeny koneény automat pro reguldrni vyraz (a +

b)*abb:

1. Rozklad regularniho vyrazu vyjadiime stromem:

fy
rg/ Il\ 10
' |
/|7\ ' |8 b
G
My *
1N a
("1
I3
S
-+ 1
I
a b

(d) Automat N4 pro rq = (r3) je stejny jako N3, zkonstruujeme tedy rov-
nou Nj pro vyraz r5 = r; = (a +b)*

el

€

=
(e) Reguldrnimu vyrazu rg = a piislusi automat Ng: °

(f) Regularnimu vyrazu r; = rsre prislusi automat Ny:
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(...) Pokracujeme, az do ziskédni automatu z piikladu

Prevod RV na RKA zavadi mnoho vnitinich stavi a je proto obvykle nasle-
dovéan pouzitim algoritmu minimalizace DKA (algoritmus [3.5]).

Priklad 3.28 Ovérte, zda deterministicky koneény automat z prikladu je ¢i
neni minimalni.

Pro porovnavani regularnich gramatik, konecnych automatu a regularnich vy-
razi muzeme shrnout, ze

1. gramatiky typu 3 (pravé/levé regularni gramatiky, pravé/levé linedrni gra-
matiky),

2. (rozsifené/nedeterministické/deterministické) koneéné automaty a
3. regularni vyrazy
maji ekvivalentni vyjadrovact silu.

gramatiky typu 3

N

kone¢né automaty regularnl vyrazy

3.5 Vlastnosti regularnich jazyku

Podobné jako u dalsich tiid jazykt budeme nyni zkoumat nésledujici vlastnosti
regularnich jazyku:

(1) vlastnosti strukturélni,
(2) vlastnosti uzavérové a

(3) rozhodnutelné problémy pro regularni jazyky.

3.5.1 Strukturalni vlastnosti regularnich jazyku
Véta 3.17 Kazdy konecny jazyk je reguldrni.

Dukaz: Necht L = {wy,wa,...,w,}, w; € X.
Pak L = L(G), kde G = ({S},2,{S — w1,5 — wa,..., S — w,p},5). G je
ziejmé gramatika typu 3.
O

Opak véty [3.17 zjevné neplati:

Piiklad 3.29 Sestrojte gramatiku typu 3 generujici jazyk {0, 1}*.
Resen: 7&304 = G=({S}, {0,1}, {S —¢&,5—05,85—1S}, 9)

Oo—

Xty
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Pumping lemma

Pokud se zajimame o vlastnost, zda jazyk spadd do dané t¥idy jazyka, je uzi-
tecné tzv. Pumping lemma. Neforméalné feceno Pumping lemma tvrdi, ze v kazdé
dostatecné dlouhé vété kazdého regularniho jazyka jsme schopni najit pomérné
kratkou sekvenci, kterou je mozné vypustit, resp. zopakovat libovolny pocet krat,
pricemz dostavame stéale véty daného jazyka.

Véta 3.18 Necht L je nekonecny regularni jazyk. Pak existuje celo¢iselnd kon-
stanta p > 0 takovd, Ze plati:

weL A |wl>p = w=zxyz A
0<|yl<p A
zy' z€ Lprot>0.

Dutkaz: Necht L = L(M), M = (Q,%,0,qo, F) je koneény automat, kde |Q| =
n > 0. Polozme p = n. Je-li w € L a |w| > n, pak M pfijme vétu w ,,prichodem*
alespont n+ 1 konfiguracemi a tudiz alespon dvé z nich obsahuji stejny stav, tedy:

* k *
(QO7w) = (C]vayz) F (Ta ?JZ) = (7",2) F (qFag)a qr € F

pro néjaky stav r € Q a k takové, ze 0 < k < n.
Pak ale existuje posloupnost konfiguraci:

X2

(r,y
(ry

(90, zy'2) z)
i—1

X2

T+ T*

z)

(r,2)

(qr,¢)

T T+

O
To oviem znamend, Ze xy‘z € L(M), a to nejen pro i > 0, ale i pro pifpad

* *
1=0: (go,z2) F (r,2) F (qr,€), qr € F.
Véty .18 se ¢asto pouziva k dikazu, Ze dany jazyk neni reguldrni.

Piiklad 3.30 Dokazte, ze jazyk L = {0™1™ | n > 1} neni reguldrni.
Diikaz: Predpoklddejme, ze L je reguldrni. Pak podle véty 318 muze byt véta
0F1* pro dostateéné velké k zapsana ve tvaru zyz = 0F1%, 0 < |y| < k, a plati
xy'z € L proi > 0.

Pii hledani podretézce y mohou nastat 3 moznosti:

000...0111...1
——

—_—

y y y
y € {0}F pak ale mylz ¢ L — nesouhlasi pocet 0 a 1
ye{1}* pak ale zy'z ¢ L — nesouhlasi pocet 0 a 1

y € {0} - {1}t pak ale zy’z ¢ L (viechny 0 nepiedchézeji vechny 1)
Retézec tudiz nelze vybrat, a proto L ¢ Ls.

Oo—

Xty
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Piiklad 3.31 Dokazte, Ze jazyk L = {a? | q je prvoéislo } neni regulérni.
Diikaz: Predpoklddejme, ze L je regularni. Pak podle véty [3.1§] existuje p > 0
takové, ze kazda véta a? € L, kde ¢ > p, mlze byt zapsana ve tvaru a? = xyz,
0 < |y| <p, aplati xy’z € L proi > 0.

Zvolme 1 prvocislo vétsi nez p.

a” € L ala"| =r > p, coz implikuje a” = zyz, 0 < |y| < p, a plati zy’z € L
pro ¢ > 0.

Necht |y| = k a zvolme ¢ = r + 1.

Pak ale |xy"T12| = |zyz| + |y"| = 7 + 1.k = r.(k + 1), coz viak neni prvoéislo,
a tedy xy’z € L. Spor.

O

3.5.2 Myhill-Nerodova véta

Myhill-Nerodova véta charakterizuje nékteré zasadni vztahy mezi kone¢nymi au-
tomaty nad abecedou ¥ a jistymi ekvivalen¢nimi relacemi nad retézci ze X*. Déle
slouzi k popisu nékterych z nutnych a postacujicich podminek pro to, aby dany
jazyk byl jazykem reguldarnim (pouzivd se Casto k dikazu neregularity jazyka).
Poskytuje také formdlni bazi pro elegantni{ dikaz existence unikdtniho (az na
isomorfismus) minimalniho DKA k danému reguldrnimu jazyku.

Prava kongruence a prefixova ekvivalence

Pro zopakovani: ekvivalence ~ je binarni relace, ktera je reflexivni, symetrickd a
tranzitivni. Index ekvivalence ~ je pocet tiid rozkladu X*/ ~. Je-li téchto t¥id
nekonecné mnoho, definujeme index jako oco.

Definice 3.16 Necht X je abeceda a ~ je ekvivalence na X*. Ekvivalence ~ je
pravou kongruenci (je zprava invariantn{), pokud pro kazdé u,v,w € ¥* plati

U~ U= uw ~ vw

Véta 3.19 Ekvivalence ~ na X* je prava kongruence pravé tehdy, kdyz pro
kazdé u,v € ¥*, a € ¥ plati u ~ v = ua ~ va.

Dtkaz: ,=“ je trividlni, ,,<=* lze snadno ukazat indukci nad délkou w.
O

Definice 3.17 Necht L je libovolny (ne nutné reguldrni) jazyk nad abecedou X.
Na mnoziné ¥* definujeme relaci ~y zvanou prefizovd ekvivalence pro L takto:

d
uNLvéVwEZ*:uweL@vweL
Véta 3.20 Necht L je jazyk nad X. Pak nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:
1. L je jazyk pfijimany deterministickym kone¢nym automatem.

2. L je sjednocenim nékterych tiid rozkladu uréeného pravou kongruenci na
>* s koneénym indexem.

3. Relace ~, méa kone¢ny index.
Dtikaz: Dokéazeme nasledujici implikace:

(a) 1=2

DEF

DEF

Oo—

Myhill-
Nerodova
véta
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(b) 2=3
(¢c) 3=1

. . d . ; .
Z definice ekvivalence (a < b ELa=bab= a) a ze zékladni tautologie
vyrokové logiky (@ = bA b= ¢) = (a = ¢) plyne tvrzeni véty.

(a) Dukaz implikace 1 = 2

Je-li L prijiman DKA, pak L je sjednocenim nékterych t¥id rozkladu uréeného
pravou kongruenci na ¥* s kone¢nym indexem. .
Pro DKA M = (Q,X%,0,qo, F) zavedme zobecnénou prechodovou funkci § :

Q x X* — Q tak, ze Vq1,q2 € Q,w € ¥* : §(q1,w) = g2 & (q1,w) 1\’} (g2,¢).
Pro dany L pfijimany konetnym automatem M zkonstruujeme ~ s potrebnymi
vlastnostmi:

(1) Necht M =(Q,X,9,q0, F) a d je totalni.
(2) Zvolime ~ jako bindrni relaci na $* takovou, ze u ~ v <= 6(qo, u) = 6(qo, v).
(3) Ukézeme, Ze ~ mé potrebné vlastnosti:

i. ~ je ekvivalence: je reflexivni, symetricka a tranzitivni.

ii. ~ ma konecny indez: ttidy rozkladu odpovidaji staviim automatu.

iii. ~ je pravd kongruence: Necht u ~ vaa € X. Pak S(qo, ua) = (5(5(q0, u),a) =
3(0(qo,v),a) = 0(qo,va) a tedy ua ~ va.

iv. L je sjednocenim néktergch trid ¥*\ ~: téch, které odpovidaji F.

(b) Dukaz implikace 2 = 3

Existuje-li relace ~ splnujici podminku 2, pak ~ mé koneény index.

Pro vSechny u,v € ¥* takové, ze u ~ v, plati u ~, v: Necht u ~ v. UkdZeme,
ze také u ~p v, tj. Yw € X" uw € L < vw € L. Vime, Ze uw ~ vw a protoze L
je sjednocenim nékterych tiid rozkladu ¥*\ ~, plati téZ uw € L < vw € L. Vime
tedy, ze ~Cr~p, (tj. ~r, je nejvétsi prava kongruence s danymi vlastnostmi). Kazda
tfida ~ je obsazena v néjaké tridé ~p . Index ~; nemuze byt vétsi nez index ~.
~ ma konec¢ny index a tedy i ~; mé koneény index.

(c) Dakaz implikace 3 =1

Ma-li ~, kone¢ny index, pak L je pfijiman néjakym koneénym automatem.
Zkonstruujeme M = (Q, X, d, qo, F') prijimajici L:

(1) Q = £*\ ~ (stavy jsou tiidy rozkladu $* relaci ~),
(2) Yue ¥, ue X 6(u],a) = [ud],

(3) a0 =[],

(4) F={[z] |z €L}
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Uvedend konstrukce je korekini, tj. L = L(M): indukei nad délkou slova v
ukazeme, ze Yv € * : §([e],v) = [v]. Navic v € L <= [v] € F < i([¢],v) € F.
O
Jak bylo fec¢eno diive, Myhill-Nerodova véta také slouzi pro elegantni dokazani,
zda je dany jazyk reguldrni (resp. neni regularni). Nésledujici piiklad ukazuje toto
vyuziti.

Priklad 3.32 Dokazte, ze jazyk L = {a™b™ | n > 0} neni requldrni.

Diikaz: Zadné fetézce €, a, a2, a®, ... nejsou ~p-ekvivalentni, protoze a’b* € L, ale
a’b! ¢ L pro i # j. Relace ~7, mé tedy nekoneénd mnoho t¥id (neboli nekoneény
index). Dle Myhill-Nerodovy véty tudiz nemutze byt L pfijiman zaddnym koneénym
automatem.
O
Dalsi vyuziti Myhill-Nerodovy véty je pro elegantni dikaz existence minimal-
niho deterministického konec¢ného automatu k danému reguldrnimu vyrazu.

Véta 3.21 (2. varianta Myhill-Nerodovy véty) Pocet stavii libovolného mi-
nimélniho

DKA piijimajictho L je roven indexu ~. (Takovy DKA existuje pravé tehdy,
kdyz je index ~, koneény.)

Dukaz: Kazdy DKA (muzeme uvazovat DKA bez nedosazitelnych stavi) uréuje
jistou pravou kongruenci s kone¢nym indexem a naopak. Je-li L regulérni, je ~,
nejvétsi pravou kongruenci s koneénym indexem takovou, ze L je sjednocenim
nékterych t¥id prislusného rozkladu. Koneény automat, ktery odpovidd ~p (viz
dtikaz 3 = 1 Myhill-Nerodovy véty), je tedy minimaln{ koneény automat pfijima-
jici L.

O

3.5.3 Uzavérové vlastnosti regularnich jazykiu

Véta 3.22 Trida regularnich jazyki je uzavrena (mimo jiné) vzhledem k opera-
cim U (sjednoceni), - (konkatenace) a * (iterace).

Dtikaz: Plyne z definice regularnich mnozin a ekvivalence regularnich mnozin a
regularnich jazyku. ]

Véta 3.23 Trida regularnich jazyku tvori mnozinovou Booleovu algebru.

Dukaz:
Ozna¢me L3 t¥idu vSech reguldrnich jazyku abecedou X. Ukazeme, Ze alge-
braick4 struktura < L£3,U,N, ’, *, 0 > je Booleova algebra.

1. Protoze X* € L3110 € L3, jsou tyto jazyky zfejmé ,jednickou”, resp. ,nulou®
uvazované algebry. Déle je zfejma uzavienost vaci U.

2. Dokéazeme uzavienost vzhledem ke komplementu nad abecedou A, A C X.
K jazyku L sestrojime uplne definovany KA M.

M:(QaAaéaqmF)

takovy, ze L = L(M). Pak KA M’

Xty
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M/ = (QvAa§aQO7Q\F)
ziejmé prijima jazyk A* \ L (komplement L v A*).
Komplement vzhledem k ¥*:
L=LM)ux*(z\A)x*
coz je podle véty [3.19| regulérni jazyk.

3. Uzavrenost vzhledem k priniku plyne z de Morganovych zékoni:

leLQZleLQZEUE

atedy Li,Lo € L3= L1 NL2 € Ls.

Véta 3.24 Necht L € £3 a necht LE = {w® | w € L}. Pak L® € 3.

Dukaz: Necht M je koneény automat takovy, ze L = L(M). Lze sestrojit M’
takovy, aby L(M') = L%.
Konstrukce automatu M’ se ponechdva na ¢tendri jako cviceni.

3.5.4 Rozhodnutelné problémy regularnich jazykt

Tato podkapitola se zabyva témito zakladnimi rozhodnutelnymi problémy regu-
larnich jazykt: problém neprdzdnosti: L # @ 7, problém ndlefitosti: w € L 7 a
problém ekvivalence: L(G1) = L(G3) ?

Véta 3.25 Ve tridé L3 je rozhodnutelny problém neprdzdnosti jazyka i problém
ndleZitosti Fetézce (do jazyka).

Dtkaz: K jazyku L € L3 sestrojime deterministicky konecny automat M, L =
L(M):

M = (Q,EafsaQOvF)
neprazdnost: L(M)# 0 <= 3q€ Q :(q € F Aq je dostupny z qq)
ndlezitost: we€ L& (qo,w) - (q,e) N\ge F

O

Véta 3.26 Necht Ly = L(G1) a Ly = L(G3) jsou dva jazyky generované re-
guldrnimi gramatikami G; a Gs. Pak je rozhodnutelny problém ekvivalence, tj.
L(Gl) = L(Gg) nebo L(Gl) 7é L(GQ)

Diikaz: Necht M; = (Q1,%1,01, 3, F1), resp. My = (Qa, Y2, 82, q3, Fa) jsou KA
pfijimajici jazyky Li, resp. Lo takové, ze Q1 N Qo = 0.
Vytvorime kone¢ny automat M takto:

M = (Ql UQQ,Zl U22,51 U52,q(1),F1 UFQ)

a vypocitame relaci = nerozlisitelnosti stavi z Q1 U @2 pro automat M.
Pak L(G1) = L(G2) <= ¢} = ¢
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Regularni jazyky, zahrnujici vSechny konec¢né jazyky, predstavuji tiidu formal-
nich jazyki s velmi vyraznym poctem aplikaci zvlasté pak pro jejich mimoradnou
rozhodovaci silu. K nejrozsirenéjsim prostfedkium jejich specifikace patii, vedle
gramatik typu 3 a nedeterministickych a deterministickych kone¢nych jazyku také
regularni vyrazy. Regularni jazyky tvoii jednu z instanci Kleenovy algebry, ktera
umoznuje resit standartizované soustavy rovnic nad reguldrnimi vyrazy. Algoritmy
prevodi mezi ekvivalentnimi specifika¢nimi prostiedky jsou zédkladem specidlnich
jazykovych procesorti, napi konstruktoru lexikalnich analyzatoru prekladaci.

3.6 Cviceni
Cviceni 3.6.1 Ke konecénému nedeterministickému automatu

M = ({Qanlaq2,q37QF}, {17273}767 q0, {qF})7

kde zobrazeni § je definovano touto tabulkou .

b
Q 1 2 3
do | {9001} {90,a2} {q0,q3}
a | {q,9r} A{ar} {aa}

q2 {2} Ae,ar} A{a}
qs {Q3} {Q3} {Q3, (JF}
qr 0 0 0

sestrojte deterministicky automat M’, pro ktery plati L(M') = L(M).

Cviceni 3.6.2 Necht Ly = L(M;) a Ly = L(M>) jsou jazyky prijimané konec-
l’lyml automaty M1 = (Ql,El,él,qé,Fl) a M2 = (QQ,EQ,(SQ,(]%,FQ). Analogicky
vets ukazte konstrukci automattt Mz, My a Ms, pro které plati:

L(Mg,) = L1 @] Lg, L<M4) = L1 . LQ a L<M5) = LT

Cviceni 3.6.3 K pravé linearni gramatice, ktera osahuje pravidla

A — B|C

B — 0B|1B|o11
C — 0D|1C|e
D — 0C|1D

vytvorte pravou linedrni gramatiku, jez generuje stejny jazyk. Nonterminal A je
vychozim symbolem gramatiky.

Cviceni 3.6.4 Vytvorte pravou regularni gramatiku, kterd generuje jazyk priji-
many automatem M ze cviceni [3.6.1

Cviceni 3.6.5 Vytvoite koneény automat, ktery prijima jazyk generovany gra-
matikou ze cvideni [3.6.3}

Cviéeni 3.6.6 Na zakladé algoritmu, jenz je ,inverzni* k algoritmu [3.3] sestrojte
levou regulérni gramatiku pro jazyk redlnych ¢isel pro programovaci jazyky. Au-
tomat prijimajici tento jazyk je uveden v pifkladé [3.1]
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Cviceni 3.6.7 Na zakladé gramatiky ze cviceni [2.4.5 vytvoite konecny determi-
nisticky automat, ktery prijimé jazyk cisel programovaciho jazyka Pascal.

Cviceni 3.6.8 Gramatika G = ({S, A, Ap_1,..., Ao}, {a, b}, P,S) s pravidly

S — A,
A, — A,_1A,_1
Ap1 — Ap24n 2
Ay — AAy
A1 — Apdo
Ay — alb

popisuje pro n > 0 reguldrni jazyk nad abecedou {a, b}.

(a) Specifikujte jazyk L(G) gramatikou typu 3.
(b) Prevedte tuto gramatiku na pravou reguldrni gramatiku.

d

)
)

(c) Prevedte tuto gramatiku na ekevivalentni NKA a DKA.

(d) Popiste jazyk specifikovany gramatikou G ve tvaru regularniho vyrazu.
)

(e) K ziskanému reguldrnimu vyrazu vytvorte ekvivalentn{ rozsifeny konecny au-
tomat a deterministicky koneény automat.

(f) Srovnejte DKA, které jste ziskali v (c) a (e). Ukazte, Ze automat pfijimajic
jazyk L(G) nepottebuje vice nez 2™ + 1 stavi.



Kapitola 4

Bezkontextové jazyky a
zasobnikové automaty

Prvnim cilem této kapitoly je dikladné zvladnuti pojmi a poznatku teorie bez-
kontextovych gramatik, jez jsou zédkladem modernich aplikaci v prekladacich pro-
gramovacich jazyku ¢i pii formalni specifikaci a verifikaci (nejen) poéitacovych
systémil. Kapitola vymezuje zédkladni transformace bezkontextovych gramatik za-
chovéavajici ekvivalenci bezkontextovych jazyku a vede k algoritmizaci a dikazu
téchto transformaci. Druhym cilem této kapitoly je osvojeni prostfedkt a metod
alternativnich popist bezkontextovych jazykt riznymi variantami zdsobnikovych
automatiu. Dokazuje se vztah mezi bezkontextovymi gramatikami a nedetermi-
nistickymi a deterministickymi zasobnikovymi automaty. Kone¢né tretim cilem je
vést ¢tenare k rigoroznimu pochopeni zékladnich viastnosti bezkontextovyjch jazyki
a seznamit ho, méné formalné, i s nékterymi pokrocilejsimi uzitecnymi poznatky
teorie bezkontextovych jazyk.

Definice 4.1 Bezkontextova gramatika G je Ctvetice G = (N, X, P, S)

(1) N je konefnd mnozina nonterminalnich symbolu
(2) ¥ je konefnd mnozina terminélnich symboli

(3) P je kone¢nd mnozina prepisovacich pravidel (pravidel) tvaru A — o, A € N
aa€ (NUD)*
(4) S € N je vychozi symbol gramatiky.

Déle budeme gramatikou bez dalsi specifikace rozumét bezkontextovou grama-
tiku.

Piiklad 4.1 Gramatika G = ({S, A, B},{a,b,c,d}, P,S), kde P obsahuje pra-
vidla
S — AB
A — aAb|ab
B — c¢Bd|ecd
generuje bezkontextovy jazyk L(G) = {a™b"c™d™ | n>1, m > 1}
Jazyk L(G) je soudinem dvou bezkontextovych jazyku generovanych gramati-
kami
Gy ({A},{a,b},{A — aAb, A — ab}, A)
Gy = ({B},{¢,d},{B — ¢Bd,B — cd}, B)

Poznamenejme, ze jazyk L(G1) = {a"b™ | n > 1} a tudiz ani jazyk L(G) neni
jazykem regularnim, protoze konecny automat nemuze pro libovolné n ,pocitat®
stejny pocet vyskyti symbolt a a b. Na druhé strané, jazyk {a™b"c"d" | n > 1},
dokonce ani jazyk {a™b™c" | n > 0} neni jazykem bezkontextovym.

%)

25:00

DEF

Xty
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4.1 Derivacéni strom

Dulezitym prostfedkem pro grafické vyjadieni struktury véty (jeji derivace) je ko-
fenovy, uzlové ohodnoceny strom, ktery se nazyva derivac¢nim nebo syntaktickym
stromem.

Pripomenme, Ze strom je orientovany acyklicky graf s témito vlastnostmi:

(1) Existuje jediny uzel, tzv. koren stromu, do néhoZ nevstupuje zadna hrana.
(2) Do vSech ostatnich uzli grafu vstupuje prévé jedna hrana.

Uzly, z nichz zadna hrana nevystupuje, se nazyvaji koncové uzly stromu (listy).
Pti kresleni stromu je obycejné dodrzovana tato konvence: koren lezi nejvyse,
vSechny hrany jsou orientovany smérem doli. Budeme-li tuto konvenci dodrzovat,
pak muzeme vynechat Sipky, které oznacuji orientaci hran. Kofenem stromu na

Obrézek 4.1: Priklad stromu

[41]je uzel 1, uzly 2, 4, 5, 6 jsou koncovymi uzly stromu.

Definice 4.2 Necht § je véta nebo vétna forma generovana v gramatice G =
(N,3,P,S) anecht S =1y = 11 = ... = v, =0 jeji derivace v G. Derivacni
strom prislusejici této derivaci je strom s témito vlastnostmi:

(1) Uzly deriva¢niho stromu jsou (ohodnoceny) symboly z mnoziny N U X; kofen
stromu je oznacen vychozim symbolem S.

(2) P¥imé derivaci v;_1 = v, 1 =0,1,...,k, kde

Vicg = pAX, p, A€ (NUX)*, AeN
Vi = pa a
A—a, a=X;...X, je pravidlo z P,

odpovida pravé n hran (4, X;),j = 1,...,n vychazejicich z uzlu A jez jsou
usporadany zleva doprava v poradi (4, X1), (4, X2),... (4, X,).

(3) Oznadeni koncovych uzlu derivaéniho stromu vytvaii zleva doprava vétnou
formu nebo vétu § (plyne z a ([@2).

Priklad 4.2 V Gramatice z ptikladu muzeme generovat Fetézec aabbed napr.
derivaci:
S = AB = aAbB = aabbB = aabbcd

Deriva¢ni strom odpovidajici této derivaci je na obrazku [I.2] Po strandch jsou
uvedena pouzitd pravidla.

Poznamka 4.1 Uzel deriva¢niho stromu, ktery je oznacen terminalnim symbo-
lem, musi byt zfejmé koncovym uzlem deriva¢niho stromu.

DEF

Xty
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A»aAb./f\E /B\ B cd
A =>ab /\B

AN —

Obréazek 4.3: Konstrukce derivacéniho stromu

Pii konstrukei deriva¢niho stromu k dané derivaci opakované aplikujeme bod (2)
z definice Tuto aplikaci ilustruje obr.

Priklad 4.3 Uvazujme gramatiku

G = ({(vyraz), (term), (faktor)}, {+, —,*,/, (, ), 4}, P, (vyraz)),

které se casto pouziva pro popis aritmetického vyrazu s bindrnimi operacemi
+, —, %, /. Terminalni symbol ¢ odpovidé identifikdtoru. Mnozina P obsahuje tato
prepisovaci pravidla:

(vyraz) — (term) | (vyraz) + (term) | (vyraz) — (term)
(term) —  (faktor) | (term) * (faktor) | (term)/(faktor)
(faktor) — ({vyraz)) |1

Jak 1ze snadno ukézat, vétami jazyka L(G) jsou napiiklad fetézce i, (i), @ * ¢,
ixi b, 0% (04 ).

Predpokladejme, Ze mame zkonstruovat derivacni strom pro vétnou formu
(vyraz) + (term) * (faktor). Nejprve ukazme, Ze tento fetézec je skuteéné vétnou
formou:

(vyraz) = (vyraz) + (term) = (vyraz) + (term) * (faktor)

Deriva¢ni strom zacindme vytvaret od vychoziho symbolu:

(vyraz)
([ ]

Prvni primé derivaci odpovida konstrukce:
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(vyraz)
(vyraz) + (term)
Po znazornéni druhé piimé derivace obdrzime vysledny deriva¢ni strom.
(vyraz)
(vyraz) + (term)
(term) * (faktor)

Je-li tedy déna derivace vétné formy, pak této derivaci prislusi pravé jeden
deriva¢ni strom. Dtkaz vyplyva z konstrukce deriva¢niho stromu. Podivejme se
nyni, zda uvedené tvrzeni plati také obracené: K deriva¢nimu stromu vétné formy
piislusi pouze jedna derivace. Uvazujme gramatiku G z prikladu [I.1]

S — AB
A — aAb|ab
B — c¢Bd|cd

Na obr. jsme znazornili derivac¢ni strom k derivaci
S = AB = aAbB = aabbB = aabbcd
Ukézeme nyni, ze existuji i jiné derivace véty aabbcd.
S = AB = Acd = aAbed = aabbed

nebo
S = AB = aAbB = aAbcd = aabbed

Uvedené derivace véty aabbed se 1isi v poradi, v némz byly vybirany nontermindly
pro primé derivace. Toto poradi vsak ve vysledném deriva¢nim stromé neni po-
stizeno, a proto budou derivacni stromy prislusejici k 2. a 3. z uvedenych derivaci
véty aabbed totozné s derivacnim stromem na obr. Neplati tedy tvrzeni, ze
k derivacnimu stromu prislusi pouze jedna derivace.

Poznamenejme, Ze jiné derivace véty aabbed v gramatice z pifkladu [1.2] neexis-
tuji. V prvni a druhé z uvedenych derivaci byla prepisovaci pravidla aplikovana
uréitym kanonickym zpusobem, ktery je charakteristicky pro nejuzivanéjsi syn-
taktické analyzatory prekladac¢u programovacich jazyku. Zavedeme si pro tyto
specidlni derivace vlastni oznaceni.

Definice 4.3 Necht S = a1 = a2 = ... = «a, = « je derivace vétné formy a.
Jestlize byl v kazdém Tetézci oy, ¢ = 1,...,n — 1 prepsan nejlevéjsi (nejpraveéjsi) D E F
nontermindl, pak tuto derivaci nazyvame levou (pravou) derivaci vétné formy «.

Prvni derivace véty aabbed je tedy derivaci levou, druha je derivaci pravou.

Je-li § = a9 = a1 = ... = a, = w leva derivace véty w, pak je kazdé
a;, 1 =0,1,...,n — 1 tvaru x;4;05;, kde z; € ¥*, A; € N a f3; € (NUX*).
K ziskani vétné formy «;4+1 bude pfepsan nonterminél A;. Obracena situace plati
pro pravou derivaci.
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4.2 Fraze vétné formy

Definice 4.4 Necht G = (N, X, P, S) je gramatika a necht Fetézec A = afv je
vétna forma. Podretézec 3 se nazyva frazi vétné formy A vzhledem k nonterminélu
A z N, jestlize plati:

S =% ady
A =t 4
Podretézec (0 je jednoduchou frazi vétné formy X, jestlize plati:

S =% ady
A = p

Priklad 4.4 Mame nalézt vsechny fraze a vSechny jednoduché vétné formy
(vyraz) + (term) x (faktor) v gramatice, kterd popisuje aritmeticky vyraz. Jak jiz
bylo uvedeno, derivace této vétné formy ma tvar:

(vyraz) = (vyraz) + (term) = (vyraz) + (term)  (faktor)
Protoze plati
(vyraz) =* (vyraz)+ (term) a
(term) = (term) * (faktor)

je Fetézec (term)x(faktor) jednoduchou frazi vétné formy (vyraz)+(term)=(faktor)
vzhledem k nonterminélu (term).
Dale je:

(vyraz) =% (vyraz)

(viraz) =71 (vyraz) + (term) x (faktor)

a z toho vyplyvd, Ze vétnd forma (vyraz) + (term) x (faktor) je fréz{ sama k sobé
vzhledem k vychozimu symbolu. Tato skutecnost je diasledkem trivialniho pripadu
v definici fraze, kdy jsou fetézce « a «y prazdné. Jiné fraze vétné formy (vyraz) +
(term) * (faktor) neexistuji.

Pojem fraze je stézejnim pojmem pro syntaktickou analyzu. Cela tiida syn-
taktickych analyzatorii je postavena na metodach hledani nejlevéjsi jednoduché
fréze vétné formy (véty). Protoze ddle budeme pojmu nejlevéjsi jednoduché fraze
Casto pouzivat, zavedeme pro néj specialni oznaceni, I-frize.

Ve vétné formé (vyraz) + (term) * (faktor) je jedind jednoduché fréze: (term)
(faktor). Tato fréze je tedy zaroven l-frazi.

S pojmem fraze vétné formy je velmi tzce svazan pojem podstrom prislusného
deriva¢niho stromu. Podstromem derivacniho stromu budeme rozumét tu cast
tohoto stromu, ktera je vymezena jistym uzlem, tzv. kofenem podstromu, spolu
se vsemi uzly, které jsou z korene podstromu dostupné prostfednictvim piislusnych
hran, vcéetné téchto hran.

Priklad 4.5 Podstromy deriva¢niho stromu véty aabbed z obr. jsou stromy
z obr. {4

Predpokladejme nyni, Ze nonterminal A je kofenem podstromu deriva¢niho
stromu. Je-li 3 fetézec koncovych uzli tohoto podstromu, pak jisté plati A =% 3.

Oo—
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/A\ /B\- A
a b c d % A
’ a/&
a

Obrazek 4.4: Podstromy deriva¢niho stromu

Necht « je fetézec koncovych uzli vlevo, « Tetézec koncovych uzlu deriva¢niho
stromu vpravo od §. Pak plati S =* afy; S je korenem deriva¢niho stromu.

To ovsem znamend, ze (3 je frazi vétné formy afv vzhledem k nonterminalu A.
Situaci ilustruje obr.

A

[ B Y

Obrézek 4.5: Fraze vétné formy

Podstrom deriva¢niho stromu tedy odpovida frazi prislusné vétné formy. Fraze
je tvorena koncovymi uzly podstromu. Jednoduché fraze odpovida podstromu,
jenz je vysledkem piimé derivace A = (3.

Priklad 4.6 V gramatice z prikladu naleznéte fraze véty a?b?c?d?. Nejdiive
sestavime deriva¢ni strom. Pro jeho konstrukci vytvorme (napt.) levou derivaci
této véty:

S = AB = aAbB = aabbB = aabbcBd = aabbcedd

Vyznacené podstromy odpovidaji dale uvedenym frazim definovanym k prislusnym
nonterminalim. Horn{ indexy slouzi k rozliSeni vyskytu téhoZ nontermindlu (viz

4.6)
Fraze | Nonterminal
aabbeedd | S
aabb | Al
ab | A?
cedd | Bt
cd | B?

Fraze ab a cd jsou jednoduché, ab je l-fraze.

4.3 Viceznacnost gramatik

Definice 4.5 Necht G je gramatika. Rikdme, Ze véta w generovana gramatikou

Xty

DEF
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Obrazek 4.6: Podstromy deriva¢niho stromu

G je wviceznacnd, existuji-li alespon dva rizné derivacni stromy s koncovymi uzly
tvoricimi vétu w. Gramatika G je viceznacnd, jestlize generuje alespon jednu vi-
ceznacnou vétu. V opac¢ném pripadé mluvime o jednoznacéné gramatice.

Povsimnéte si, ze definujeme viceznacnou gramatiku, nikoli viceznacny jazyk.
V mnoha piipadech lze vhodnymi transformacemi viceznacné gramatiky odstra-
nit viceznacnost vét, aniz se samoziejmé zméni jazyk generovany ziskanou jed-
noznac¢nou gramatikou. Existuji vsak jazyky, které nelze generovat jednoznac¢nou
gramatikou. Takové jazyky jsou pak nazyvany jazyky s inherentni viceznacnosti.

Piiklad 4.7 Uvazujme gramatiku G = ({E},{+,—,*,/,(,),i}, P, E), kde P je

mnozina pravidel
E-=F+ FE|E-FE|ExFE |E/E |(FE) |i

Jazyk L(G) je totozny s jazykem generovanym gramatikou z piikladu a je
tvoren aritmetickymi vyrazy s binarnimi operacemi.

Tato gramatika je na rozdil od gramatiky z pifkladu[£.3] viceznacnd. Vezméme
napriklad vétu ¢ + ¢ * ¢ a uvazujme vsSechny mozné derivacni stromy prislusejici
k této vété (viz obr. [4.7).

Existence dvou ruznych deriva¢nich stromt k vété ¢ + ¢ i dokazuje, ze grama-
tika G je viceznac¢na. Oznacuje-li se + secitani a * nasobeni, pak neni jasné, zda
prvni operaci bude nasoben{ (prvni derivacni strom), a nebo se¢itdni (druhy de-
rivaén{ strom). Jednozna¢né gramatika z piikladu na druhé strané respektuje
obvyklou prioritou operaci (ndsobeni ma prednost pred se¢itanim), jak je patrno
z jediného deriva¢niho stromu véty ¢ + i * ¢ na obr. [.§]

Pro bezkontextové gramatiky bylo dokdzano, ze problém, zda dana gramatika
je a nebo neni vicezna¢na, je nerozhodnutelny, tj. neexistuje algoritmus, ktery by
v kone¢ném case odhalil viceznacnost kazdé bezkontextové gramatiky.

Priklad 4.8 Gramatika obsahujici pravidlo tvaru A — A je ziejmé viceznac¢na.
Toto pravidlo mtizeme vypustit, aniz zménime jazyk generovany takto zreduko-
vanou gramatikou.

Poznamka 4.2 Viceznacnost gramatiky, pokud negeneruje jazyk s inherentni
viceznacnosti, je obecné pokladana za negativni rys, ponévadz vede k vétam,

X+vy
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AN A\

i E * E E * F i
1 1 1 1
Obrazek 4.7: Derivaéni stromy véty i + i x4
(vyraz)
(vyraz) + (term)
(term) (term) * (faktor)
(faktor) (faktor) i
1 1

Obréazek 4.8: Derivacni strom véty ¢ + i % ¢ v Go

jez maji nékolik interpretaci. Na druhé strané vsak vicezna¢né gramatika muze
byt jednodussi, nez odpovidajici jednoznacnéd gramatika (viz piiklad . Této
skutecnosti se nékdy vyuziva pti konstrukei prekladact takovym zptisobem, zZe se
pouzije viceznacné gramatiky a nezaddouci interpretace viceznacné véty se vylouci
dodateénym sémantickym pravidlem.

Priklad 4.9 Jednim z nejznaméjsich ptikladd viceznacnosti v programovacich
jazycich jsou konstrukce s then a else. Skute¢né, prepisovaci pravidla

S — if bthen S else S
S — if bthen S
S — p

kde b znaci booleovsky vyraz a p jiny, nez podminény piikaz, vedou k vice-
znac¢né interpretaci podminéného ptikazu. Napf. k vété

if b then if b then p else p
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existuji dva rizné derivacni stromy. Zatimco Algol 60 tuto konstrukci nedovolo-
val (za then musel byt sloZeny piikaz), jazyk Pascal uvedenou vicezna¢nost fesi
sémantickym pravidlem: ,k danému else se vztahuje nejblizsi predchozi then®.
Poznamenejme, ze i toto pravidlo 1ze postihnout také syntakticky:

S;1 — if bthen S;| if bthen Sy else Si|p
Sy —  if bthen Sy else Sz |p

S pouzitim téchto prepisovacich pravidel obdrzime pro vétu if b then if b then
p else p jediny derivacni strom na obr.

S

1

Obréazek 4.9: Derivacni strom podminéného prikazu

Priklad 4.10 Naleznéte bezkontextovou gramatiku, kterd generuje spravné vy-
tvofené reguldrn{ vyrazy nad abecedou {a, b}.

Reseni: Velmi jednoduché Feseni tohoto pifkladu nabizi rekurzivni definice regu-
larni mnoziny [3.9| G%,, = ({E}, {a,b,e,+, *,(,)}, P, E), kde

FE je jediny nonterminal popisujici syntaktickou kategorii regularni vyraz
€ znaci prazdny retézec jako soucCast vyrazu

+ odpovidé operaci sjednoceni regularnich mnozin

* odpovida operaci iterace regularni mnoziny

Konkatenace se explicitné nevyznacuje. Pravidla tvorici mnozinu P pak vy-
tvarime na zakladé definice regularni mnoziny:

E—al|ble|E+E|EE|E"|(E)

Sestrojend gramatika G%,, je jednoduchd, mé vSak vlastnost, kterd je obvykle
nezédouci — viceznacnost. Abychom vytvorili jednoznac¢nou gramatiku, budeme
vyuzivat analogii s gramatikou pro aritmeticky vyraz. Kromé nejvyssi syntaktické
kategorie R popisujici cely regularni vyraz, zavedeme dalsi nonterminaly:

K pro podvyrazy tvorené operaci konkatenace

Xty
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I pro podvyrazy tvorené operaci iterace
P pro primitivni regularni vyrazy

Vyslednd gramatika pak mize mit tvar Ggy = ({R, K, I, P}, {a,b,¢,+,*,(,)},
PP, R), kde mnozina PP pfepisovacich pravidel obsahuje pravidla

R — R+K|K
K — KI|I
I — I[P
Po— alble[(R)

4.4 Rozklad véty

Konstrukei derivace ¢i deriva¢niho stromu pro danou vétu nebo vétnou formu na-
zyvame rozkladem nebo syntaktickou analjzou této véty nebo vétné formy. Pro-
gram, ktery provadi rozklad vét urcitého jazyka, se nazyva syntakticky analyzdtor
(anglicky také parser, to parse = rozlozit).

Algoritmy syntaktické analyzy lze rozdélit podle zptsobu, kterym je konstruo-
vana derivace véty, tj. vytvaren derivacni strom, do téchto dvou zédkladnich skupin:

- syntaktickd analyza shora doli
- syntaktickd analyza zdola nahoru

Pri syntaktické analyze shora dolii zacindme derivacni strom budovat od vychoziho
symbolu (kofene deriva¢niho stromu) a postupnymi pfimymi derivacemi dojdeme
k terminalnim symbolim, které tvoii analyzovanou vétu (koncovym uzlim deri-
va¢niho stromu). Problém spoéiva ve spravnosti volby pfimych derivaci, tj. poradi
pouzivani prepisovacich pravidel.

Pri syntaktické analyze zdola nahoru zacindme derivacni strom budovat od
koncovych uzli a postupnymi primymi redukcemi dojdeme ke kofenu (vychozimu
symbolu gramatiky).

Zakladnim problémem této t¥idy syntaktickych analyzatora je hledani prvniho
podietézce véty (v dalsich krocich vétnych forem), ktery muze byt redukovén k jis-
tému nonterminalu — kofenu podstromu deriva¢niho stromu. Tento podretézec, jak
jiz vime, se nazyva l-fraze.

Priklad 4.11 Odlisnost obou typu syntaktické analyzy ilustrujeme na prikladé
gramatiky, kterd generuje jazyk L = {a"b™c™d™ | n > 1,m > 1}. Tato gramatika xX+y
mé pravidla

S — aSd|aAd
A  — bAc|be

kde S je vychozi symbol.

Na obr. [£.10] je uvedena konstrukce deriva¢niho stromu metodou shora dolt spolu
s odpovidajici levou derivaci véty abbced. Na obr. je znazornéna konstrukce
derivacniho stromu metodou zdola nahoru. Odpovidajici prava derivace je zapsana
zprava doleva.
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S S S S
a A d a/T\d a A d
b A c b /A\ c
b c
§ = aAd == abAcd = abbeed

Obrazek 4.10: Syntaktickd analyza shora dolt

Vratme se opét k zdkladnim problémim syntaktické analyzy. P¥i analyze shora
dolu konstruujeme levou derivaci véty. Predpokladejme, Ze v jistém kroku analyzy
je A nejlevéjsim nontermindlem, ktery méa byt prepsan. Dale predpokladejme, ze
gramatika obsahuje n pravidel s levou stranou A:

AHOé1|OéQ‘...‘O£n

Jak pozname, kterym fetézcem «; je tieba nahradit nonterminal A? Podobné pri

abbced = abAed == aAd - )
S
A A

A

A
ooovooo .

* & & »
a bbccdabbccdabbccdabbececoecd

Obrazek 4.11: Syntakticka analyza zdola nahoru

o

analyze zdola nahoru, kdy je v kazdém kroku redukovana l-fraze vétné formy,
spo¢iva hlavni problém v urceni zacatku a konce I-fraze.

Jednim z Teseni téchto problému je ndhodny vybér nékteré z moznych alter-
nativ. Ukaze-li se pozdéji, ze zvolena alternativa nebyla spravna, je tfeba proces
rozkladu ,vrétit“ a uvazovat jinou alternativu. (Pfi syntaktické analyze shora
dolu se napriklad pokousime pfepisovat A fetézci aq, s ... tak, aby se prefix zis-
kané levé derivace, ktery obsahuje pouze terminélni symboly, shodoval s prefixem
analyzované véty). Tento typ analyzy se nazyva syntaktickd analyza s ndvratem
(Syntax analysis with backup). I kdyz pocet névrati je omezeny, je patrné, ze ana-
lyza s navratem je Casové narocna. Kromeé toho jsou navraty zdrojem komplikaci
pri sémantickém vyhodnocovani prekladaného programu.
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Praktickym feSenim problémt syntaktické analyzy programovacich jazyku jsou
tzv. deterministické gramatiky (kapitola 6.), které umoziuji na zakladé kontextu
zpracovavaného podretézce vétné formy, uréit spravnou alternativu v kazdém
kroku analyzy. Tento typ syntaktické analyzy se nazyva deterministickd syntak-
tickd analyza (deterministicky rozklad) nebo syntaktickd analjza bez ndvratu. Pro
ilustraci role kontextu uvazujme vétu ¢ + i *i v gramatice z prikladu Po zpra-
covani podretézce ¢ 4+ ¢ ndm kontext reprezentovany termindlem * pomuze urcit
frazi, kterou neni ¢ + 4, ale podretézec i * 7.

4.5 Transformace bezkontextovych gramatik

Obecné neexistuje algoritmicka metoda, ktera by umoznovala sestrojit gramatiku
generujici jazyk s libovolnou strukturou. Teorie vycislitelnosti dokonce ukazuje,
ze nekonec¢né mnoho forméalnich jazyka nelze popsat zdnym koneénym formalnim
systémem, tudiz ani gramatikou. Existuje vSak celd fada uzitecnych transformaci
gramatik, které dovoluji modifikovat gramatiku, aniz by byl porusen generovany
jazyk. V tomto odstavci popiseme nékteré z téchto transformaci formou matema-
tickych zapist prislusnych algoritmi.

Definice 4.6 Rikame, 7e gramatiky G; a Gy jsou ekvivalentnd, jestlize plati
L(G1) = L(G2), tj. jestlize jimi generované jazyky jsou totozné. D E F

V nékterych piipadech se muze stat, ze sestrojend gramatika obsahuje zbytecné

symboly a nadbytecné prepisovaci pravidla. Nehledé k tomu, zZe tato skutec¢nost
muze byt dusledkem chyby v konstrukci gramatiky, je velmi pravdépodobné, ze
syntaktickd analyza bude probihat méné efektivné. Je proto dulezité odstranit
z gramatiky zbytecné symboly a nadbytecné pravidla.

Uvazujme napiiklad gramatiku G = ({5, A}, {a,b},P,S), kde P = {S —
a, A — b}. Je zfejmé, Ze nontermindl A a termindl b se nemohou objevit v Zadné
vétné formé. Proto je muzeme z gramatiky G odstranit spolu s nadbyte¢nym
pravidlem A — b, aniz se zméni jazyk L(G).

Definice 4.7 Necht G = (N, ¥, P, S) je gramatika. Rikame, Ze symbol X € (N U
3) je v gramatice G zbytecny, jestlize neexistuje derivace tvaru S =* wXy =* DEF

wxy. Retézce w,z,y jsou v .

Abychom zjistili, zda nonterminél A je zbytecny, popiSeme algoritmus urcujici,
muze-li se z nontermindlu A generovat retézec terminalnich symbolu, tj. zjistu-
jeme, zda {w | A=*w, weX*} =0

Tento algoritmus lze rozsitit na algoritmus, ktery zjistuje, je-li jazyk, genero-
vany bezkontextovou gramatikou, neprazdny.

Algoritmus 4.1 Je L(G) neprazdny?

Oo—

Vstup: gramatika G = (N, X, P, S).

Vystup: ANO je-li L(G) # (), NE v opa¢ném pripadé.
Metoda: Sestrojime mnoziny Ng, Ny, ... rekurzivné takto
(1) No=0,i =1
(2) Ny={A|A—ajevPAac (N_1UX)*}

(3) Je-li N; # N,;_1, poloz i =i+ 1 a vrat se ke kroku 2. Je-li N; = N;_,
poloz Ny = N;

(4) Jestlize vychozi symbol S je v N;, pak je vystup ANO, jinak NE.
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Poznamka 4.3 Jestlize mnozina nonterminalt N ma n prvku, pak, protoze N; C
N, musi algoritmus [£.1] skon¢it maximélné po n + 1 iteracich kroku 2.

Véta 4.1 Algoritmus[4.1jma vystup ANO, pravé kdyz S =* w pro néjaké w € ¥*
Dtkaz: Nejprve dokézeme indukei pro ¢ implikaci:

Jestlize plati A € N;, pak A =" w pro néjaké w € ¥~ (1)

Pro i = 0 implikace plati, protoZze Ny = 0. Pfedpoklddejme, Ze plati pro i, a ze
A je prvkem mnoziny N; ;. Je-li zaroven A € N;, pak je induktivn{ krok trividlni.
Jestlize A lezi v Njy1 — Nj, pak existuje pravidlo A — X; ... Xy, kde X, je bud
termindlni symbol, nebo X; € N;, j =1,...,k. Pro kazdé j tedy existuje fetézec
wj € X* takovy, ze X; =" w; a plati tak

AéXle =% w1 Xso ... X =% =" w1... W =W
Opacnou implikaci:
Jestlize A =" w, pak A € N, pro néjaké i (2)

dokézeme opét indukei.
Je-li n = 1, pak zfejmé i = 1. Pfedpoklidejme, ze plati pro n, a ze
A ="y . Pak mizeme psat A = X ... X =" w, kde w = wy ... wy a X; ="

w; pro j = 1,...,k, n; < n. (Podfetézce w; jsou fréze Tetézce w vzhledem
k nontermindlim X; v pifpadé, ze X; € N, pak X; € N;; pro néjaké i;. Polozme
i; =0, jestlize X; € X. Necht ¢ = 14+max (i1, ..., ;). Pak, podle definice, A € N;.
Polozime-li nynf A = S v implikacich (1) a (2), dostdvame diikaz véty 0

Definice 4.8 Rikame, Ze symbol X € (N UY) je nedostupny v gramatice G =
(N,3, P, S), jestlize X se nemiize objevit v z4dné vétné formé.

Algoritmus 4.2 Odstranéni nedostupnych symboli
Vstup: Gramatika G = (N, X%, P, S).
Vystup: Gramatika G’ = (N',3', P’ S), pro kterou plat{
(i) L(G") = L(G)
(ii) Pro vSechna X z (N’ UY') existuji fetézce av a 8 z (N' UX')* tak, Ze
S =* aX 3 v gramatice G’.
Metoda:

(1) Polozime Vy ={S}ai=1
(2) Konstruujeme V; ={X |A—aXpBePANAEV,_1}UV,_,
(3) Je-li V; # V;_1, poloz i =i+ 1 a vrat se ke kroku 2.
Je-li V; = V;_q, pak
N =V,nN
Y =V,NY
P’ C P obsahuje ta pravidla, kterd jsou tvofena pouze symboly z V;.

DEF

Oo=—
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Algoritmus[f.2]je podobny algoritmu[4.1] Protoze je V; C NUZ, je pocet opakovani
bodu (2) algoritmu konec¢ny. Dukaz algoritmu se provede indukei pro i této
ekvivalence:

S =" aXf, pravé kdyz X € V; pro néjaké i.

Nyni zformulujeme algoritmus pro odstranéni zbytecnych symboli.

Algoritmus 4.3 Odstranéni zbyte¢nych symboli.
Vstup: Gramatika G = (N, X, P, S) generujici neprazdny jazyk.
Vystup: Gramatika G’ = (N’,X’, P’,S), pro kterou plati:

(i) L(G) = L(&)
(ii) Zadny symbol v N’ U X’ neni zbyteény

Metoda:

(1) Na gramatiku G aplikuj algoritmus s cilem ziskat mnozinu Ny.
Poloz G = (N;U{S}, %, P1,S), kde P; obsahuje pravidla tvofend pouze
symboly z Ny U 3.

(2) Algoritmus aplikuj na gramatiku G. Vysledkem je gramatika G’ =
(N, ¥, P, S), kterd neobsahuje zbytecné symboly.

V kroku (1) algoritmu jsou z G odstranény vSechny nonterminély, které
nemohou generovat termindlni fetézce. V kroku (2) jsou pak odstranény vsechny
symboly, které jsou nedostupné. Poradi pouziti algoritmi [I.1] a [£.2] je podstatné,
obracené poradi nemusi vzdy vést ke gramatice bez zbyteénych symbolu.

Véta 4.2 Gramatika G’ z algoritmu je ekvivalentni gramatice G a nem4
zbytecné symboly.

Ditkaz: Dokézeme sporem, ze gramatika G’ nem4 zbyteéné symboly. Pfedpokla-
dejme, ze A € N’ je zbyteény symbol. Podle definice zbyteénych symboli musime
uvazovat dva pripady:
1. Neplati S Eg* aApB pro vSechna o a 8. V tomto piipadé se vSak dostavame
do sporu s krokem (2) algoritmu

2. Plati S 25* aAfB pro néjakd a a 3, avSak neplati A 25* w,w € ¥'*. Pak
A nebude odstranén v kroku (2) algoritmu a navic, plati-li A ?* vBd,
pak ani B nebude odstranén v kroku (2). Plati-li vSak A :G>* w, pak také
plati A 23* w a tedy neplati-li A 3* w, pak neplati ani A :G>* w, COZ je spor
s krokem (1) algoritmu

Dukaz, ze G’ neobsahuje ani zbyteény termindl se provede obdobné. O

Piiklad 4.12 UvaZujme gramatiku G = ({S, A, B}, {a, b}, P, S), kde P obsahuje
pravidla:

S — alA

A — AB
B — b

Oo—
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Aplikujeme-li na G' algoritmus pak v kroku 1 ziskdme N; = {S, B}, takze
G = ({S,B},{a,b}, {S — a,B — b},S}). Po aplikovani algoritmu na G
obdrzime Vo = Vi = {5, a}. Vysledkem je tedy ekvivalentni gramatika

G = ({S}’ {a}’ {S - a}a S)

Kdybychom jako prvni aplikovali algoritmus [{.2] zjistime, Zze vSechny symboly
v G jsou dostupné a algoritmus [£.2) tedy gramatiku G nezméni. Po aplikovéani
algoritmu |4.1| ziskdme N; = {S, B}, takZe vysledna gramatika bude G a ne G'.

Dalsi dutlezitou transformaci, kterou nyni popiseme, je transformace odstra-
nujici z gramatiky pravidla tvaru A — € (e je prazdny Fetézec), tzv. e-pravidla.
Jestlize ovSem L(G) mé obsahovat také prazdny fetézec, pak neni mozné aby
G neobsahovala zadné e-pravidlo. Nasledujici definice gramatiky bez e-pravidla
respektuje tuto skutecnost.

Definice 4.9

Rikame, Ze gramatika G = (N, %, P,S) je gramatikou bez e-pravidel, jestlize
bud P neobsahuje zadné e-pravidlo, nebo, v pripadé € € L(G), existuje jediné
e-pravidlo tvaru S — € a vychozi symbol S se nevyskytuje na pravé strané zadného
pravidla z P.

Algoritmus 4.4 Transformace na gramatiku bez e-pravidel.
Vstup: Gramatika G = (N, X, P, S)
Vystup: Ekvivalentn{ gramatika G’ = (N', ¥, P’, S") bez e-pravidel.
Metoda:
(1) Sestroj No. = {A | A € N a A =" ¢}. Konstrukce mnoziny N, je
analogickd konstrukei N; z [I1]

(2) Necht P’ je mnozina pravidel, kterou konstruujeme takto:

a) Jestlize A — aqpBiayBsy...Brayg je v Pk > 0 a kazdé B; je
v N, 1 <1 <k, avsak zadny ze symbolti fetézci o; neni v N, 0 <
j <k, pak k P’ pridej vSechna nové pravidla tvaru

A— OéoXlOélXQ e Xkak

kde X; je bud B; nebo e. Nepridavej e-pravidlo A — ¢, které se
objevi, jsou-li vSechna a; = €.
b) Jestlize S € N, pak k P’ pfidej pravidla

S —el|S
S’ je novy vychozi symbol. Poloz N’ = N U {S’} Jestlize S ¢ N,
pak NN=NaS =S8
(3) Vyslednd gramatika mé tvar G’ = (N, X/, P/, S)
Piiklad 4.13 Uvazujme gramatiku G = ({S}, {a,b}, P, S), kde P obsahuje pra-

vidla S — aSbS | bSaS | e. Po aplikovani algoritmu ziskdme gramatiku G’
bez e-pravidel. G’ = ({5, S}, {a,b}, P',S"), kde P’ obsahuje pravidla

S — S e
S — aSbS|abS|aSb|ab|bSaS |baS |bSa|ba

DEF

Oo—

X+y
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Véta 4.3 Algoritmus[4.3|prevadi vstupni gramatiku G na ekvivalentni gramatiku
G’ bez e-pravidel Dikaz: G zfejmé neobsahuje e-pravidla kromé piipadného
pravidla S — ¢, je-li € € L(G). Dukaz, ze L(G) = L(G’) se provede indukef pro
délku tetézce w v ekvivalenci

Ag*wprévékdyiw;ée/\/l?*w

Jinou uzite¢nou transformaci je odstranéni pravidel tvaru A — B. a

Definice 4.10 Prepisovaci pravidlo tvaru A — B, A, B € N se nazyva jednodu-

ché pravidlo. D E F

Algoritmus 4.5 Odstranéni jednoduchych pravidel.

Vstup: Gramatika G bez e-pravidel.

Oo—

Vystup: Ekvivalentn{ gramatika G’ bez jednoduchych pravidel.

Metoda:
(1) Pro kazdé A € N sestroj mnozinu Ny = {B | A =* B} takto:
a) No = {A},i=1
b) Ni:{C|B—>CjeVPaB€Ni_1}UNi_1
c) Jestlize N; # N;_1, poloz i = i + 1 a opakuj krok b). V opacném
piipadé je Ny = N;.
(2) Sestroj P’ takto: Jestlize B — « je v P a neni jednoduchym pravidlem,
pak pro vSechna A, pro néz B € Ny, pridej k P’ pravidla A — «
(3) Vysledna gramatika je G = (N, X, P’, S)

Priklad 4.14 Uvazujme gramatiku s piepisovacimi pravidly:

E — E+T|T Xty

T —- TxF|F
Tato gramatika se lis{ od gramatiky z ptikladu [£-3] pouze jinym znacenim nonter-

minélu a generuje tudiz stejny jazyk aritmetickych vyrazu
Po aplikovéani algoritmu [£.5] bude

Ng = {E,T,F}
Nr = {T’F}
Nrp = {F}

a vyslednd mnozina prepisovacich pravidel, neobsahujici jednoducha pravidla,
bude:

E — E+T|T+F|(E)|q

T — T+F|(E)|i
F — (B)]|i

Véta 4.4 Algoritmus [4.4] pfevadi vstupni gramatiku G na ekvivalentni grama-
tiku G’ bez jednoduchych pravidel. Dukaz: Gramatika G’ zfejmé neobsahuje
jednoduché pravidla. Abychom ukézali, ze L(G) = L(G’), dokdZzeme Ze plati
L(G") C L(G) a také L(G) C L(G").
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1. L(G") C L(G)
Necht w € L(G"). Pak existuje v G’ derivace S = ap = a1 = ... = a, = w.
Jestlize k derivaci «; ?’ a1 bylo pouzito pravidla A — [, pak existuje
nonterminal B (A = B ptipadné) takovy, ze A ?* B aB E> 8 a tedy
A ?* 8 aq; ?* @;11. Z toho plyne, zZe plati S :G>* w a w je tudiz v L(G).

2. L(G) C L(G")

Necht w € L(G) a S = ap = aq = ... = a, = w je leva derivace Fetézce w
v gramatice G. Necht 41,72, ... je posloupnost indexii tvofend pouze témi
J, pro které v levé derivaci arj_1 = o nebylo pouzito jednoduchého pravidla.
Specialné i = n, protoze posledni aplikované pravidlo v derivaci fetézce w
nemuze byt jednoduché. Derivace fetézce w v G je levou derivaci, a proto
aplikaci jednoduchych pravidel nahrazujeme pouze nejlevéjsi nonterminél
jinym nontermindlem (reprezentuje levou stranu pravidla v G’). Plati tedy
530@'1 =T =w a tudiz w € L(G").

Dokézali jsme tak ekvivalenci gramatik G a G'. O

Definice 4.11 Rikdme, 7ze G je gramatika bez cyklu, jestlize v ni neexistuje de-
rivace tvaru A =1 A pro zadné A z N. Jestlize G je gramatika bez cyklu a bez

e-pravidel a nema zadné zbytecné symboly, pak rikame, ze G je vlastni gramatika.

Véta 4.5 Je-li L bezkontextovy jazyk, pak existuje vlastni gramatika G takova,
7e L = L(QG).

Dukaz: Vyplyva z algoritmu [.IHL.5] Gramatika, jez neobsahuje e-pravidla a
jednoducha pravidla, je zfejmé gramatikou bez cyklu.
O

Poznamka 4.4 Gramatika, kterd obsahuje cykly, je viceznacnd a nemtize byt
napr. pouzita pro konstrukci deterministického syntaktického analyzatoru. Exis-
tence e-pravidel a jednoduchych pravidel, na druhé strané, neimplikuje existenci
cyklu (tj. derivace tvaru A =71 A pro néjaké A € N).

Dalsi transformaci, kterou uvedeme, je odstranéni levé rekurze. Tato transformace
je dulezita pro pouziti analyzy typu shora-dolu.

Definice 4.12 Necht G = (N, 3, P, S). Prepisovaci pravidlo z P se nazyvé rekur-
zivnd zleva (rekurzivni zprava), jestlize je tvaru A — Aa(A — aA),A € N,a €
(NUX)*. Jestlize v G existuje derivace A =+ aAB3, pro néjaké A € N, ikdme, Ze
gramatika G je rekurzivni. Je-li a = €, pak mluvime o gramatice rekurzivni zleva,
je-li B = ¢, pak rikdme, ze G je rekurzivni zprava.

Poznamenejme, ze je-li jazyk L(G) nekoneény, pak G mus{ byt rekurzivni.

Drive, nez zformujeme algoritmus eliminujici levou rekurzi, ukazeme, jakym
zpusobem lze odstranit prepisovaci pravidla rekurzivni zleva.

Definice 4.13 Pravidlo A — « , s levou stranou tvorenou nontermindlem A,
budeme nazyvat A-pravidlo (Neplést s e-pravidlem.)

DEF

DEF

DEF
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Véta 4.6 Necht G = (N,X, P,S) je gramatika a necht A — Aoy | Aag | ... |
Ay, | Br | B2 | ... | Bn jsou viechna A-pravidla. Zadny z fetézcll §; nezacina
nontermindlem A. Gramatika G’ = (NU{A’}, X, P’, S), kde P’ obsahujici namisto
uvedenych pravidel pravidla

A = Bl Bal. | Bal BLAT| BA| .. | B A
A — o fas | am a1 A oA | A

je ekvivalentni s gramatikou G, tj. L(G) = L(G").
Diitkaz: Uvedena transformace nahrazuje pravidla rekurzivni zleva pravidly, ktera

jsou rekurzivn{ zprava. Oznacime-li jazyky Ly = {01, B2,...,0n} &
Ly = {a1,09,...,amy} vidime, Ze v G lze z nontermindlu A derivovat Tetézce
tvotici jazyk Ly L3. Pravé tyto fetézce muzeme vSak derivovat z A také v gramatice
G'. Efekt popisované transformace ilustruje obrazek |
A A
A a Al
A (75 Qi A
A A
A CA
A Qin Qo A
) (e

Obrézek 4.12: Odstranéni levé rekurze: nalevo ¢ast stromu v G, napravo Cast
stromu v G’

Priklad 4.15 Uvazujme gramatiku G z predchazejiciho prikladu s pravidly
E —- E+4+T|T
T — TxF|F

Po odstranén{ pravidel rekurzivnich zleva ziskdme ekvivalentni gramatiku G’
s pravidly

E — T|TE
E' — 4T |+TFE
T — F|FT
T' — «F|*FT’

Xty
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Véta 4.7 Necht G = (N, X, P, S) je gramatika. A — aBf, B € N;a,8 € (N U

¥)* je pravidloz P a B — 1 | 2 | ... | 7n jsou vSechna B-pravidla v P. Necht
G' = (N,X, P, S), kde
P'=P—{A—aBB}U{A—anB|aynf|...|aywmB}.

Pak L(G) = L(G").

Diitkaz: Vysledkem této transformace je odstranéni pravidla A — aBf z gra-
matiky G tim zpusobem, Ze za nonterminal B ,dosadime* vSechny pravé strany
B-pravidel. Formalné se dtikaz provede tak, Ze se ukaze platnost konjunkce L(G) C
L(G)NL(G") C L(QG). Efekt této transformace ilustruje obr. jenz znazornuje
derivaéni stromy Fetézce aabbb v gramatice G resp. G'. Gramatika G obsahuje pra-
vidlo A — aAA a dvé A-pravidla A — aAA | b. Polozime-li « = a,B = A, = A,
muzeme eliminovat pravidlo A — aAA zavedenim téchto A-pravidel v gramatice
G

A — aacAAA | abA | b

! Lol

-
£

Obrazek 4.13: Derivacni stromy véty aabbb v G resp. G’

Algoritmus 4.6 Odstranéni levé rekurze.
Vstup: Vlastni gramatika G = (N, %, P, S)
Vystup: Gramatika G’ bez levé rekurze.
Metoda:

(1) Necht N = {A1, Aa,..., A, }. Gramatiku budeme transformovat tak,
ze je-li A; — « pravidlo, pak « zac¢ina bud terminalem, nebo nonter-
mindlem A4;, j > . K tomu tdcelu polozme i = 1.

(2) Necht A; — Ajoq | ... | A | B1| - .| Bp jsou vSechna A;-pravidla a
necht zadné [3; neza¢ind nontermindlem Ay, je-li k <.

Nahrad vSechna A;-pravidla témito pravidly:

Al = ag | am ot AL an AL

kde A! je novy nontermindl. Takto vSechna A;-pravidla za¢inaji bud
terminalem, nebo nontermindlem Ay, k > i.

Oo—
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(3) Je-li i = n, pak jsme ziskali vyslednou gramatiku G’. V opa¢ném pii-
padé polozi=14+1aj=1.

(4) Kazdé pravidlo tvaru A; — A;a nahrad pravidly 4; — fia | ... | G
kde A; — (1 | ... | Bp jsou vSechna Aj;-pravidla. Po této transfor-
maci budou vSechna Aj-pravidla zac¢inat bud termindlem, nebo non-
termindlem Ay, k > j, takze také vSsechna A;-pravidla budou mit tuto
vlastnost.

(5) Je-li j =14 — 1, pak prejdi ke kroku (2). Jinak j = j + 1 a opakuj krok
(4).

Véta 4.8 Kazdy bezkontextovy jazyk lze generovat gramatikou bez levé rekurze.
Dikaz: Necht G je vlastni gramatika. Algoritmus[4.6] pouziva pouze transformaci
z vét [1.6la[d.7) a tudiz je L(G) = L(G).

Déle musime dokéazat, ze G’ neni gramatikou rekurzivni zleva. Forméaln{ dikaz
nebudeme provadét (viz [1]). Uvédomime si vsak, ze krok (2) odstrarnuje pravidla
rekurzivni zleva. Stejné tak pravidla vznikla aplikaci kroku (4) nejsou rekurzivni
zleva. Protoze krok (2) je aplikovan na vSechny nontermindlni symboly, nemuze
vysledna gramatika obsahovat pravidla rekurzivni zleva. a

Priklad 4.16 Necht G je gramatika s pravidly:

A — BC]la
B — CA|Ab
C — AB|CC|a

Polozme A; = A, Ay = B a A3 = C. V kazdém kroku uvedeme pouze nova
pravidla pro ty nonterminaly, jejichz pravidla se méni.

krok (2), i=1, beze zmény
krok (4), i=2,j=1, B — CA|BCb|ab
krok (2), i=2, B—CAl|ab|CAB' | abB’
B'— CbB' | Cb
krok (4), i=3,j=1, C — BCB|aB|CC |a
krok (4), i=3,j=2, C — CACB |abCB|CAB'CB|abB'CB |aB|CC|a
krok (2), i=3, C — abCB | abB'CB | aB | a | abCBC' | abB'CBC’

C — aBC’" | aC’
C' — ACBC' | AB'CBC' | CC' | ACB | AB'CB | C

4.6 Chomského normalni forma

Definice 4.14 Gramatika G = (N, X, P,S) je v Chomského normdini formé
(CNF), jestlize kazdé pravidlo z P m4 jeden z téchto tvari:

(1) A— BC,A,B,C € N nebo
(2) A—a,a€ ¥ nebo
(

3) Je-li € € L(G), pak S — € je pravidlo z P a vychoz{ symbol S se neobjevi na
pravé strané zadného pravidla.

Chomského normélni forma gramatiky je prostfedkem zjednodusujicim tvar
reprezentace bezkontextového jazyka. Nyni popiSeme algoritmus prevodu obecné
bezkontextové gramatiky do Chomského normaélni formy.

DEF
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Algoritmus 4.7 Pfevod do Chomského normalni formy.

Vstup: Vlastni gramatika G = (N, X, P, S) bez jednoduchych pravidel.
Vystup: Gramatika G’ = (N', X, P/, S") v CNF takova, ze L(G) = L(G’)
Metoda: Z gramatiky G ziskdme ekvivalentn{ gramatiku G’ v CNF takto:

(1)
(2)
()

(4) Pro kazdé pravidlo tvaru A — X; ... Xy, kde k > 2 z P ptidej k P’

tuto mnozinu pravidel. Symbolem X! zna¢ime nontermindl X, je-li
X; € N, nebo novy nontermindl, je-li X; € X:

MnozZina pravidel P’ obsahuje vSechna pravidla tvaru A — a z P
Mnozina pravidel P’ obsahuje vSechna pravidla tvaru A — BC z P

Je-li pravidlo S — € v P, pak S — € je také v P’

A — X{<X2Xk>
(Xo... Xy) — Xy(X5...Xk)

(Xp1Xp) — X X;

kde kazdy symbol (X; ... X}y) zna¢i novy nonterminaln{ symbol.

(5) Pro kazdé pravidlo tvaru A — X;Xs, kde néktery ze symbolu X3
nebo X, lezi v ¥ pridej k P’ pravidlo A — X{X}, kde X/ zna¢ime
nonterminal X;, je-li X; € N, nebo novy nontermindl, je-li X; € X.

(6) Pro kazdy novy nontermindl tvaru a’ ptidej k P’ pravidlo a’ — a. Vy-
slednd gramatika je G’ = (N’, X, P’, S"); mnozina N’ obsahuje vSechny
nontermindly tvaru (X; ... Xy) a o’.

Véta 4.9 Necht L je bezkontextovy jazyk. Pak existuje bezkontextova gramatika
G v CNF takovd, ze L = L(G).

Dikaz: Podle véty ma jazyk L vlastni gramatiku G. Staci tedy dokazat, ze
vysledkem algoritmu je ekvivalentn{ gramatika G’ tj. L(G) = L(G"). Tato
ekvivalence vSak plyne bezprosttedné z aplikace véty na kazdé pravidlo z P/,
které ma nontermindly tvaru a’ a (X;...X;). Vysledkem bude gramatika G'. O

Priklad 4.17 Necht G je gramatika s pravidly

S — aAB|BA
A — BBB]a
B — AS|b

Chomského normélni forma G’ = (N', {a, b}, P, S) m4 pravidla:

a'(AB) | BA
B(BB) |a
AS | b

AB

BB

a

-~ ~

Ll

2. BX e

Nova mnozina nontermindlt je tedy N’ = {S, A, B, (AB), (BB),a’}

Oo—

Xty
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Pfiklad 4.18 Predpokladejme, ze gramatika G je v CNF, a Ze fetézci w € L(G)
prislusi derivace v G délky p. Jaka je délka véty w? X+ 4
Reseni: Necht |w| = n. Pak pro odvozeni véty bylo tfeba n-krat aplikovat pravidlo

tvaru A — a a (n-1)-krét pravidlo tvaru A — BC. Dostavame tedy vztah
p=n+n—1=2n—-1
a vidime, ze p je vidy liché. ReSeni piikladu je tedy

|w|:1i1
2

4.7 Greibachové normalni forma

Definice 4.15 Gramatika G = (N, X, P,S) je v Greibachové normalni formé
(GNF), je-li G gramatikou bez e-pravidel a jestlize kazdé pravidlo (s vyjimkou DEF
pripadného pravidla S — ¢€) mé tvar A — aa kde a € ¥ a a € N*.

Lemma 4.1 Necht G = (N, X, P, S) je gramatika bez levé rekurze. Pak existuje
linearni usporadani < definované na mnoziné nonterminalnich symbolia NV takové,
7e je-li A — Ba v P, pak A < B.

Dikaz: Necht R je relace na mnoziné N takova, ze ARB plati pravé kdyz
A =7 Ba pro ngjaké a € (N UX)*. Z definice levé rekurze plyne, %e R je Cas-
tefné usporadani (R je tranzitivni). Kazdé ¢asteéné usporddani pak lze rozsifit
na linearni usporadani. O

Nyni zformulujeme algoritmus prevodu gramatiky G do Greibachové normalni
formy.

Algoritmus 4.8 Prevod do Greibachové normalni formy.

Oo=—

Vstup: Vlastni gramatika bez levé rekurze G = (N, %, P, S)

Vystup: Ekvivalentni gramatika G’ v GNF
Metoda:

(1) Podle lemmy [4.1] vytvof linedrni uspofaddani < na N takové, Ze kazdé
A-pravidlo zac¢ind bud terminédlem, nebo néjakym nontermindlem B
takovym, ze A < B. Necht

N:{Al,AQ,...,An}aAl<A2<~--<An.

(2) Poloz i =n—1.

(3) Je-li i = 0 prejdi k bodu (5), je-li i # 0 nahrad kazdé pravidlo tvaru
A; — AjOé, kde] > 1 pI‘?LVldly A — Oia ‘ ‘ Bma, kde Aj — (1 |
... | Bm jsou vSechna Aj-pravidla. (Kazdy z fetézct (i ... 05, zacind
termindlem.)

(4) Poloz i =i — 1 a opakuj krok (3).

(5) V tomto okamziku vSechna pravidla (s vyjimkou pravidla S — ¢€) za-
¢inaji termindlnim symbolem. V kazdém pravidle A — aXj ... X na-
hrad ty symboly X;, které jsou termindlnimy symboly, novym nonter-
mindlem X7.

(6) Pro vSechna X} z bodu (5) piidej pravidla X} — X;.
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Véta 4.10 Nechf L je bezkontextovy jazyk. Pak existuje gramatika G v GNF
takovd, ze L = L(G).

Dikaz: Z definice usporadani < vyplyva, ze vSechna A, -pravidla zacinaji ter-
minaly, a Ze po opakovaném provadéni kroku (3) algoritmu budou vsechna

A;-pravidla pro i = 1,...,n — 1 zadinat také termindlnimi symboly. Krok (5) a
(6) prevadi nepocatecni terminéaln{ symboly pravych stran na nonterminély, aniz
se méni generovany jazyk. ]

Priklad 4.19 Pievedme gramatiku G s pravidly

E — T|TE Xty
E' — 4T |+TF

T — F|FT

T — xF|xFT’

F — (E)|i do GNF.

Reseni: Podle lemmy je E < T < F. Jako linearni usporddani na mnoziné
nonterminali vezméme usporadani

E<E<T <T<F

VsSechna F-pravidla zac¢inaji termindlem (dusledek skutecnosti, Ze F je nejveétsi
prvek v uspofddani < ). Pfedchazejici symbol T mé pravidla T — F | FT' a po
aplikaci kroku (3) dostdvame pravidla T'— (E) | ¢ | (E)T' | ¢T".

Vysledné gramatika v GNF ma pravidla:

E — (B)|i|(E)T |il" | (E)E'|iE"| (E)T'E"|iT'"E'
E' — +T|+TFE

T — (BE)Y|i|(B)T |iT’

T — *F|*FT’

F — (BE)|i

) =)

Nevyhodou algoritmu [£.8]je velké mnozstvi novych pravidel. Existuje alternativni
algoritmus prevodu do GNF, [I], ktery nezvétsuje tak vyrazné pocet pravidel
gramatiky, avsak zavadi zase vice nontermindli.

Bezkontextové gramatiky umoznuji popisovat vétSinu rysu soucasnych vyssich
programovacich jazyki. Zpusob ziskani deriva¢niho stromu véty v dané bezkon- E
textové gramatice je zakladem syntaktické analyzy a klasifikace syntaktickych

analyzatort prekladacii a jazykovych procesorti. Rada transformaci bezkontexto-
vych gramatik a existence normélnich forem bezkontextovych gramatik umoznuje
odstranovani nékterych atributt gramatiky nebo derivaci v této gramatice, jez se
vyuziva v praktickych aplikacich i v rdmci dikazovych technik.

4.8 Cviceni @

Cviceni 4.8.1 Modifikujte gramatiku Gy z prikladu tak, aby zapisy regu- =

larnich vyraz rovnéz piripoustély:

(a) explicitni pouziti operatoru - konkatenace (napf¥. a - b)
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T =r*

(b) pouZiti operdtoru * ve vyznamu r
Cviceni 4.8.2 Gramatika G = ({(deklarace), (options), (option}, (mode),
(scale), (precision), (base)}, {declare, id, real, complex, fixed, floating,
single,double, binary,decimal}, P, (deklarace))

s pravidly P

(deklarace) — declare id (options)
(options) — (option) (options) | e
(option) — (mode) | (scale) | (precision) | (base)
(mode) — real | complex
(scale) — fixed floating
(precision) — single | double
(base) — Dbinary |decimal

popisuje deklaraci jednoduché proménné. Tato gramatika vSak dovoluje vytvaret
deklarace, které obsahuji redundantni nebo rozporné informace, napf.

declare X real fixed real floating

Zapiste gramatiku, ktera pripousti pouze deklarace bez redundanci a rozporu.
Uvazte, zda je vhodné takovy problém fesit prostfedky definice syntaxe jazyka.

Cviceni 4.8.3 Pro vypocet tranzitivniho uzévéru binarni relace definované na
koneéné mnoziné (napf. slovniku gramatiky) se velmi ¢asto pouzivé reprezentace
relace prostfednictvim booleovské matice a operaci nad touto matici. Je-li A bo-
oleovska matice reprezentujici bindrn{ relaci R na mnoziné M (tj. A[p, q] = true,
je-li (p,q) € R a Alp,q] = false, je-li (p,q) ¢ R, p,q € M a Alp,q] je prvek matice
A v fadku oznaceném p a sloupci oznaceném q), pak tranzitivni uzavér relace R
je relace R, jenZ je reprezentovan matici At:

AT =A+ A+ ..+ A", (3)

kde n = min(|M| — 1, |R|) a operace se¢itani, resp. ndsobeni jsou interpretoviny
jako disjunkce, resp. konjunkce.

Pro vypocet tranzitivnfho uzdvéru existuje efektivnéjsi postup nez podle [3]
nazyvany, podle autora, Warshalliv algoritmus.

Algoritmus 4.9 Warshalluv algoritmus pro vypocet tranzitivniho uzévéru bi-
narni relace.

Vstup: Booleovska matice A reprezentujici binarni relaci R.

Vystup: Booleovska matice B reprezentujici binarni relaci RT.

Metoda:

(1) Poloz B=Aai=1.

(2) Pro vSechna j, jestlize Bl[j,i] = true, pak pro k& = 1,...,n poloz
Blj, k] = Blj, k] + Bli, kJ.

(3) Poloz i =i+ 1.

(4) Je-li i < n, vrat se ke kroku (2); v opatném piipadé je B vyslednd
matice.

Oo—
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Ukazte, ze algoritmus [£.9] po¢itd skuteéné tranzitivni uzavér binarni relace.

Cvifeni 4.8.4 V gramatice z piikladu vytvoite levou a pravou derivaci a
derivacni strom véty @ x (i + ¢ — i). Naleznéte vSechny fraze, jednoduché fraze a
I-frazi této véty.

Cviceni 4.8.5 Necht G = (N, X, P, S) je gramatika a aq, s Tetézce ag,ay €

(N UX)*. Navrhnéte algoritmus, ktery zjistuje, zda plati oy ?* Qs.

Cviceni 4.8.6 Je dana gramatika G = ({S, A4, B}, {a,b}, P, S), kterd ma pra-
vidla

S — bA|aB
A — al|aS|bAA
B — b|bS|aBB

Ukazte, ze tato gramatika je viceznatné (uvazujte napi. vétu aabbab). Pokuste se
nalézt ekvivalentni jednoznacnou gramatiku.

Cviceni 4.8.7 Gramatiku s pravidly

S — A|B
A — aB|bS|b
B — AB|Ba
C — AS|b

transformujte na ekvivalentni gramatiku bez zbyteénych symboli.

Cviceni 4.8.8 Naleznéte gramatiku bez e-pravidel, jez je ekvivalenci s gramati-
kou

ABC
BB | e
CCla
AA b

bl

S

A
B
C

Cviceni 4.8.9 Ke gramatice

A |B
C|D
D|FE
S |ale
S |b
S |cle

el bl

Mg Q> ®

naleznéte ekvivalentni vlastni gramatiku.

Cviceni 4.8.10 Formulujte algoritmus, ktery testuje, zda gramatika G je a nebo
neni gramatikou bez cyklu.
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Cviceni 4.8.11 V gramatice

S — AB
A — BS |b
B — SA]a

odstrante levou rekurzi.

Cviceni 4.8.12 Do Chomského normalni formy prevedte gramatiku
G = ({S7T7L}ﬂ {aab7+a _7*5/7 [7]}7P7S)
kde P obsahuje pravidla

S — T+S|T-S|T
T — L«T|L/T|L
L — [SHCL“)

Cviceni 4.8.13 Gramatiku G = ({S, A4, B}, {a,b}, P, S) s pravidly

S — Ba|Ab
A — Sa|AAb|a
B — Sb|BBalb

prevedte do Greibachové normalni formy.

4.9 Zdakladni definice zasobnikového automatu

Zasobnikovy automat je jednocestny nedeterministicky automat, jenz je opatien
zasobnikem reprezentujicim nekone¢nou pamét. Schéma zasobnikového automatu

je uvedeno na obr.

ay | as e an Vstupni paska
Ctect
hlava
Ridici 7
jednotka Z
Z4asobnik
ZTVL

Obrazek 4.14: Schéma zésobnikového automatu

Vstupni paska je rozdélena na jednotkové zaznamy, kazdy zédznam obsahuje
pravé jeden vstupni symbol. Obsah jednotkového zdznamu miize byt ¢ten cteci
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hlavou, nemuZe vSak byt pfepsén (read only input tape). V uréitém casovém
okamziku miize ¢teci hlava zistat na daném ziznamu, nebo se posune o jeden
zdznam doprava (jednocestny automat). Koneénd ridici jednotka realizuje operace
posuvu ¢teci hlavy a ukladani informace do zésobniku prostiednictvim funkce
prechodu definované nad vstupni abecedou, mnozinou stavu ridici jednotky a
vrcholem zasobniku.

Definice 4.16 Zdsobnikovy automat P je sedmice

Oo—

P = (szar767QOaZ07F)7 kde

(1) @ je koneénd mnozina stavovych symbolu reprezentujicich vnitin{ stavy ridici
jednotky,

(2) ¥ je konefné vstupni abeceda; jejimi prvky jsou vstupni symboly,
(3) T je konecné abeceda zasobnikovych symbolt,

(4) 0 je zobrazeni z mnoziny Q x (X U {e}) x T do koneéné mnoziny podmnozin
mnoziny @ x I'* popisujici funkci prechod,

(5) go € Q je pocatedni stav Tidici jednotky,

(6) Zy € T je symbol, ktery je na poc¢atku ulozen do zdsobniku — tzn. startovaci
symbol zasobniku,

(7) F C @ je mnozina koncovych stavi.

Definice 4.17 Konfiguraci zasobnikového automatu P nazveme trojici

Oo—

(qw,a) € Q x X* xT'*

kde
(1) q je pritomny stav Fidici jednotky

w je doposud nepiectend ¢ast vstupniho Fetézce; prvni symbol Tetézce w je

2 je d d fetend ¢ast vstupniho feté { bol Teté j
pod cteci hlavou. Je-li w = €, pak byly vSechny symboly ze vstupni pasky
precteny.

(3) « je obsah zésobniku. Pokud nebude uvedeno jinak, budeme zasobnik repre-
zentovat Fetézcem, jehoz nejlevéjsi symbol koresponduje s vrcholem zésobniku.
Je-li a = ¢, pak je zasobnik prazdny.

Definice 4.18 Prechod zésobnikového automatu P budeme reprezentovat bi-
narn{ relaci -, (nebo  bude-li zfejmé, Ze jde o automat P), kterd je definovana D E F
na mnoziné konfiguraci zasobnikového automatu P. Relace

(q,w,B)H(¢',w', ")

plati pro g, ¢’ € Q,w,w’ € ¥*, 3,5 € T'*, jestlize w = aw’ pro néjaké a € (XU{e}),
B=Zaaf =~apronéjaké Z €T, a,y € I'* a §(q,a, Z) obsahuje prvek (¢’,~).
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Relaci |, interpretujeme timto zptisobem. Nachéazi-li se zasobnikovy automat
P ve stavu g a na vrcholu zasobniku je ulozen symbol Z, pak po prec¢teni vstupniho
symbolu a # € muze automat prejit do stavu ¢’, pri¢emz se ¢teci hlava posune
doprava a na vrchol zasobniku se ulozi, po odstranéni symbolu Z, fetézec . Je-li
v = €, pak je pouze odstranén vrchol zasobniku.

Je-li @ = €, neposouva se Cteci hlava, coz znamend, ze prechod do nového
stavu a novy obsah zasobniku neni urcovan pristim vstupnim symbolem. Tento
typ prechodu budeme nazyvat e-prechodem. Poznamenejme, ze e-prechod mtize
nastat i tehdy, kdyz byly precteny vSechny vstupni symboly.

Relace F*,F,* jsou definovany obvyklym zpusobem. Relace +* resp. * je
tranzitivni, resp. tranzitivni a reflexivni uzavér relace -, * je i-t4 mocnina relace
F,i>0.

Pocatecni konfigurace zésobnikového automatu ma tvar (o, w, Zp) prow € ¥*,
tj. automat je v pocatecnim stavu qg, na vstupni pasce je fetézec w a v zasobniku
je startovaci symbol Zy. Koncovd konfigurace mé tvar (¢,e,«), kde ¢ € F je
koncovy stav a a € T'*.

Definice 4.19 Plati-li pro fetézec w € ¥* relace (qo, w, Zo) F*(g, €, &) pro né&jaké
q € F aaeI* pak iikdme, zZe Tetézec w je prijiman zasobnikovym automatem
P. Mnozinu L(P) vSech Fetézca prijimanych zdsobnikovym automatem P, ktery
nazyvame jazykem prijimanym zdsobnikovym automatem.

Piiklad 4.20 UvaZzujme jazyk L = {0"1™ | n > 0}. Zasobnikovy automat P,
ktery prijima jazyk L, méa tvar
= ({0, 1,42}, {0,1},{Z, 0}, 6, 90, Z, {qo})
kde
(40,0, Z
5(q1,0,0
8(q1,1,0
6(q2,1,0
6(q2,6,Z2) = {(qo,€)}

a pracuje tak, ze kopiruje vsechny nuly ze vstupniho retézce do zasobniku. Objevi-
li se na vstupu symbol 1, pak odstranuje jednu nulu ze zasobniku. Kromé toho
pozaduje, aby vSechny nuly predchéazely vSechny jednicky. Naptiklad pro vstupni
fetézec 0011 realizuje automat P tyto prechody:

(90,0011, 7)) + (q1,011,02)

)
)
)
)

o (q1,11,00Z)
F o (g2,1,02)
F (g2,¢,2)
F (qo,¢€ )

Ukazme, ze skutecné plati L(P) = L. Z definice funkce pfechodi ¢ a relace -
plyne (qo, €, Z)F° (qo,€, Z) a tedy € € L(P). Déle plati

(90,0,Z) + (q1,¢6,02)
(¢1,0,02) ' (q1,6,0™""'2)
(01,1,0712) (g2,¢,0'2)
(g2,1,0°Z) ' (q2,€,2)
(2,6, Z) + (qo,¢€ )

DEF

X+vy
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coz dohromady implikuje

2n+1

(q0,0"1",Z) + (qo,€,¢)  pron>1

a tedy L C L(P).

Dokézat opacnou inkluzi L(P) C L, tj. dokézat, Ze zdsobnikovy automat ne-
P vstupni fetézec, pak musi projit posloupnosti stavu qg, g1, g2, qo-

Jestlize platf (qo,w, Z)F'(q1,€, @), pak w = 0° a a = 0°Z. Podobné, jestlize
(g2, w, @) F(qa, €, B) pak w = 1* a a = 0. To viak znamena, Ze relace (g1, w, o) -
(g2, €, 3) plati, pravé kdyz w = 1 a a = 08 a relace (g2, w, Z) F*(qo, €, €) plati,
pravé kdyz w = e. Tedy, jestlize plati (go,w, Z) ' (qo, €, ) pro n&jaké i > 0, pak
w=0"1"i=2n+1aa=c¢tj. L(P)C L.

Poznamka 4.5 Zasobnikové automaty lze také popisovat prechodovymi diagramy.

Jejich podoba je ilustrovana nize na zdsobnikovém automatu z piikladu [£:20]

1,0/

Y

0,0/00

Z /q/\ 0,Z2/0Z ;q;
ALY 2V
g,Z/e

Vsimnéte si, ze oznaceni poc¢atecniho stavu je spojeno s definici startovaciho sym-
bolu zasobniku. Prechody mezi stavy — feknéme g a ¢’ — jsou oznacdeny vyrazy
a,Z/v,kde a € XU {e}, Z €T ay €T a specifikuji, ze (¢',v) € §(q,a,Z).

4.10 Varianty zasobnikovych automata

V tomto odstavci uvedeme dvé varianty zakladni definice zasobnikového auto-
matu, které nam usnadni objasnit vztah mezi zadsobnikovymi automaty a bezkon-
textovymi jazyky.

Definice 4.20 Rozsirenym zdsobnikovym automatem rozumime sedmici
P = (Q727F757q0a Z07F)

kde § je zobrazeni z koneéné podmnoziny @ x (XU{e}) xT'™* do mnoziny podmnozin
mnoziny @ x'*. Ostatn{ symboly maji stejny vyznam jako v zékladni definici [£.16]

Podobné jako u béznych ZA je relace prechodu  definovana jako nejmensi
relace takovd, Ze (q,aw,ay)(q',w, B7y) plati, jestlize (g, a, ) obsahuje (¢, )
pro ¢,q¢ € Q,a € XU {e} a «a, 8,7 € I'*. Tato relace odpovida prechodu, v némz
je vrcholovy Tetézec zasobniku odstranén a nahrazen fetézcem (. (Pripomenme,
ze v zékladni definici je o € T" nikoliv a € I'*). Jazyk definovany automatem P je

*

L(P) = {w | (q0,w, Zo) F(q,€,),q € F,a € T"}

Rozsiteny zasobnikovy automat mize, na rozdil od zékladni definice provadét
prechody i v pripadé, Ze je zdsobnik prazdny.

DEF
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Priklad 4.21 Uvazujme rozsifeny zasobnikovy automat P, ktery prijima jazyk

L {ww® | w € {a,b}*},
P = ({q,p},{a,b},{mb, S, Z}767Q7 Z, {p})

kde zobrazeni § je definovano takto:

6(g.ae) = {(g,a)}
6(g;0,¢) = {(¢,0)}
6(g,e,6) = {(¢,9)}
0(q,e,a5a) = {(q,9)}
6(q,€,08b) = {(¢,9)}
6(¢.6,52) = {(p,e)}

Pro vstupni retézec aabbaa realizuje automat P tyto prechody:

T

(g, aabbaa, Z) (¢, abbaa, aZ)
(q,bbaa, aaZ)
(¢, baa,baaZ)
(q,baa, SbaaZ)
(¢,aa,bSbaaZ)
(q,aa,SaaZ)
(¢,a,a8aa2)
(g,a,SaZ)
(¢q,¢,aS5a7)
(¢,€,87)
(

q,¢€,¢€)

T T T T T T T T T T

Vidime, ze automat P pracuje tak, ze nejdiive uklada do zasobniku prefix vstup-
niho Tetézce, pak na vrchol zasobniku ulozi znak S znacici stfed; pak vrcholovy
fetézec aSa nebo bSbh nahrazuje symbolem S. Tento priklad ilustruje také nede-
terministickou povahu zasobnikového automatu, protoze zobrazenim neni urceno,
zda mé byt precten vstupni symbol a uloZen na vrchol zasobniku (§(gq,xz,€) =
(¢,z),x € {a,b}), nebo zda ma byt proveden e-prechod, ktery ulozi na vrchol
zasobniku stfedovy symbol S, (6(q, €, €) = (g, 5)).

Z definice rozsiteného zasobnikového automatu vyplyva, ze je-li jazyk L pri-
jiman zasobnikovym automatem, pak je také prijiman rozsifenym zasobnikovym
automatem. Ukazme nyni, ze plati i opa¢na implikace.

Véta 4.11 Necht P = (Q,%,T,0,qo, Zo, F) je rozsifeny zasobnikovy automat.
Pak existuje zasobnikovy automat P; takovy, ze L(P;) = L(P).

Diikaz: Polozme m = max{|a| | §(q,a,«) # 0 pro néjaké q € Q,a € LU{e} aa €
r*}.

Zasobnikovy automat P; budeme konstruovat tak, aby simuloval automat P.
Protoze automat P neurcuje pfechody podle vrcholu zasobniku, ale podle vrcholo-
vého Fetézce zasobniku, bude automat P; ukladat m vrcholovych symboli v jakési
,vyrovnavaci paméti fidici jednotky tak, aby na pocatku kazdého prechodu védél,
jakych m vrcholovych symboli je v zasobniku automatu P. Nahrazuje-li automat
P k vrcholovych symboli fetézcem délky [, pak se totéz provede ve vyrovnavaci

Xty

<

Ekvivalence
RZA a ZA



KAPITOLA 4. BEZKONTEXTOVE JAZYKY A ZASOBNIKOVE AUTOMATYS5

paméti automatu Pj. Jestlize | < k, pak P; realizuje k — [ e-prechodu, které pre-
souvaji k—1 symboli z vrcholu zadsobniku do vyrovnévaci paméti. Automat P pak
miize simulovat dalsi pfechod automatu P. Je-li [ > k, pak se symboly presouvaji
z vyrovnéavaci paméti do zasobniku.

Formélné mutzeme konstrukei zasobnikového automatu P; popsat takto:

Py =(Q1,%1,1'1,61,q1, 21, F1)  kde
(1) Qu=A{lg,0] ¢ € Q. €T a0 < |a| <m}
(2) Ty =Tu{Z}
(3) Zobrazeni §; je definovano takto:
a) Predpoklddejme, Ze 6(q,a, X7 ... Xx) obsahuje (r, Y7 ...Y)).
(i) Jestlize l > k, pak pro vSechna Z € I'y a o € T'f takova, Ze |a] = m—k
01([q, X1 ... Xpal],a, Z) obsahuje ([r, 8],7Z)

kde Sy =Y:...Yia a |B] =m.
(ii) Je-li I < k, pak pro v8echna Z € 'y a a € I'j takova, Ze || =m — k

01([q, X1 ... Xkal,a, Z) obsahuje ([r,Y1...YaZ], €)
b) Pro vSechna g € Q,Z € 'y a a € T} takova, Ze |a| <m

61([(]7@]’672) = {([q,mZ],e)}

Tato pravidla vedou k naplnéni vyrovnavaci paméti (obsahuje m symboli).

(4) ¢1 = [q0, Zo, Z{"_l]. Vyrovnavaci pamét obsahuje na poc¢atku symbol Zy na
vrcholu a m — 1 symboli Z; na dalsich mistech. Symboly Z; jsou specidlni
znaky pro oznaceni dna zasobniku.

(5) Fl:{[qaa]|q€Fﬂa6F>lk}

Lze ukazat, ze

(gaw, X7 ... XpXpq1 ... Xp) F(r,w, Y1 .. Y X1 ... X))
P

platia pré“Vé kdy2 ([Q7 Ol], aw, ﬁ) Fltl ([Tv O/]a w, ﬂ/) kde

af = X;...X,Z"
O/ﬁ/ = Ylylek+1XnZIn
o] = |o|=m

a mezi témito dvéma konfiguracemi automatu P; neni zadné konfigurace, ve
které by druhy ¢len stavu (vyrovnavaci pamét) mél délku m.

Tedy relace
(907wa ZQ)F(C],G,OL) pro g € F,Oé el
P

plati, pravé kdyz
([qu ZOa Z{n_l]v w, Zl) F ([qa ﬂ]a €, ’Y)

Py

kde |3] = m a By = aZ]*. Tedy L(P) = L(P). O
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Definice 4.21 Necht P = (Q,%,T,0,qo, Zo, F) je zésobnikovy nebo rozsiteny
zésobnikovy automat. Retézec w je pfijiman s vyprdzdnénim zdsobniku, jestlize
plati (go,w, Zo) F"(q,€,€),q € Q. Oznaéme L(P) mnoZinu vsech fetézci, které
jsou prijimény zasobnikovym automatem P s vyprazdnénim zasobniku.

Véta 4.12 Necht L je jazyk pfijimany zdsobnikovym automatem P = (Q, %, T, 6,
qo, Zo, F), L = L(P). Lze zkonstruovat zésobnikovy automat P’ takovy, Ze
L.(P")=1L.

Ditkaz: Opét budeme konstruovat automat P’ tak, aby simuloval automat P.
Kdykoli automat P dospéje do koncového stavu, prejde do specidlniho stavu g,
ktery zptsobi vyprazdnéni zasobniku. Musime vsak uvazit situaci, kdy automat P
je v konfiguraci s prazdnym zasobnikem, nikoliv vSak v koncovém stavu. Abychom
zabranili pfipadtim, Ze automat P’ piijim4 Fetézec, ktery nem4 byt prijat, pfidame
k zasobnikové abecedé automatu P’ znak, jenz bude oznacovat dno zasobniku a
muZe byt vybran pouze tehdy, je-li automat P’ ve stavu g.. Formalné vyjadieno,
necht
=(QU{q,q}, 2, TU{Z'},8,¢,7",0), kde

symbolem () vyznacujeme, Ze P prijim4 fetézec s vyprazdnénim zasobniku. Zob-
razeni 6 nyni definujeme takto:

(1) Jestlize §(q, a, Z) obsahuje (r,v), pak §'(q,a, Z) obsahuje (r,v) pro vSechna
g€Q,aeXU{e}aZel.

(2) 0(¢'ye,Z") = {(q0, Z0Z")}. Prvni prechod zdsobnikového automatu P’ ulozi
do zasobniku fetézec ZyZ', kde Z’ je specidlni znak oznacujici dno zdsobniku,
a prejde do pocatecniho stavu automatu P.

(3) Pro vSechna g € Fa Z e T U{Z’'} obsahuje ¢§'(q, ¢, Z) prvek (g, ¢).
(4) Pro vSechna Z e TU{Z'} je §(¢e, €, Z) = {(ge,€)}-

Nyni ziejmeé plati

(¢, w,Z") +,.  (q,w,ZoZ")
oo (e Y)
oo (qe 6, Y2 .. Y7)
Foob (ges€€) kde Y, = Z',

pravé kdyz
(qo,w, Zo) (g, &, Y1 ... Y1)
P

proge FaYy...Y,_y €™ Tudiz L.(P") = L(P).
Predchozi véta plati také obracené O

Véta 4.13 Necht P = (¢,%,T,6,qo, Zo, D) je zasobnikovy automat piijimajici
vyprazdnénim zisobniku. Lze zkonstruovat zasobnikovy automat P’ takovy, Ze
L(P") = L.(P).

Dukaz: Zasobnikovy automat P’ konstruujeme tak, ze m4 speciilni symbol Z’ na
dné zasobniku. Jakmile je tento symbol ze zasobniku odstranén, prechazi automat
P’ do nového koncového stavu ¢y : F' = {qy}. Formélni konstrukci automatu P’
nebudeme provadét. O

DEF
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4.11 Ekvivalence bezkontextovych jazykt a ja-
zykl prijimanych zasobnikovymi automaty

Nejdriive ukazeme, jak lze zkonstruovat nedeterministicky syntakticky analyzator
jazyka generovaného bezkontextovou gramatikou, ktery pracuje metodou shora—
doli.

Véta 4.14 Necht G = (N, X, P, S) je bezkontextova gramatika. Z gramatiky G
muzeme zkonstruovat zasobnikovy automat R takovy, ze L.(R) = L(G).

Dtikaz: Zasobnikovy automat R konstruujeme tak, aby vytvarel levou derivaci
vstupniho fetézce v gramatice G. Necht R = ({¢},%,N U X,4,5,0), kde § je
definovano takto:

(1) Je-li A — « pravidlo z P, pak d(q, €, A) obsahuje (g, @).
(2) 0(q,a,a) ={(q,€)} pro vSechna a € X.
Nyni ukdzeme, ze A =™ w, pravé kdyz a jen kdyz (g, w, €) " (g, €, €) pro néjaké
m,n > 1.

Cést jen kdyz“ dokazeme indukef pro m. Predpokladejme, ze A =™ w. Je-li
m=1law=ay...a, k>0 pak

(q7a1'~~ak7A) }_ (q7a1~-~ak)
SRS

Predpoklddejme nyni, ze plati A =™ w pro m > 1. Prvni krok této derivace
musi mit tvar A = X7 X5... X, pricemz X; =™ x; prom; <m,1 <i<ka

T1Ty...Tr = w. Tedy
(qvwaA) F (q,valu-Xk)

Je-li X; € N, pak podle induktivniho predpokladu

*

(Q7 Ly XZ) l_(qa €, 6)

Je-li X; =ux;,x; € X, pak
(q7 T,y XZ) F (Qa €, 6)
Nyni jiz vidime, ze levé derivaci
A= X1... X, =" 1 X9 ... Xg =" =Mk 1T ... T =W
odpovida tato posloupnost prechodii:

(q,xl...xk,A)l—(q,xl...xk,Xl...Xk)li(q,:vg...xk,XQ...Xk)...Ii(q,e,e)

Cast kdyz“, tj. je-li (¢, w, A)F"(q, €, ¢€), pak =1 w dokdZeme indukei pro n.
Pron =1,w =€ a A — ¢ je pravidlo v P. Predpoklddejme, Ze dokazovana relace
plati pro vSechna n’ < n. Pak prvni pfechod automatu R musi mit tvar

(QawaA) F (Q7w7X1 .. Xk)
a (q,z;, X;)F"(q,e,€) pro 1 < i <k, kde w = z1...25. Pak A — X;... X} je
pravidlo z P a derivace X; =7 x; plyne z induktivniho pfedpokladu. Je-li X; € &
pak X; =0 z;.

Lo=Lp

Ly C Lp
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TedyA=>X1...Xk > X . . Xp=F ... =2 a1 a1 X =7

T1...Tp_ 12, = w je leva derivace TFetézce w z A.
Vezmeme-li S = A jako specialni ptipad, dostaneme S =T w, pravé kdyz

(¢, w,s) (g, €,€) a tedy L(R) = L(G).
O

Priklad 4.22 Ke gramatice G s pravidly

E — E+T|T
T — T«F|F
F — (B)]|i

sestrojme zasobnikovy automat P takovy, ze L.(P) = L(G)
Resent:
P = ({q}’ {+7 *7 (7 )7 i}, {+7 *’ (7 )’ Z" E7 T7 F}7 57 q’ E7 Q)

kde § je zobrazeni

éa. e, E) = {(¢,E+T),(q,7)}

6(g,6,T) = {(¢,T=F), (¢, F)}

oq,6, F) = {(a,(E)),(q,9)}

0(q,a,a) = {(g,e)} provSechna a € {+,x*,(,),i}

Pro vstupni fetézec i+ i * ¢ muze zasobnikovy automat P realizovat tuto posloup-
nost prechodu:

(q,i+ixi, FE)

T T T T T T T T T T T T T

Nyni ukazeme, jakym zptsobem lze k bezkontextové gramatice G definovat roz-
siteny zasobnikovy automat reprezentujici syntakticky analyzator zdola—mahoru.

Véta 4.15 Necht G = (N, X, P,S) je bezkontextovd gramatika. Rozsifeny z&-
sobnikovy automat R = ({g,7},%, N UX U {$},d,q,8,{r}), kde zobrazeni § je
definovano takto:

(1) 6(q,a,e) ={(g,a)} pro vSechna a € .

X+y
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(2) Je-li A — « pravidlo z P, pak d(q, €, ) obsahuje (g, A).

(3) 0(q.¢,58) = {(r.e)},
prijiméa jazyk L(G), tj. L(R) = L(G).

Dtkaz: Ukazeme, ze automat R pracuje tak, ze vytvari pravou derivaci postup-
nymi redukcemi I-fréze pocinaje termindlnim fetézcem (umisténym na vstupni
péasce) a konce vychozim symbolem S. Jinymi slovy automat R realizuje syntak-
tickou analyzu zdola—nahoru.

Zmeéna konvence: Vrchol zasobniku budeme nyni uvadét vpravo. Induktivni
hypotéza, kterou dokazeme indukci pro n mé tvar:

S =* aAy =" zy implikuje (q, zy, $) }i(q, y,$aA), = znadf pravou derivaci.
m m Tm

Pro n = 0 tato hypotéza plati, protoze aA = =z a tudiz automat R provadi
prechody podle 6(q,a,€) = {(g,a)},a € ¥, presouvajici fetézec x do zdsobniku.

Nyni predpokladejme, ze induktivni hypotéza plati pro vSechny derivace, kratsi
nez n. Muzeme psét

ady = afy =" xy
m m

Je-li fetézec a3 tvofen pouze terminalnimi symboly, pak a8 = z a (q, zy, §) +*
(q,y, 8aB) (q,y, $aA). Neni-li a3 € ¥*, pak miizeme psat a3 = yYBz, kde B je
nejpravejsi nonterminal a podle induktivni hypotézy

S =*~yBzy ="t ay
m m

implikuje (¢, 2y, $) (g, 2y, $7B). Plati tedy (¢, zy, 8vB) " (¢.y, $7B2) & (q.,
$aA) a tudiz jsme dokézali induktivni hypotézu. Protoze (g, €, $5)(r, €, €) do-
stavame L(G) C L(R).

Abychom dokézali, ze L(R) C L(G), ukazme, Ze plati implikace:

Jestlize (¢, 2y, §) Ii(q,y, $aA), pak aAy =* xy

Pro n = 0 tato implikace plati. Pfedpokladejme, Ze plati také pro vsechny posloup-
nosti pfechodi kratsi nez n. Protoze vrchol zasobniku je nontermindlni symbol,
provadél se posledni prechod podle predpisu (2) v zobrazeni § a miZzeme pséat:

(0,29, 8) F (0,9, $aB) F(q, v, $aA)

kde A — [ je pravidlo z P. Existuje tedy derivace aAy = afBy =* xy.

Jako specialni pripad uvazujme implikaci:
jeli (q,w,8)F(g,¢,89), pak S ="w

Protoze vSak plati (¢, w, ) - (q, ¢, 8S9) - (r, €, €) je L(R) C L(G) aspole¢né s prvni
Césti diukazu dostavame L(G) = L(R).
O

Poznamenejme, ze automat R skutecné predstavuje model syntaktického ana-
lyzatoru, ktery vytvari pravou derivaci vstupniho retézce postupnymi redukcemi
I-fraze vétnych forem (pocateéni vétnéd forma je vstupni fetézec, koncovd vétnd
forma je vychozi symbol gramatiky). Bezprostiedné po prechodu automatu je

O—
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pravd vétnd forma aAx reprezentovdna obsahem zdsobniku (fetézec awA) a ne-
zpracovanou Casti vstupniho Fetézce (Fetézec x). Nésledujici ¢innosti automatu je
presunuti prefixu fetézce x na vrchol zasobniku a redukce I-fraze dané vrcholo-
vym Tetézcem zasobniku. Tento typ syntaktické analyzy se, jak jiz vime, nazyva
syntaktickd analyza zdola—nahoru.

Priklad 4.23 Sestrojme syntakticky analyzator R zdola—nahoru pro gramatiku
s pravidly

E —- E+T|T
T — TxF|F

Necht R je rozsiteny zasobnikovy automat
R=({g,r},{+ ()i}, {8 BT F,+.%,(,).i},6,¢,8,{r})
kde § je zobrazeni
(1) 6(q,a,e) ={(g,a)} pro vsechna a € {i,+,*, (,)}.
(2)

66, E+T) = {(¢,E)}
§(g.e,T) = {(¢,E)}
6., T+ F) = {(¢.T)}
6(¢g.e, F) = {(¢.7)}
o(g,6,(E) = {(g,F)}
6(g.6,7) = {(¢. F)}

(3) d(g,e. 8E) = {(r.€)}

Pro vstupni fetézec ¢ + ¢ * ¢ mize rozsiteny zasobnikovy automat R provést tuto
posloupnost prechodt:

(q,i+ix*i,$)

T T T T T T T T T T T T T T
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Na zaveér tohoto odstavce ukazeme , ze bezkontextové jazyky jsou ekvivalentni
jazyktm pfijimanym zasobnikovymi automaty, tj., ze lze také ke kazdému zasob-
nikovému automatu R vytvorit bezkontextovou gramatiku G takovou, ze L(R) =

L(G).

Véta 4.16 Necht R = (Q,X%,T, 4, qo, Zo, F) je zdsobnikovy automat. Pak existuje
bezkontextova gramatika G, pro kterou plati L(G) = L(R).

Dikaz: Gramatiku G budeme konstruovat tak, aby leva derivace terminalniho
fetézce w primo korespondovala s posloupnosti prechodu automatu R. Budeme
pouzivat nonterminalni symboly tvaru [¢Zr] kde q,r € Q, Z € T. Vrchol zésobniku
uvadime opét vlevo.

Necht gramatika G = (N, X, P, S) je formélné definovina takto:

(1) N=A{[¢zr]| q,r € Q,Z €T} U{S}

(2) Jestlize 6(q, a, Z) obsahuje (r, X; ... Xy) k > 1, pak k mnoziné pfepisovacich
pravidel P pridej vSechna pravidla tvaru

[¢Zsk] — alrXis1][s1Xas2] ... [sp—1XkSk]
pro kazdou posloupnost si, so, ..., Sk stavll z mnoziny Q.
(3) Jestlize d(q, a, Z) obsahuje (r,¢€), pak k P ptidej pravidlo [¢Zr] — a.
(4) Pro kazdy stav g € Q pridej k P pravidlo S — [g0Zoq].
Indukei 1ze opét dokézat, Ze pro vSechna ¢,r € Q a Z € T plati [¢Zr] =™ w, pravé
kdyz (q,w, Z) " (r, €, €). Specidlni piipad této ekvivalence je S = [q0Zoq] =T w,
pravé kdyz (qo, w, Zo) +*(q,€,€),q € F. To vSak znamend, ze L.(R) = L(G). O

Piiklad 4.24 Necht P = ({qo,q1},{0,1},{X, Zo}, 3, qo, Zo,?) kde zobrazeni ¢ je
dano takto:

(40,0, Z0) = {(q0,XZ0)}
6(90,0,X) = {(q0,XX)}
6(q0,1,X) = {(q1,6)}
6(q,1,X) = {(q1,6)}
g6, X) = {(q1,€)}

6(qi.6,20) = {(aq,e)}

Zkonstruujme gramatiku G = (N, X, P, S) takovou, ze L(P) = L(G). MnozZiny
nontermindlti a terminaltt maji tvar:

N = {5, [q0Xqo), [eoXaq], [:1Xqo], [1 X q1], [90Z0q0], [90Zoa1], [a1 Zoqo], [a1 Zoq:] }
S = {0,1)

Mnozina N obsahuje nékteré nonterminaly, které jsou v gramatice G nedostupné.
Abychom je nemuseli dodatecné odstranovat, zacneme konstruovat pravidla gra-
matiky G pocinaje S-pravidly a pridavejme pouze ty nonterminaly, které se ob-
jevuji na pravych stranach konstruovanych pravidel.

Podle bodu (4) sestrojime S-pravidla:

S — [90Z0qo] S — [q0Z0q1]

Xty
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Nyni pfiddme pravidla pro nonterminél [goZoqo)

[90Z0gq0] — 0[q0Xqo][q0Z0q0]
[90Z0oq0] —  OlgoXq1][q1Zoqo]

vyplyvajici z 6(qo, 0, Zo) = {(q0, X Zo)}
Pravidla pro nonterminél [goZyq1]

[90Z0q1] — 0[q0Xqo][90Z0q:]
[90Zoq1]) — OlgoXaq1]lq1Zoqi]

jsou pozadovana zobrazenim (g, 0, Zy) = {(qo, X Zo)}.
Pravidla pro zbyvajici nonterminaly jsou:

(90X q0] —  0[g0X qol[g0X qo]
[90Xq0] —  O[goXq1][g1 X qo]
[@0Xq1] — 0[goXqo][q0X q1]
[0 Xq1] — OlgoXaq1]lq1 Xaqi]

protoze, 6(qo, 0, X) = {(q0, X X)};

(90X 1] — 1, protoze 5(qo, 1, X) = {(q1,€)}
[¢1Z0q1] — €, protoze 0(qu,€, Zp) = {(q1,€)}
[(1Xq1] — €, protoze §(q1,¢,X) = {(q1,€)}

[ Xa1] — 1, protoze (g1, 1, X) = {(q1,€)}.

PovSimnéme si nyni, Ze pro nonterminély [q1 Xqo] a [q1Z0qo] nejsou defino-
vana zadné pravidla, a proto ani z nontermindlu [goZoqo] ani z [goX ¢o] nemohou
byt derivovany terminalni fetézce. Odstranime-li tedy pravidla obsahujici néktery
z uvedenych ¢ty nonterminala, dostaneme ekvivalentni gramatiku generujici ja-
zyk L(P):

S = [ewZoq]
[90Zoq1] — 0lgoXaq1][q1Z0q1]
(90X 1] — OlgoXallg1Xai]
(1 Zoq1] — €
[ Xq] — 1
[ Xq] — €
[ Xq] — 1

4.12 Deterministicky zasobnikovy automat

V predchozim odstavci jsme ukézali, ze ke kazdé bezkontextové gramatice 1ze se-
strojit zasobnikovy automat, ktery reprezentuje syntakticky analyzator pro véty
generované danou gramatikou. Tento analyzator je obecné nedeterministicky. Z hle-
diska aplikaci teorie formalnich jazyku v prekladacich jsou dilezité tzv. determi-
nistické bezkontextové jazyky, které lze analyzovat deterministickymi syntaktic-
kymi analyzatory. V tomto odstavci definujeme tridu zasobnikovych automati,
které v kazdém okamziku mohou pfijit pouze do jediné konfigurace, tzv. determi-
nistické zasobnikové automaty, a jim odpovidajici deterministické jazyky.
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Definice 4.22 Zasobnikovy automat P = (Q, %, T, 4, qo, Zo, F') nazyvame deter-
ministickym zasobnikovym automatem, jestlize pro kazdé q € Q a Z € I' plati
bud pro kazdé a € ¥ obsahuje §(q,a, Z) nanejvys jeden prvek a d(q,¢,Z) = 0,
nebo 6(q,a, Z) = () pro vSechna a € ¥ a §(q, €, Z) obsahuje nejvyse jeden prvek.

Protoze zobrazeni 0(q, a, Z) obsahuje nejvyse jeden prvek, budeme misto d(q, a, Z)
={(r,7)} psdt (q,a,2) = (r,7).

Priklad 4.25 Deterministicky zasobnikovy automat, ktery prijima jazyk
L = {wew® | w € {a,b}*}, m4 tvar:

P = ({QO7 q1, q2}7 {CL, b7 0}7 {Za a, b}a 67 q0, Z7 {qQ})

kde zobrazeni § je definovéno takto:

5(go, X,Y) = (qo,XY) pro vSechna X € {a,b} aY € {Z,a,b}
5(q0,¢,Y) = (q1,Y) pro vsechna Y € {a,b}

0(q1,X,X) = (q,€¢) pro viechna X € {a,b}
6(qi.6,2) = (ga€)

Automat P pracuje tak, ze dokud nepfecte stfedovy symbol ¢, uklad4 symboly
vstupniho fetézce do zasobniku. Potom prejde do stavu ¢; a srovnava dalsi vstupni
symboly se symboly zasobniku.

Mezi zasobnikovym automatem a deterministickym zasobnikovym automatem
bohuzel neplati vztah jako mezi nedeterministickym a deterministickym koneé¢nym
automatem, tzn., ze ne kazdy jazyk prijimany zasobnikovym automatem mize byt
prijiman deterministickym zasobnikovym automatem.

Definice 4.23 Jazyk L se nazyva deterministicky bezkontextovy jazyk, jestlize
existuje deterministicky zdsobnikovy automat P takovy, ze L(P) = L.

Definici deterministického zasobnikového automatu mizeme rozsitit tak, aby
zahrnovala rozsitené zasobnikové automaty.

Definice 4.24 Rozsifeny zasobnikovy automat P = (@, %, T, 4, qo, 20, F') nazy-
vame deterministicky RZA (DRZA), jestlize plati:

1. Vge QVaeZU{e} VyeTI™:|(q,a,7)| < 1.

2. Je-li 6(q,a,a) # 0, 6(¢q,a,8) # 0 a a # 3, pak ani « neni pfedponou 3, ani
[ neni predponou .

3. Je-li 6(q,a,a) # 0 a d(q,&,3) # 0, pak ani a neni pfedponou 3, ani 3 neni
predponou a.

Pozor na pouziti @ # 3 v bodé 2 ve vyse uvedené definici a nepouziti této
podminky v bodé 3: V bodé 2 dostédvame pro o = [ tutéz trojici (¢, a, o) = (g, a, )
a nedochézi tedy k nedeterminismu na rozdil od bodu 3, kde vznikaji dvé rtzné
dvojice (¢,a,0) = (g,a,8) a (g,2,0) = (g,, ).

Véta 4.17 Deterministické rozsitené zasobnikové automaty maji ekvivalentni vy-
jadfovaci silu jako deterministické zasobnikové automaty.

Véta 4.18 Deterministické zasobnikové automaty maji striktné mensi vyjadro-
vaci silu nez nedeterministické zasobnikové automaty.

DEF

DEF

DEF

Oo—




KAPITOLA 4. BEZKONTEXTOVE JAZYKY A ZASOBNIKOVE AUTOMATY94

Dtikaz: i (z dtivodu zjednoduseni je zde uvedena pouze idea dikazu) Bezkontex-
tovy jazyk L = {ww® | w € £*} nelze piijimat zddnym DZA. Neformélné feceno,
DZA nem4 moznost uhadnout, kdy konéi w a zaéing w=.

0O

Poznamka 4.6 Jini moznost ditkazu véty [.18]je pies nasledné uvedenou uzavie-
nost jazykt DZA viéi doplitku a pies uvazeni, ze {a™bc™|n > 1} je bezkontextovy
jazyk.

Problém, zda dany bezkontextovy jazyk je jazykem néjakého DZA, nend obecné
rozhodnutelny (podobné jako neni rozhodnutelnd viceznacnost).

4.13 Vlastnosti bezkontextovych jazykt

V této podkapitole se budeme zabyvat nékterymi vlastnostmi bezkontextovych
jazyku v podobné podobé jako v pripadé reguldrnich jazyki.

4.13.1 Strukturalni vlastnosti
Pumping lemma

Véta 4.19 Necht L je bezkontextovy jazyk. Pak existuje konstanta k > 0 takova,
Ze je-li z € L a |z| > k, pak lze z napsat ve tvaru:

z=uvwzy,ve#e, vwe| <k
a pro viechna i > 0 je uwv'wz'y € L.
Dikaz: Necht L = L(G) a necht G = (N, 3, P, S) je gramatika v CNF.

1. Nejprve dokazeme implikaci:

Jestlize A =1 w pro ndjaké A € N, w € ¥*, pak |w| < 2™ 2, kde m je
pocet vrcholi nejdelsi cesty v odpovidajicim derivaénim stromu.

Tato implikace plati, protoZe |w| je rovno poctu piimych predchidet lista
prislusného derivacniho stromu, ktery je maximéalné roven poctu lista plného
binarniho stromu, jehoz vSechny vétve obsahuji m — 1 uzld, coz je prave
2m=2, Skutecné:

e Plny binarni strom s vétvemi o n uzlech, méa 27! list{, coz se snadno
ukéze indukei:
— Plny bindrn{ strom s (jedinou) vétvi o n = 1 uzlu, ma 1 = 2° =
271 listd.
— Plny binarni strom s vétvemi délky n = n’ + 1 uzli, kde n’ > 1,
’, 17 /7 /7 17 ’ _ . °
ma 27—l 42—l =99 L —oltn—1 — on' — on—1 Jigty,
e Postaci tedy volit n = m—1, pricemz pripad neplnych bindrnich stromu
neni tfeba uvazovat, nebot se zajimame o stromy s maximalnim poctem
listt pii dané maximalni délce vétvi.

Oo—
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2. Polozme k = 2Nl > 0 a uvazujme libovol-
nou vétu z takovou, ze |z| > k. Oznaéime-li m
pocet vrcholi nejdelsi cesty v odpovidajicim
derivaénim stromu, pak 2Vl < 272 4 takova
cesta pak obsahuje alesponi |N| + 2 vrcholu
(IN] +2 < m). Z téchto |N| 4+ 2 vrcholu je
jeden terminal a nutné alespon dva jsou ozna-
Ceny stejnym nontermindlem, feknéme A. Viz
obrazek vpravo.

Retézce v,z nemohou byt prazdné, protoze aplikované pravidlo mélo tvar
A — BC. Nyni uvazujme derivaci fetézce z tvaru: S =* udy =1 wilry =+
uVWITY = 2

To pak ovSem znamend, ze v G existuje rovnéz derivace:
S =* udy =1 wAzy =1 wwvdzry =1 w?wz?y, protoze A =1 w, a tedy
derivace S =* uv'wz'y pro libovolné i > 0, coz je dokazované tvrzeni.
O

Lemma 4.2 Jazyk L = {a"b"c¢™ | n > 1} neni bezkontextovym jazykem.

Dtkaz: Dukaz provedeme aplikaci pumping teorému: Nelze zvolit Tetézce v a
x tak, aby jejich iteraci zustaval stejny pocet symbolli a,b,c a soucasné poradi
symbolu a, b, ¢ zustalo nezménéno.

O

Poznamka 4.7 Jazyk L = {a™b"c" | n > 1} je typickym kontextovym jazykem.

4.13.2 Uzavérové vlastnosti

Substituce jazykt

Definice 4.25 Necht L je tfida jazyku a necht L C ¥* je jazykem tiidy £. Déle

necht ¥ = {ay, ag, ..., an } pronéjaké n € N a necht jazyky oznacené L, , Loy, ..., L,
jsou rovnéz jazyky tiidy L. Rikdme, ze tiida L je uzavrena vzhledem k substituci,

jestliZe pro kazdy vybér jazyku L, Ly, , La,, .., La,, je také jazyk op, 1, L, (L)

aqrtags--san

ULal,LQZ,...,Lan(L) = {xlxg...xm | bibs...b,, € LAY € {1, 7’ITL} X € Lbl}
ve tridé L.

Piiklad 4.26 Necht L = {0"1" | n > 1}, Ly = {a}, L1 = {b™c™ | m > 1}.

Substituci jazykd Lo a L1 do L dostaneme jazyk

L' = {a"b™c™p™2 ™. 0" ™ | n > 1AV € {1,..,n} :m; > 1}

Morfismus jazyku

Definice 4.26 Necht ¥ a A jsou abecedy a L C %* je jazyk nad abecedou X..
Zobrazeni h : ¥* — A* nazveme morfismem nad slovy, plati-i Vw = aqas...a,, €
¥* ¢ h(w) = h(ar)h(az)...h(ay,). Morfismus jazyka h(L) pak definujeme jako
h(L) ={h(w) | w € L}.

Morfismus jazyku je zvldstni pripad substituce, kde kazdy substituovany jazyk
ma pravé jednu vétu.

DEF
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Uzavienost viadi substituci
Véta 4.20 Trida bezkontextovych jazyki je uzavrena vuci substituci.

Dukaz:

1. Ve shodé s definici substituce necht ¥ = {a1, as,...,a,} je abeceda bezkon-
textového jazyka L a L, pro a € X libovolné bezkontextové jazyky. Necht
G = (N,%,P,S) a Gy, = (N4, 24, Pa, Sa) pro a € X jsou gramatiky, pro
které L = L(G) a L, = L(G,) pro a € X.
2. Ptedpokladejme, e NN N, = 0 a N, N N, = 0 pro kazdé a,b € 3, a # b.
Sestrojme gramatiku G’ = (N', %/, P, S) takto:
(a) N'=NUU,es No-
(b) X' =U,ex Za-
(¢) Necht h je morfismus na N U X takovy, ze
i. h(A)=Apro Ae N a
ii. h(a) =S, proae X
anecht P' = {A — h(a) | (A — a) € PYU,cx Pa
3. Uvazujme libovolnou vétu a;, as,...a;,, € L a véty x; € Lg;, 1 < 7 < m.
Pak S = Sa,, Sa, i, = 7180y, Sa,, = oo = T1T2.-Tm & tedy L' C
L(G"). Podobné L(G') C L'.

O

Uzavienost £; vici riznym jazykovym operacim
Véta 4.21 Bezkontextové jazyky jsou uzavieny vzhledem k:
1. sjednoceni,
2. konkatenaci,
3. iteraci,
4. pozitivni iteraci,
5. morfismu.
Diikaz: Necht L, a L jsou bezkontextové jazyky.
1. Uzavienost vuci U plyne ze substituce L,, L, do jazyka {a, b}.
2. Uzavtenost vuéi - plyne ze substituce L, L; do jazyka {ab}.
3. Uzavfenost vici * plyne ze substituce L, do jazyka {a}*.
4. Uzavienost viiéi + plyne ze substituce L, do jazyka {a}*.

5. Necht h je dany morfismus a L, = {h(a)} pro a € ¥. Substituci jazyka L,
do jazyka L ziskdme jazyk h(L).

O

Véta 4.22 Bezkontextové jazyky jsou uzavieny vzhledem k priniku s regularnimi
jazyky.
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Diikaz: Snadno zkonstruujeme zasobnikovy automat pfijimajici prislusny prinik
— konstruujeme prinik na konecném rizeni, zasobnikové operace zustavaji.
O

Definice 4.27 Je-li h: ¥* — A* morfismus, pak definujeme inverzni morfismus
nad slovy z A* jako h™ (w) = {x € ¥* | h(z) = w} a inverzni morfismus jazyka
L nad A jako h™Y(L) = {x € * | h(x) € L}.

Véta 4.23 Bezkontextové jazyky jsou uzavieny vzhledem k inverznimu mor-
fismu.

Dikaz: Méjme libovolny morfismus h : £* — A*. Zavedme pomocnou abecedu
Y, jez ke kazdému a € X obsahuje @ takové, ze a ¢ 3. Uzavienost Lo vuci
inverznimu morfismu plyne z uzavienosti viuc¢i substituci, priniku s regularnim
jazykem a morfismu: h=(L) = hy(o(L) N LY), kde:

1. o je substituce takova, ze Ve € A : L. = i*ci*,

2. Ly = {aw |a € X Aw € A* A h(a) = w} je reguldrni jazyk a

3. hy : (BUA)* — ¥* je morfismus takovy, ze (1) Va € ¥ : hy(@) = a a (2)
Vee A hi(c) =e.

Neuzavienost Lo vici priniku a doplnku
Véta 4.24 Bezkontextové jazyky nejsou uzavieny vuci pruniku a dopliku.

Dukaz:

1. Neuzavienost vuci N:

Uvazujme jazyky L1 = {a™b™c" | n,m > 1} a Ly = {a™b"c" | m,n > 1},
které jsou oba bezkontextové. OvSem Ly N Ly = {a™b"c™ | n > 1}, coz neni
bezkontextovy jazyk (lze ukdzat napf. pomoci Pumping lemmatu).

2. Neuzavtenost vici dopliku: Predpokladejme, Ze bezk. jazyky jsou uzavieny
vici doplitku. Z De Morganovych zékont (a z uzavienosti vici sjednoceni)

pak ovsem plyne uzavienost vaéi priniku Li N Le = L1 N Ly = L1 U Lo, coz
je spor.

O

4.13.3 Rozhodnutelné a nerozhodnutelné problémy pro bez-
kontextové jazyky

Véta 4.25 Naésledujici problémy jsou rozhodnutelné, tj. jsou algoritmicky TeSi-
telné:

1. problém neprdzdnosti jazyka L(G) pro libovolnou bezkontextovou grama-
tiku G,

2. problém prislusnosti retézce w € ¥* do jazyka L(G) pro libovolnou bezkon-
textovou gramatiku G,
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3. problém konecnosti jazyka L(G) pro libovolnou bezkontextovou gramatiku

G.
Dukaz:

1. K rozhodovani neprazdnosti lze vyuzit algoritmus iterativné urcujici mno-
zinu Ny nonterminalii generujicich termindlni Fetézce uvedeny v prednasce

4. Pak L(G) # 0 & S € N,.

2. U problému prislusnosti retézce mtizeme napr. urcit prunik NZA s KA pri-
jimajicim pravé retézec w a pak ovérit neprazdnost.

3. Problém konecnosti mizeme rozhodovat na zakladé platnosti Pumping lemma
pro bezkontextové jazyky:

(a) Dle Pumping lemma pro bezkontextové jazyky existuje pro kazdy bez-
kontextovy jazyk L konstanta k € N takova, ze kazdou vétu w € L,
|lw| > k, miZeme rozepsat jako wvwzy, kde vz # £ a |owz| < k, a
Vi € N: wvlwa'y € L.

(b) Pro testovani koneénosti tedy postaci ovérit, ze zadny Tetézec ze ¥*
o délce mezi k a 2k — 1 nepatti do daného jazyka: Pokud takovy feté-
zec existuje, muze byt ,napumpovan“ a dostavame nekonec¢né mnoho
fetézcu patiicich do daného jazyka. Jestlize takovy retézec neexistuje,
k — 1 je horni limit délky Tetézct L. Pokud by existoval retézec délky
2k nebo vétsi pattici do L, mizeme v ném podle Pumping lemma najit
vwx a vypustit vx. Vzhledem k tomu, Ze 0 < |vz| < k, postupnym
opakovanim vypousténi bychom se dostali k nutné existenci retézce
z L o délce mezi k a 2k — 1.

(¢) K uréeni konstanty k postaci reprezentovat L pomoci bezkontextové
gramatiky v CNF s n nonterminély a zvolit k£ = 2" (viz dikaz Pumping
lemma).

Nerozhodnutelné problémy pro £,

Véta 4.26 Nasledujici problémy jsou nerozhodnutelné, tj. nejsou algoritmicky
resitelné:

1. problém ckvivalence jazyki bezkontextovych gramatik, tj. otdzka, zda L(G,) =
L(G2) pro dvé bezkontextové gramatiky G, Ga,

2. problém inkluze jazyki bezkontextovych gramatik, tj. otdzka, zda L(G;) C
L(G>2) pro dvé bezkontextové gramatiky G, Ga.

Dikaz: Vyuziva redukci z nerozhodnutelného Postova korespondenéniho pro-

blému — viz dale. Z nerozhodnutelnosti ekvivalence plyne nerozhodnutelnost in-
kluze (A=B < ACBABCA).

O

V nésledujicich kapitolach zminime i nékteré dalsi nerozhodnutelné problémy

pro Lo, mezi néz pati{ univerzalita (L(G) Z 3*), regularita apod.
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4.13.4 Uzavérové vlastnosti jazykt deterministickych bez-
kontextovych jazykua

Véta 4.27 Deterministické bezkontextové jazyky jsou uzavieny vuci pruniku s re-
gularnimi jazyky a doplnku.

Oo=—

Dukaz: (idea) Bod 1 dokézeme podobné jako v piipadé jazyki pfijimanych nede-
terministickymi zasobnikovymi automaty. U bodu 2 postupujeme podobné jako
u deterministického kone¢ného automatu — pouzijeme zaménu koncovych a nekon-
covych stavi, musime ale navic Fesit dva okruhy problému: (a) DZA nemusi vzdy
dod¢ist vstupni slovo az do konce (bud se dostane do konfigurace, z niZ nemuze
pokracovat, nebo cykli pres e-kroky) a (b) DZA slovo doc¢te do konce, ale pak
jesté provede posloupnost e-krokt jdoucich pies koncové i nekoncové stavy. Popis
reseni téchto problému je mozno nalézt v doporucené literature.

O

Véta 4.28 Deterministické bezkontextové jazyky nejsou uzavieny viuci pruniku
a sjednoceni.

Oo=—

Dukaz: U bodu 1 pouzijeme stejny postup jako u NZA (uvédomime si, ze {a™b™c™ |
n,m > 1} a {a™b"c™ | n,m > 1} lze ptijimat DZA). Bod 2 plyne z De Morgano-
vych zakonu.

O

Véta 4.29 Deterministické bezkontextové jazyky nejsou uzavieny vuci konkate-
naci a iteraci.

Oo—

Dikaz: (idea) Vyjdeme z toho, Ze zatimco jazyky L; = {a™b™c" | m,n > 1}
a Ly = {a™b™c™ | m,n > 1} jsou deterministické bezkontextové, jazyk L; U Lo
ne. (Intuitivné DZA nemtize odhadnout, zda mé kontrolovat prvni nebo druhou
rovnost, a tedy, zda na zdsobnik ukladat symboly a nebo b.)

1. Neuzavrenost viuci konkatenaci. Jazyk Ly = 0L; U Lo je zfejmé determinis-
ticky bezkontextovy. Jazyk 0* je také deterministicky bezkontextovy (do-
konce regularni), ovSem nenf tézké nahlédnout, Ze 0* L3 nen{ deterministicky
bezkontextovy. Sta¢i uvazit, ze 0a*b*c* je deterministicky bezkontextovy
(dokonce regulérni) jazyk a 0*Ls N 0a*b*c* = 0L; UOLy = 0(L1 U Lo).

2. Neuzavtenost vidi iteraci. Uvazime ({0} U L3)* N 0a™bte™ = 0(Ly U Lo).
O

4.13.5 Neékteré dalsi zajimavé vlastnosti bezkontextovych
jazykua

Definice 4.28 Bezkontextova gramatika G = (N, X, P, S) m4 vlastnost sebevlo-
Zeni, jestlize existuji A € N a u,v € £T takové, ze A =T uAv a A neni zbyteény D E F
nontermindl. Bezkontextovy jazyk mé vlastnost sebevlozeni, jestlize kazda gra-
matika, ktera jej generuje, ma vlastnost sebevlozeni.

v , . . . . , regularita
Véta 4.30 Bezkontextovy jazyk ma vlastnost sebevlozeni pravé tehdy, kdyz neni

reguldrni. :]
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Dutikaz: MuZeme vyuzit Greibachovu normdln{ formu (definice |4.15)).
O
Uvedena véta muze byt uzitecnad pri dokazovéani, ze urc¢ita gramatika negene-
ruje regularni jazyk. Zopakujme ale, ze problém, zda danad bezkontextova grama-
tika generuje regularni jazyk, neni algoritmicky rozhodnutelny.

Teorém Chomského a Schiitzenbergera. Tento teorém postihuje tizkou vazbu
bezkontextovych jazyka na zévorkovani.

Definice 4.29 Ozna¢me ZAV,, pro n > 0 jazyky sestavajici ze vSech vyvazenych
fetézcu zavorek n typu. Tyto jazyky — oznacované téz jako Dyckovy jazyky — jsou
generovany gramatikami s pravidly tvaru:

S— SIS |["S]"]8S]e

Véta 4.31 (Chomsky-Schiitzenberger) Kazdy bezkontextovy jazyk je morfismem
pruniku néjakého jazyka zavorek a néjaké reguldrni mnoziny. Jinymi slovy, pro
kazdy L € Lo existuji n > 0, regularni mnozina R a morfismus h takovy, ze
L=h(ZAV,NR)

Dtkaz: Viz doporucend literatura. O

Parikhav teorém. Tento teorém opét postihuje strukturu bezkontextovych ja-
zykll — zabyva se tim, co dostaneme, pokud ve vétach odhlédneme od potradi
jednotlivych symboli a zkoumdme pouze pocet jejich opakovani (tj. zahrneme
vlastné libovolné prehazeni znaki v Fetézci).

Definice 4.30 Mé&jme abecedu ¥ = {ay,...,ax}. Parikhova funkce je funkce 1) :
¥* — NF definovand pro w € ¥* jako (w) = (#a1(w), ..., #ax(w)), kde #a;(w)
udéava pocet vyskyta symbolu a; ve w.

Definice 4.31 PodmnoZinu mnoziny vektortt N¥ nazveme linedrni mnozinou, je-
li ddna bézi ug € N¥ a periodami wq, ..., Uy, € NF jako {ug + ajuy + ... + @, |
ai, ..., am € N}. Podmnozinu N* nazveme semilinedrni mnozinou, je-li sjednoce-
nim kone¢ného poctu linedrnich mnozin.

Véta 4.32 (Parikh) Pro libovolny bezkontextovy jazyk L, 1(L) je semilinedrni
mnozina.

Diikaz: Viz doporucend literatura. O

Ke kazdé semilinedrni mnoziné S muzeme najit requldrni mnoZinu R C X*
takovou, ze ¥(R) = S. Proto byva Parikhiv teorém nékdy formulovén takto: Ko-
mutativni obraz kazdého bezkontextového jazyka odpovida néjakému regularnimu
jazyku. Semilinedrni mnoziny se navic daji reprezentovat koneénymi automaty
pfimo jako mnoziny ¢iselnych vektortt v bindrnim kédovani (tzv. NDDs — number
decision diagrams).

DEF

DEF

DEF
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Ekvivalentnim specifika¢nim prostfedkem pro libovolny bezkontextovy jazyk
je nedeterministicky zasobnikovy automat. Existuji ekvivalentni varianty téchto
automatu, které se, mimo jiné, vyuzivaji jako modely riznych typu syntaktickych
analyzatoru. Trida jazyku prijimanych deterministickymi zésobnikovymi auto-
maty (tzv deterministické bezkontextové jazyky) je vlastni podtiidou t¥idy bez-
kontextovych jazyktu. K uzavérovym vlastnostem bezkontextovych jazykt nepatii
prunik a doplnék, neni rovnéz rozhodnutelny problém ekvivalence dvou bezkontex-
tovych gramatik. K rozhodnuti neprislusnosti formalniho jazyka do tridy bezkon-
textovych jazyki se pouziva pumpping lema, kterd rovnéz charakterizuje zakladni
atribut vét nekonecného bezkontextového jazyka.

4.14 Cviceni
Cviceni 4.14.1 Sestrojte zasobnikovy automat, ktery piijimé jazyk
L={a"b"|n<m<2n}

Cviceni 4.14.2 Pro gramatiky

(a)

S — aSh | €
(b)
S — AS|b
A — SAla
()
S — SS|A

A — 041|501

sestrojte zasobnikové automaty modelujici syntaktickou analyzu shora—doltd a
zdola—nahoru.

Cviceni 4.14.3 Naleznéte gramatiku, kterd generuje jazyk L(P), kde

P = ({QOu q1, qQ}a {CL, b}a {Z()vA}a 67 q0, Z07 {Q2})7

zobrazeni § m4 tvar:




Kapitola 5
Turingovy stroje

Cilem kapitoly je formélni vymezeni Turingova stroje, stanoveni pravidel a kon-
venci pro kompozitni vytvareni Turingovych stroju, pochopeni mechanismu defi-
nice jazyka prijimaného a rozhodovaného Turingovym strojem a dokézani ekviva-
lence tridy jazykt typu O s tfidou jazyku pfijimanych Turingovymi stroji. Cilem
této kapitoly je také analyza vlastnosti prislusnych jazyka a dtlezitd modifikace
Turingova stroje specifikujici kontextové jazyky.

5.1 Zakladni koncepce Turingovych stroju

5.1.1 Churchova teze

Churchova (Church-Turingova) teze: Turingovy stroje (a jim ekvivalentnd
systémy) definugi svou vypocetni silou to, co intuitivné povaZujeme za efektioné
vycislitelné.

Churchova teze neni teorém, nemuzeme forméalné dokazovat, ze néco odpovida
nasim intuitivnim predstavam, nicméné je podporena radou argumenti:

e Turingovy stroje jsou velmi robustni — uvidime, Ze jejich ruzné upravy ne-
mén{ jejich vypocetni sflu (determinismus x nedeterminismus, pocet péasek,

).

e Byla navrzena rada zcela odlisngch vipocetnich modeli (A-kalkul, parcidlné
rekurzivni funkce, Minského stroje, ...), jejichz sila odpovidd Turingovym
strojum.

e Neni znam Zddny vipocetni proces, ktery bychom oznacili za efektivné vy-
¢islitelny a ktery by nebylo mozné realizovat na Turingové strojiE]

5.1.2 Turingtv stroj

Turinguv stroj se sklada z konecné stavové ridici jednotky, jednosmérné neohra-
ni¢ené pasky a ¢teci/zapisovaci hlavy. V jednom kroku vypoc¢tu Turingiv stroj
nejprve precte symbol pod hlavou. Nésledné v zavislosti na ¢teném symbolu a
stavu Tidici jednotky muze Cteny symbol prepsat, zménit stav a posunout hlavu
o jedno pole doprava nebo doleva. To vse podle konecné série pravidel — pre-
chodové relace, ktera je soucasti ridici jednotky. Vypocet je pak navazujici sérii
vypocetnich krokt vychazejici z poc¢atecni konfigurace stroje, t.j. stavu ridici jed-
notky, obsahu pasky a pozice hlavy.

1Existuji formalizované vypocetni procesy realizovatelné napt. na TS s ordkulem (napo-
védou), rozhodujicim atomicky néjaky Turingovsky nerozhodnutelny problém (napf. problém
zastaven{), které ale nepovazujeme za efektivni vypoéetni procesy.

102

15:00

Oo—




KAPITOLA 5. TURINGOVY STROJE 103

péska:|x|y|z|A| \
’ Cteci/zapisova hlava

stavoveé fizeni

Definice 5.1.1 Turinguv stroj (TS) je sestice tvaru M = (Q, %, T, 6, qo, qr), kde:
e Q) je konecnd mnozina vnitrnich (Tidicich) stavi,
e X je konecnd mnoZina symboli nazgvand vstupni abeceda, A & 3,

e [' je konecnd mnozina symbolu, X C T', A € T, nazjvand pdskovd abeceda,

parcidlng funkce 6 : (Q\ {qr}) xT — Q x (T U{L,R}), kde L,R ¢ T, je
prechodovd funkce,

® gy je pocdtecni stav, qo € Q a

e gr je koncovy stav, qr € Q.

5.1.3 Konfigurace Turingova stroje

Symbol A znadi tzv. blank (prazdny symbol), ktery se vyskytuje na mistech pasky,
kterd nebyla jesté pouzita (mize ale byt na pasku zapsén i pozdéji).

Konfigurace pasky je dvojice sestavajici z nekone¢ného retézce reprezentujiciho
obsah pasky a pozice hlavy na tomto Fetézci — presnéji jde o prvek mnoziny {yA¥ |
v eT*}x NE| Konfiguraci pdsky zapisujeme jako AzxyzzAxAA... (podtrZeni znadi
pozici hlavy).

Konfigurace stroje je pak déna stavem rizeni a konfiguraci pasky — formélné
se jednd o prvek mnoziny @ x {yA¥ |y eI} x N.

5.1.4 Prechodova relace TS

Pro libovolny fetézec v € I'¥ a ¢islo n € N oznacme 7, n-ty symbol daného retézce
a oznacme sy (7y) Tetézec, ktery vznikne z v zdménou ~,, za b.
Krok vypoctu TS M definujeme jako nejmensi binarni relaci 1\|_4 takovou, ze

Vg1,q0 EQVyeT“ Vne NVbeTl:

e (q1,7,n) 1\|—4 (q2,7,n + 1) pro d(q1,vn) = (g2, R) — operace posuvu doprava
pri v, pod hlavou,

e (q1,7,m) e (q2,7,n — 1) pro 0(q1,7m) = (g2, L) a n > 0 — operace posuvu

doleva pri 7, pod hlavou a

o (a1,7,m) I (a2, 55(7),m) pro 6(q1,7n) = (g2,b) — operace zdpisu b pii v,
pod hlavou.

2Pro libovolnou abecedu ¥ je 3¢ mnozina vech nekoneéngch Fetézci nad 3, tj. nekoneénych
posloupnosti symboli ze ¥. Pro pfipomenuti: ¥* je mnozina vSech koneéngch tetézci nad X.

DEF

DEF
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5.1.5 Vypocet TS

Vigpocet TS M zacinajici z konfigurace Ky je posloupnost konfiguraci Ky, K1, Ko,
..., ve které K; Al} K1 pro vSechna ¢ > 0 takova, ze K, je v dané posloupnosti,

a ktera je bud
e nekonecnd, a nebo

e konecnd s koncovou konfiguraci (g, v, n), pfi¢emz rozliSujeme nésledujici typy
zastaveni TS:

1. normdlni — prechodem do koncového stavu, tj. ¢ = qp, a
2. abnormdlni:

(a) pro (g,7n) neni ¢ definovana, nebo
(b) hlava je na nejlevéjsi pozici pasky a dojde k posunu doleva,
tj. 6(q,vn) = (¢’, L) pro néjaké ¢’ € Q.

5.1.6 Poznamka — alternativni definice TS

Pouzivaji se i nékteré alternativni definice TS, u kterych se da snadno ukazat
vzdjemnd prevoditelnost:

e namisto jediného gr je povolena mnozina koncovych stavii,
e namisto gr je zavedena dvojice @uccept @ Grejects

e na prvnim policku pasky je ,napevno“ zapsan symbol konce pasky, z néhoz
neni mozny posun doleva,

e pri zavedeni obou predchozich bodu je & obvykle definovana jako totalni
funkce,

e prepis a posuv hlavy jsou spojeny do jedné operace

e apod.

5.1.7 Graficka reprezentace TS

Graficka reprezentace prechodu (x — co se Cte, s — zépis/L/R):

- ©

Priklad 5.1.1 TS, ktery posouwvd hlavu doprava na prvni A pocinaje aktudlni
pozici (napr. AaabA... — AaabA...):

Grafické reprezentace pocdtecniho a koncového stavu:

a/R
()
OO’
)

b/R

DEF

Xty
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5.1.8 Modularni konstrukce TS

Podobné jako program je mozné vytvorit kompozici jednodussich podprogramii,
procedur a funkci, tak i Turingtv stroj lze konstruovat moduléarné spojovdanim

vvvvv

Priklad 5.1.2 Uvazme tri ndsledujici komponenty:

o M presune hlavu o jeden symbol doprava:

Moo

(R) R

e M nalezne proni viskyt symbolu x vpravo (od aktudlni pozice hlavy):

AR
x/R
M,: | YR m X/ @
R) —
y/R
o Mjs nalezne pruni vyskyt symbolu y vpravo:
AR
x/R
IR
My —( p J— q vy @
®y) AR
x/R

Nasledujici kombinaci My, Ms a Ms vznikne TS M, ktery nalezne druhy
vyskyt (neblankového) symbolu od pocateéni pozice. V pravé ¢asti obrézku je
M zapsan v podobé tzv. kompozitniho diagramu — konstrukce takovych diagramu
je podrobnéji diskutovana nize.

AR

x/R

5.1.9 Kompozitni diagram TS

Pri konstrukci TS pomoci kompozitnich diagrami predpokladame, ze vsechny
komponenty maji stejnou vstupni abecedu ¥ i paskovou abecedu I'.

Prvni konstrukei, kterou pri kompozitni konstrukci pouzivame, je bezpodmi-
necné predani rizeni z koncového stavu jedné komponenty do pocatecniho stavu
druhé komponenty. Graficky znac¢ime tuto konstrukci jednoduchou sipkou mezi
prislusnymi komponentami. Napriklad pro TS A a B konstrukce A — B znamena

Xty
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predéani rizeni z koncového stavu ql‘é stroje A do po¢ate¢niho stavu ¢ stroje B.
Formélné to znamend, ze ve vysledném TS, ktery zahrnuje vSechny stavy a pre-
chody obou komponent, stav ql‘? ztraci status koncového stavu, gf ztréci status
pocateéniho stavu a jsou doplnény prechody tak, ze Vo € T'. §(¢p,x) = (¢f, 2).
S ohledem na determinismus pfitom plati, Ze z jedné komponenty muze byt fizeni
bezpodmineéné predano nanejvyse jedné komponenteé.

Sekvenci strojii A—B— C ¢asto zkracujeme na ABC. Povolujeme pfitom,
aby prichozi Sipky oznacujici predani fizeni sméfovaly ke kterémukoliv ze stroju
v dané sekvenci. Rizeni se pak predava tomu stroji v dané sekvenci, ke kterému
Sipka sméfuje (bude-li pfichoz{ Sipka sméfovat u naseho ptikladu k A, predéva
se Tizeni sekvenci ABC'; bude-li ovSsem ptichozi Sipka smérovat k B, predava se
fizen{ sekvenci BC). Na druhou stranu sipka znézornujici odchozi predani fizeni
mus{ byt spojena s posledni komponentou v sekvenci (tj. v nasem piipadé s C).

Dalsi konstrukei casto pouzivanou pri kompozitni konstrukci TS je podminéné
preddni Tizeni, umoznujici na trovni kompozitniho diagramu dosdhnout vétvent
vypoctu, jak jsme vidéli jiz v prikladu na konci pfedchozi podsekce. Graficky je
podminéné predani fizeni znaceno Sipkou mezi komponentami podobné jako u ne-
podminéného predani fizeni — prislusna Sipka je ovSem spojena se seznamem Car-
kou oddélenych symbolil z paskové abecedy I'. Rizeni se pak predavé v piipadé, ze
se pod cteci hlavou vyskytuje néktery z téchto symboli. Kombinovat podminéné
a nepodminéné predani fizeni neni u deterministickych TS mozné. Jedna kom-
ponenta muze ale mit vice odchozich podminénych predani fizeni, ovSem pouze
tehdy, jsou-li mnoziny symboli vyskytujicich se v seznamech s nimi spojenych dis-
junktni. Mnoziny symboli, které se vyskytuji na odchozich sipkidch podminéného
predéani rizeni pritom nemusi pokryvat celou abecedu I'. Vyskytne-li se pak pod
¢teci hlavou symbol, pro ktery neni predani rizeni explicitné stanoveno, vysledny
TS automaticky prejde do koncového stavu, tj. prijme (!).

Formaélnéji muzeme vyse uvedenou konstrukeci popsat takto. Predpokladejme,
7e 7z komponenty A mame m > 1 odchozich Sipek predavajicich podminéné fi-
zeni strojum Bi, ..., By, s mnozinami stavia @1, ..., @, které jsou disjunktni
navzdjem a disjunktni s mnozinou stavu stroje A. Kazdy z téchto prechodu je
oznacen seznamem symboli z},...,z}, € T', n; > 1,1 < i < m. Vysledny TS
zahrne vSechny stavy a prechody puvodnich stroju a navic novy koncovy stav qp.
Poédtecni a koncové stavy ¢ a ¢k strojit BY, 1 < i < m, a koncovy stav qé stroje
A ztraceji svij puvodni status. Navic jsou pridany nasledujici prechody:

e Pro véechna 1 < i <m,1 < j<n;,y € TU{L,R} q € Q;, jeli v B;

. i 23/Y . L A T5/Y
prechod ¢j — ¢, pak doddme v kompozici pfechod ¢ — g¢.

o Pro kazdé x € T\ {z], ...z}, ., o], ..., 2y } doddme piechod g L2k qr.

e Pro viechna 1 <i <m a z € I' doddme piechod ¢k =z qF.

Pfi podminéném predani fizeni je mozné uzit také vétve pokryvajici vSechny
ostatni symboly, jez nejsou pokryty béznym podminénym predanim rizeni. K tomu
ucelu pouzijeme sipku ktera obsahuje seznam vsech symboli, pres které se podmi-
néné predava rizeni z dané komponenty, uvozeny symbolem negace —. Jednoduchy
ptiklad této konstrukce je uveden nize:
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X

M
—»Ml
=X M3

Pokud bychom chtéli dodat takové predani rizeni ke kompozici strojua A, By, ...,

By, uvazované vyse, byla by piislusnd Sipka oznacena -1, ...,z ..., 2", ..., x)"

Predéni rizeni pres takovou Sipku je ekvilentni predani fizeni ptes Sipku oznacenou
) 1 1 m m

seznamem obsahujicim symboly I' \ {zy, ..., 2, ,...,zT", ..., 2 }.

Pro zjednodusSeni konstrukce stroji, ve kterych se stejnym zptisobem zpraco-
vava nékolik ruznych symbolt, se pouziva tzv. parametrovd konvence. Jedné se

o podminéné predani fizeni zapsané jako WSERIRS) } ® , kdex,..,z, €T,

n > 2, w ¢ I'U{L,R}. Pfi predédni fizeni timto zpusobem nabyvd w hodnoty
toho symbolu z mnoziny x1, ..., ,, ktery je aktualné pod ¢teci hlavou. Paramet-
rova konvence je vlastné jakousi analogii pouziti maker, jak ilustruje nize uvedeny
priklad.

w

Priklad 5.1.3 Turingiv stroj _"\lﬂl X,y } ) MZJ je ekvivalentni Tu-
X

ringovu stroji: — Mli Mj

y

M,
y

5.1.10 Zakladni stavebni bloky TS
Uvazujme I' = {x, y, A}, mezi zdkladni stavebni bloky TS obvykle pati{ ndsledujici
stroje (Ize je snadno upravit pro libovolnou jinou T'):

1. Stroje L, R, x:

X/X
x/L X/R
Yy
—OE0) -0 U0
Iy MR AIX
L

na aktudlni pozici

doleva doprava T
2apis

Priklad 5.1.4 Stroj —R—y — L neboli — RyL
transformuje pdsku AxyryzAA... na AzyryryA...

2. Stroje L, Ry, L, a R—;:
X

y
L:alg R:aRﬂy L'—»It—-| R'—-Rr—|

X A X ﬂA X" —X*

DEF

Xty
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3. Stroje Sg a S, pro posuv (shift) obsahu pdsky: Stroj Sg posune Fetézec ne-
blankovych symboli nachézejicich se vlevo od aktualni pozice hlavy o jeden
symbol doprava. Stroj Sp funguje podobné.

/

Sp ALY 1O XY 1o o]
A

5 |

R RAR 0

Piiklad 5.1.5 Cinnost strojii Sg a Sy, si mizeme priblizit na ndsledujicich
prikladech:

o AzyyrzAA... — AAzyyxAA..

o AyzyAAxzyA... — AAyryArzyA...
o zyAyrAA... — xyAATAA...

o AyyrzAA... 25 AyreAAA..

5.1.11 Priklady TS
Priklad 5.1.6 Kopirovaci stroj — transformuje AwA na AwAwA:

!

—R,RALL,—+R—Y ]} & ARARAwRALALAwJ

Priklad 5.1.7 Generovani Fetézcu:

o Nasledujici stroj generuje postupné vsechny retézce nad {x,y,z} v uspord-
dini e, x,y, z,Tx, YT, 22, TY, YY, 2Y, T2, Y2, 2%, TTL, YTT, ....

e Predpokladdame, Ze stroj zacing s konfiguraci pasky AwA..., kde w je Tetézec
uvedené posloupnosti, od kterého generovdni zapocne.

A X
- X y La
y Z
z
X

Priklad 5.1.8 Stroj dekrementujici kladné ¢islo zapsané ve dvojkové soustave:

0

s

oL,R—O g oL

S
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5.2 Turingovy stroje jako akceptory jazyku

5.2.1 Jazyk prijimany TS

Turingtiv stroj norméalné (prechodem do stavu gg) zastavi jen pro nékterd slova
mnoziny X* zapsana na pasce v pocatecni konfiguraci. Kazdy stroj tedy jedno-
znacné vymezuje mnozinu slov ze X*, se kterymi na pasce v pocatecni konfiguraci
normalné zastavi — jde o jazyk prijimany Turingovym strojem.

Vypocetni problémy je mozno nahlizet jako jazyky. Ttida jazykt, pro které
existuje Turinguv stroj, ktery je prijima, vlastné reprezentuje tfidu vSech vypoci-
tatelnych problémi.

Definice 5.2.1

1. Retézec w € ¥* je piijat TS M = (Q,%,T,0,q0,qr), jestlize M pri ak-
tivaci z pocdatecni konfigurace pasky AwA... a pocdtecniho stavu qo zastavi
*
prechodem do koncového stavu qp, tj. (go, AwA%,0) ]tl (qr,7y,n) pro néjaké
vyeI* aneN.
2. Mnozinu L(M) = {w | w je prijat TS M} C ¥* nazjvdme jazyk prijimany
TS M.

Piiklad 5.2.1 Pro niZe uwvedenyg TS M plati L(M) = {z"y"z" | n > 0}:

—f#t—wR—X g .52 ,g B .|

y.z "y y

Az Az| Ax, AXx|

)
n—1,n_n n—1,n—1_n

Stroj pracuje takto: x"y"z" — "t y"2" — "y T 2" — el

Stroj akceptujici stejny jazyk, jehoZ prechodovd relace je definovana tabulkou:

M= (szvraév(JanF)
Q =1{q:q,92,93,qr}
Y ={zy,z}

= {z4y,z2 x,A}

1) A T y z X
Q| 1, R

@G| qFr | g2, X q, R
qo g3, X q2, R
q3 qa, ¥ | g3, R
@ulla, R g, L|q,L|qg Ll |qL

Stroj si postupné skrtd (symbolem x ) po jednom od kazdého ze symboli x,y, z. Ve
stavu q1 hledd x, poté ve stavu g2 y, a ndsledné ve stavu qs z. Ve stavu q4 se vract
na zacatek slova, kde zacne vyskrtdval dalsi trojici. Akceptuje, jen pokud je slovo
prdzdné nebo pokud se mu podarilo jej po trojicich symbolu celé proskrtat.

DEF

Xty
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5.3 Modifikace TS

Prozkouméame nékolik zptsobii rozsireni moznosti Turingova stroje. Protoze je
ale ptivodni TS velmi robustni, ani zdanlivé obecnéjsi modifikace nas nedovedou
k mechanismum s vétsi vypocetni silou — trida jazyku akceptovanych nasledujicimi
modifikovanymi Turingovymi stroji zistane stejna.

5.3.1 Prijimani zvlastnich konfiguraci pasky

Nékdy muze byt vhodné, aby Turingiv Stroj oznamil korektni ukonceni vypoctu
jinak, a to napr. zapsanim informace o vysledku vypoc¢tu na pasku.

Miuizeme prijeti retézce TS definovat tak, ze TS zac¢ina s konfiguraci pasky
AwA... a zastavi s konfiguraci pasky AYA..., Y e '\ &, (Y znac? Yes).

Véta 5.3.1 Mame-li TS M, ktery pfijima L(M) pfechodem do ¢r, mizeme vzdy

sestrojit stroj M", ktery bude prijimat L(M) zastavenim s konfigurac{ pasky
AYA...

Diikaz. (Idea)

#
M”: — R,SgR*L,L#R M’ R, Ale

e M" zaliné s paskou #Aw * A....

e )M’ sestrojime doplnénim M s mnozinou stavii () o prechody, které fesi
najezd na * a #:

1. Vg€ Q:(q,#) = (q, L) — ,zajisténi pfepadnuti“ (abnormélniho ukon-
¢eni), ke kterému by pivodné doslo.

2. Pri ¢teni symbolu * je tfeba (potencidlné) zvétsit pracovni prostor —
aktivujeme podstroj AR x L.

O
Snadno Ize prejit i opacne od prijimani konfiguraci pasky AY A... k prijimani
pres qp.

Poznamka 5.3.1

o Uvédomme si, Ze na TS lze také nahliZet jako na vypocetni mechanismy
implementujici funkce X* — T'* tim, Ze transformuji pocatecni neblankovy
prefix své pasky na jing neblankovy prefix pri prechodu do koncového stavu.

o Vzhledem k tomu, zZe TS nemusi kazdy svij vstup prijmout, jsou funkce jimsi
implementované obecné parcialni.

e Blize se budeme vycislovanim funkci TS zabyvat ddle.
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5.3.2 Vicepaskové Turingovy stroje

Primocarou cestou k zesileni Turingova stroje je zapojeni ne jedné, ale nékolika
pasek. Vicepaskovy TS disponuje £ jednosmérné nekoneénymi paskami, z nichz
kazd4 je vybavena vlastni ¢teci/zapisovaci hlavou a je pfipojena ke spolecné ko-
necné stavové jednotce. V jednom kroku stroj nejdrive na kazdé pésce zvlast
precte symbol, posune hlavu nebo prepise symbol a poté v zavislosti na ¢tenych
symbolech zméni stav Fidici jednotky.

Formélnéji — uvazujme TS, ktery ma k pdsek s paskovymi abecedami I'1, Ty, ...,
Ty a k odpovidajicich hlav s prechodovou funkei tvaru

§:(Q\{gr}) xTy x Ty x .. xTy — Qx| {i} x (T: U{L, R}),
i€{l,....k}

kde ¢ znad¢{ pasku, na kterou se zapisuje (na které se posouva hlava).

Priklad 5.3.1 Sestrojime dvoupdskovy stroj, ktery bude akceptovat jiz zndmgy
jazyk xy"z2"™. Vihoda druhé pdsky se zde projevi efektivitou stroje. Budeme pred-
pokladat, Ze v pocatecni konfiguraci maji pdsky tvary:

— proni pdska: AwAA ...

— druhd pdska: AA .. ..

Stroj bude vypadat takto:

M = {Q,E7F17F275, Q(),QF} kde:
Q = {QO7QI7Q27(]37QF}

DEF

Xty

={ry 2}
1_\1 = {x7y7Z7A}
Ty — {X, YA}
’(SH A A ‘ x, A ‘ r, X ‘ y, A ‘ y, X ‘ y,Y ‘ z, A ‘ z,Y
qo Ch,R»R
q1 qFr q17m7X ql7R7R Q27yaL
q2 q2;va q27RaL Q3723R
qs3 qFr Q3aR7R

Stroj slovo na pruni (vstupni) pdsce precte jen jednou zleva doprava. Pritom na
druhé pasce kontroluje jeho tvar takto: Nejdrive zdapisem symbolu X na druhou
pasku zaznamendvd na vstupu prectend x. Poté za kazZdé y prectené na vstupu
prepise jeden symbol X na druhé pdsce symbolem Y (skonci na zacdtku druhé
pdsky). Nakonec za kazdé prectené z na vstupu posune hlavu druhé pdsky doprava.
Slovo akceptuje, pokud hlavu druhé pdsky takto posune presné za vSechna Y .

Vicepaskové stroje lze rovnéz popisovat pomoci komponentnich diagramai. Pri
podminéném predani fizeni pak pouzivame u prislusnych symboli horni indexy
k oznaceni toho, ze které pasky jsou cteny. Je mozné i podminéné predani rizeni
na zakladé urcéitych kombinaci symbolu ¢tenych z raznych pasek. Chceme-li napr.
uskutecnit podminéné predani fizeni, je-li pod ¢teci hlavou na prvni pasce symbol
x a na druhé pasce symbol y, pouzijeme zapis ! A %2, nebo jednoduse z'y?2.
Sipka oznac¢end z'y?, u'v? pak znamena piedani fizeni, je-li pod ¢teci hlavou na
prvni pasce symbol x a na druhé pasce symbol y, nebo je-li pod ¢teci hlavou
na prvni pasce symbol u a na druhé pasce symbol v. Chceme-li pri konstrukei
vicepaskovych stroju uzit zakladni stavebni komponenty navrzené puvodné pro
jednopéaskové stroje (napf. stroje R, L apod.), pak oznaceni téchto stroju spojime
s hornim indexem urcujicim, se kterou paskou mé prislusny stroj pracovat.
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Priklad 5.3.2 1S akceptujici stejny jazyk jako v prechozim priklade, zapsany
diagramem:

Priklad 5.3.3 Navrhnéte vicepdskovy TS pro prevod bindrniho zdpisu cisla na
undrni.

Véta 5.3.2 Pro kazdy k-paskovy TS M existuje jednopéskovy TS M’ takovy, ze
L(M) = L(M).

Dikaz. (idea)

Iy [xIx] | x |
t 1A
Y1y

X
| |v|y|¥| | Ay B

I
Novy paskovy symbol

Dikaz provedeme tak, Ze ukdZeme algoritmus prevodu na ekvivalentni jedno-
pdskovy TS:

e Predpokladame, ze prijimany retézec je u k-pdskového stroje na pocatku
zapsan na prvni pasce, vSsechny ostatni pasky jsou prazdné a vsechny hlavy
jsou na nejlevéjsi pozici.

e Ptvodnich k pasek simulujeme rozsirenim pdskové abecedy o 2k-tice, v nichz
vzdy i-t4 slozka pro liché i reprezentuje obsah (“£1)-ni pasky a na pozici

2
i+ 1 je A nebo 1 podle toho, zda se na ni nachazi prislusné hlava ¢i nikoliv.

e Pocet nacitanych kombinaci symbolu v pivodnim automatu je konecny a
tudiz si vyse uvedené rozsireni muzeme skute¢né dovolit.

e Pii simulaci k-paskového TS pak nejprve prevedeme puvodni obsah prvni
pasky na ekvivalentni obsah zakdédovany v 2k-ticich a pak kazdy krok simu-
lujeme nékolika kroky.
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e Pii simulaci vyuzivime stavy ve formé (k + 1)-tic, kde prvnf slozka je stav
puvodniho TS a ostatni slozky jsou aktualné ¢tené symboly.

e Pri rozhodovdni o dalsim kroku pak bereme na zretel predevsim tento stav,
aktudlni nacitany symbol neni dulezity a vzdy se pii ¢teni premistime na
specialni pozici nalevo od uzitecného obsahu pasky.

e Po rozhodnuti o dalsim kroku .,najedeme® doprava na pozici, na které je
simulované hlava pasky, kterd se ma modifikovat, provedeme piislusnou
zménu a vratime se zpét doleva.

e Za novy aktudlni stav povazujeme (k + 1)-tici danou novym stavem simulo-
vaného TS a k-tici prevzatou z ptvodniho stavu nového TS modifikovanou
na misté modifikované pasky.

e Navic je nutné korektné simulovat ,prepadnuti® hlavy na kterékoliv pdsce
a prevod dosud mevyuZitych mist pdsky s A na odpovidajici 2k-tici blank
symbolu.

e Pii raddné formalizaci popsaného algoritmu pak neni tézké ukazat, ze vy-
sledny TS skutecné simuluje puvodni TS.

O
Zaver:

Zvétseni pamétovych moZnosti TS nerozsifuje jejich schopnosti
prijimat jazyky!

Priklad 5.3.4 VyuZijte moznosti vicepiskového stroje k ndvrhu TS akceptujiciho
jazyk x"y" ™.

5.3.3 Nedeterministické Turingovy stroje

Definovany deterministicky Turinguv stroj se o pristim kroku rozhodoval vzdy
jednoznacné na zékladé ¢teného symbolu a stavu. Nedeterministicky TS si na-
proti tomu v dané konfiguraci vybird z kone¢ného poctu moznosti. Pro jednu
vstupni konfiguraci tedy existuje vice moznych vypoctu a slovo je nedeterminis-
ticky strojem akceptovano, pravé kdyz alespon jeden z moznych vypoc¢ti na ném
je akceptujiciﬂ

Definice 5.3.1 Nedeterministicky TS je Sestice M = (Q, %, T, 6, qo, qr), kde vy-
znam jednotlivijich slozek je shodny s deterministickym TS az na §, jeZ md tvar:

§5:(Q\ {gr}) x I —> 2Qx(TU{L.R})

Definice 5.3.2 Jazyk L(M) NTS M = (Q,%,T,0,q0,9r) je mnoZina tetézci
w € X* takovych, Ze M pri aktivaci z qo pri pocdtecnim obsahu pdsky AwA...
muze zastavit prechodem do qp.

3 Jakoby stroj ,hadal“, ktery z moznych krokt (jestli néjaky) vede do koncového stavu.

Oo—

DEF
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Priklad 5.3.5 Sestrojime dvoupdskovy nedeterministicky stroj, ktery bude ak-
ceptovat jazyk L = {ww®| kde w € {z,y}*}. Nedeterminismus zde vyuZijeme k
suhddnuti® poloviny vstupniho slova. To znamend, Ze stroj mejprve cte slovo na
pruni pdsce a prectené symboly zapisuje na druhou pdsku. V wurcitém okamziku
stroj nedeterministicky prejde do stavu, kdy zacne porovndvat obsah druhé pdsky
s dosud neprectenym vstupem na prong pdsce (na druhé pdsce se pohybuje zprava
doleva). Budeme predpoklddat, Ze v pocdtecni konfiguraci maji pdsky tvary:

— prond pdska: AwAA ...

— druhd pdska: AA ...

Jelikoz stroj je nedeterministicky, jeho prechodovd funkce & vraci mnoZinu stavi.
To znamend, Ze v jednotlivych polickdach tabulky pro prechodovou funkci muze bijt
vic nez jedna polozka. Stroj bude vypadat takto:

M = {Q7Z7F17F2767 qO,qF} kde
Q={q,90,90,9r}

Y= {zy}
1—‘1 = {l',y,A}
Iy ={z,y,A}

S AA] A ] vz [y A ] gy [zy | ys | Aa | Ay |
q0 thaR

QIaRvR qlaRvR
QQ,R,.’II e qQaRvy
q2 ar quxaA q23R7L quyaA QQaR»L q0,2,Y|q0,Y, T q07A7x qO7A»y

q1 QO7R7R qi,T,T

Pro popis NTS je opét mozno uzit kompozitnich diagrami. Jejich pouziti
je podobné jako v pripadé DTS, odpadaji zde ale nékterd omezeni vyskytujici
se u DTS. U NTS je mozné podminéné predani rizeni pres stejny symbol vice
strojum, Sipky dopliikového podminéného predani fizeni (s vyuzitim symbolu —)
nemusi byt oznaceny seznamem symbolu vytvarejicim presny doplnék mnoziny
symbolu vyskytujicich se v ostatnich podminénych predanich fizeni a je mozné
i kombinace podminéného a nepodminéného predani tizeni. Je-li kombinovano
podminéné a nepodminéné predani rizeni, nedoplnuji se implicitni prechody do
nového koncového stavu pres symboly nepokryté podminénym piedanim rizeni.

Priklad 5.3.6 Navrhnéte vicepdskovy nedeterministicky TS akceptujici jazyk
{a?| kde p neni prvocislo}.

Véta 5.3.3 Pro kazdy NTS M existuje DTS M’ takovy, ze L(M) = L(M’).

Diikaz. (idea)

e NTS M budeme simulovat tripiskovym DTS. Vyznam jednotlivych péasek
tohoto stroje je nasledujici:

— Pdska 1 obsahuje prijimany vstupni fetézec.

— Pdska 2 je pracovni paska. Obsahuje kopii pasky 1 ohrani¢enou vhod-
nymi specidlnimi znackami. Po netdspésném pokusu o prijeti je jeji ob-
sah smazén a obnoven z prvni pasky.

Oo=—
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— Pdska 8 obsahuje kddovanou volbu posloupnosti prechodii; pfi netspé-
chu bude jeji obsah nahrazen jinou posloupnosti.

e Zvolenad posloupnost prechodu je kédovana posloupnosti ¢isel prirazenych
prechodtim simulovaného stoje.

e Jednotlivé posloupnosti prechodu na pdsce 3 je mozno generovat modifiko-
vanym TS pro generovani posloupnosti fetézcu ¢, z,y, z, zx, ....

e Vlastni simulace probihd takto:

1. Okopiruj obsah pasky 1 na pasku 2.

2. Generuj pristi posloupnost prechodu na pasce 3.

3. Simuluj provedeni posloupnosti z pasky 3 na obsahu pasky 2.
4

. Vede-li zkoumana posloupnost do gp simulovaného stroje, zastav —
vstupni Tetézec je prijat. V opacném pripadé smaz pasku 2 a vraf se
k bodu 1.

e Neni obtizné nahlédnout, Ze jazyk prijimany takto vytvorenym strojem od-
povida jazyku prijimanym puvodnim NTS.

Zaver:

Zavedenim nedeterminismu do TS se nezvySuji jejich schopnosti
prijimat jazyky!

5.4 Jazyky rekurzivné vycislitelné a jazyky re-
kurzivni

Zavedeme Kklasifikaci jazyka (problému) vzhledem k jejich akceptovatelnosti Tu-
ringovymi stroji (Fesitelnosti). Dojdeme k zékladnim t¥em tiidam jazyki, které
reprezentuji problémy resitelné, problémy resitelné jen ¢astecné a problémy algo-
ritmicky nefesitelné.

5.4.1 Rekurzivni vycislitelnost a rekurzivnost

Turingtiv stroj se nazyva uplny (total), pravé kdyz pro kazdy vstup zastavi.

Definice 5.4.1 Jazyk L C ¥* se nazjvd
e rekurzivné vycislitelny, jestlize L = L(M) pro néjaky TS M,
e rekurzivni, jestlize L = L(M) pro néjaky tplny TS M.

Je-li M tplny Turinguv stroj, pak fikdme, ze M rozhoduje jazyk L(M).

Ke kazdému rekurzivnimu jazyku existuje TS, ktery ho rozhoduje, tj. zastavi
pro kazdé vstupni slovo — tento TS lze samoziejmé upravit tak, aby pro kazdy
fetézec z daného jazyka zastavil s paskou AY AA..., a jinak zastavil s pédskou
ANAA....

TS prijimajici rekurzivné vycislitelny jazyk L zastavi pro kazdé w € L, ovSem
pro w ¢ L muze zastavit, ale také mize donekonecna cyklit.

DEF
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5.4.2 Rozhodovaci problémy

Rozhodovact problém (decision problem) P muze byt chapéan jako funkce fp s obo-
rem hodnot {true, false}lﬂ
Rozhodovaci problém je obvykle specifikovan:

e definicnim oborem Ap reprezentujicim mnozinu moznych instanci problému
(moznych vstupu) a

e podmnoZinou Bp C Ap, Bp = {p | fp(p) = true} instanci, pro které je
hodnota fp rovna true.

V teorii formélnich jazyka pouZivdme ke kdédovdni jednotlivych instanci pro-
blémal Tetezce nad vhodnou abecedou Y. Pak je rozhodovaci problém P prirozené
specifikovan jazykem L, = {w € ¥* | w = code(p),p € Bp}, kde code : Ap — ¥*
je injektivni funkce, kterd prifazuje instancim problému prislusny fetézec (neza-
visle na fp).

Priklad 5.4.1 Priklady rozhodovacich problémai:

e P, — orientovany graf je silné souvisly.

o Py — dve bezkontextové gramatiky jsou ekvivalentny.

e P3 —n je prvocislo.

Poznamka: Déale budeme o rozhodovacich problémech hovorit jednoduse jako
o problémech.
5.4.3 Rozhodovani problémua TS

Definice 5.4.2 Necht P je problém specifikovany jazykem Lp nad X. Problém P
nazveme:

e rozhodnutelny, pokud Lp je rekurzivni jazyk, tj. existuje TS, ktery Lp roz-
hoduje (prijme kazZdy Tetézec w € Lp a zamitne kazdy retézec w € ¥*\ Lp),

e nerozhodnutelny, kdyZ neni rozhodnutelny, a

e castecné rozhodnutelny, jestlize Lp je rekurzivne vycislitelny jazyk, tj. exis-
tuje TS, ktery prigme kaZdy Tetézec w € Lp a kaZdy Tetézec w € ¥* \ Lp
zamitne, nebo je jeho vypocet na nem nekonecny.

Pozndmka: 7 definice 8.2 plyne, ze kazdy rozhodnutelny problém je sou-
Casné castecné rozhodnutelny. Nékteré nerozhodnutelné problémy nejsou ale ani
Castecné rozhodnutelné.

5.5 TS a jazyky typu O

Odvodime dtlezitou korespondenci mezi gramatikami typu 0 a Turingovymi stroji.
Jazyky generované gramatikami typu 0 jsou totiz pravé jazyky akceptované Tu-
ringovymi stroji (rekurzivné vycislitelné). Ukézeme, jak pro kazdy TS sestrojit
gramatiku typu 0, ktera generuje jazyk jim akceptovany, a naopak jak pro kazdou
gramatiku typu 0 strojit TS akceptujici jazyk ji generovany.

40tézka s moznou odpovédi ano/ne.

DEF

Xty

DEF
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5.5.1 Jazyky prijimané TS jsou typu 0

Konfigurace TS je ddna (1) stavem Tizeni, (2) obsahem péasky a (3) pozici hlavy.
Pro zépis konfigurace TS v f{dicim stavu ¢ a s konfiguraci pasky AzyzA...
zavedeme konvenci [AzqyzA...].

Piiklad 5.5.1 TS prijimagict jazyk {™y™ | m > 0,n > 0} konfiguraci pdsky
AY A pri pocdatecni konfiguraci pasky AwA:

xR /Y/QR\ x/A AL

_’@NR@WR@NLQJNRQNYOWL@D

Posloupnost konfiguraci pri prijeti xxy:

11. [AsAAAA..]
1. [goAzzyA..] 6. [AzaryA..] "
2. [ApzzyA...] 7. [AzzsAA..] [FAAAAA..]
3. [AzpryA..] 8. [AzrzAA..] 13. [AtAAAA..]
4. [AzapyA..] 9. [AzsAAA..] 14.

[AuY AAA..]
5. [AzxygA..] 10. [ArzAAA..]

15. [qrAYAAA..]

Véta 5.5.1 Kazdy jazyk ptijimany TS (tj. kazdy rekurzivné vyéislitelny jazyk)
je jazykem typu 0.

Diikaz. Necht L = L(M) pro n&jaky TS M = (Q,%,T, 6, qo,qr). Sestrojime gra-
matiku G = (N,%, P,S) typu 0 takovou, Ze L(G) = L(M). Gramatika G bude
umoznovat vytvdret pravé derivace odpovidajici inverzi posloupnosti konfiguraci
TS M pri prijeti libovolného tetézce w € L(M):

1. N={S}uQu I\ X)U{[,]} (pfedpokladame, ze vSechny zde sjednocené
mnoziny jsou po dvou disjunktni).

2. P je nejmensi mnozina obsahujici nasledujici pravidla:

(e) qyx — ypx pro kazdé y € T, jestlize o(p,z) = (q, L),

(a) S — [y AV A,
(b) A] — AA] — doplnéni A,
(c) qu — pw, jestlize 6(p, ) = (¢, 1),
(d) xqg — pz, jestlize é(p, xz) = (q, R),
)
)

(f) [goA — e, AA]l—=A], Al —c¢ — zagistent [goAwA...A] %Ct} w.

Snadno se nyni nahlédne, 7ze w € L(M) pravé tehdy, kdyz existuje derivace
S =¢ [qrAY Al =6 ... =¢ [@AWA.] =¢ ... =¢ w, a Ze L(G) = L(M).
O

DEF

X+y
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5.5.2 Jazyky typu O jsou prijimany TS

Véta 5.5.2 Kazdy jazyk typu 0 je prijiman néjakym TS (tj. je rekurzivné vycis-
litelny).

Diikaz. Necht L = L(G) pro G = (N,X, P,S) je jazykem typu 0. Sestrojime
nedeterministicky dvoupdskovy TS M takovy, Ze L(G) = L(M):

e 1. paska obsahuje prijimany vstupni fetézec w.

e Na 2. pasce se M pokousi pomoci simulace pouZiti prepisovacich pravidel
(a — B) € P wvytvorit derivaci w:

[os O O L@o [0 LEo o w |0

1. Stroj nejprve umisti na 2. pasku symbol S.

2. Stroj opakované simuluje na 2. pasce provadéni pravidel (o« — () € P.
Nedeterministicky zvoli pravidlo a také vyskyt a na pasce. PTi prepisu
a na 8, |a| # |8], miuze vyuzit posuv Casti uzitetného obsahu pasky
vlevo ¢i vpravo.

3. Stroj srovné finalni obsah 2. pasky s 1. paskou. Shoduji-li se, zastavi
prechodem do ¢g. Jinak posouva hlavu doleva az do abnormalniho
zastaveni.

Snadno se nyn{ nahlédne, ze skutecné L(G) = L(M). Navic lze M, podobné
jako u vicepaskovych DTS, prevést na jednopaskovy NTS a ten déle na jednopés-
kovy DTS. a

5.5.3 Jazyky typu 0 = jazyky prijimané TS

Véta 5.5.3 TFida jazyka prijimanych TS (neboli jazyka rekurzivné vy-
¢islitelnych) je shodna se t¥idou jazyku typu 0.

Diikaz. Dusledek dvou predchozich vét. O

5.6 Vlastnosti jazykt rekurzivnich a rekurzivné
vycislitelnych
LwPrijemnou” vlastnosti rekurzivnich a rekurzivné spocetnych jazyki je jejich uza-

vienost vici operacim pruniku, sjednoceni a zietézeni. TTida rekurzivnich jazyka
je navic uzaviena i vici doplnku.

o—
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5.6.1 Uzavrenost vici U, N, . a %

Véta 5.6.1 Tridy rekurzivnich a rekurzivné vydcislitelnych jazyku jsou uzavieny
vuci operacim U, N, . a *.

Drikaz. Necht L1, Lo jsou jazyky prijimané TS M;, Ms. Zirejmé muzeme predpo-
kladat, ze mnoziny stavi T'S M;, My jsou disjunktni.

e NTS My, uL,, L(ML,uL,) = L1 U Lo, sestrojime tak, ze sjednotime po sloz-
kéch stroje My a Ms, zavedeme novy pocatecni stav, z néj nedeterministické
prechody pfes A/A do obou puvodnich pocatecnich stavi a slouc¢ime pti-
vodni koncové stavy do jediného nového koncového stavu.

e Tiipaskovy TS My, nr,, L(Mp,~L,) = L1 N La, okopiruje vstup z prvni
pasky na druhou, na ni simuluje stroj M;, pokud ten prijme, okopiruje
vstup z prvni pasky na treti, na ni simuluje stroj Ms, pokud i ten pfijme,
prijme i stroj Mr,nL,-

« B
AM...::;"A> D
-,
AW Tan

e Tripaskovy NTS My, 1,, L(My, 1,) = Li.Ls, okopiruje nedeterministicky
zvoleny prefix vstupu z prvni pasky na druhou, na ni simuluje stroj Mj,
pokud ten pfijme, okopiruje zbytek vstupu z prvni pasky na treti, na ni
simuluje stroj My, pokud i ten prijme, pfijme vstup i stroj My, 1.

e Dvoupéskovy NTS My, L(Mp:) = Lj, je zobecnénim ptedchoziho stroje:
po ¢astech kopiruje vstup z prvni pasky na druhou a na ni simuluje opako-
vané stroj M;. Obsah druhé pasky méa ohraniceny specidlnimi znackami a
po kazdé simulaci stroje M; ho smaze. Umoznuje samoziejmé posuv pravé
znacky dale doprava pri nedostatku mista.

Oo=—
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Jsou-li stroje M7 a Ms Gplné, je mozné vybudovat stroje podle vyse uvedenych
pravidel také jako dplné (v My,ur,, ML,nL,, Mp,.L, je to okamzité, u M
nepripustime nacitani prazdného podrfetézce vstupu z 1. na 2. pasku — pouze
umoznime jednordzové prijmout prazdny vstup). To dokazuje uzavienost vuci
uvedenym operacim také u rekurzivnich jazyki.

O

5.6.2 (Ne)uzavienost vici komplementu

Véta 5.6.2 Trida rekurzivnich jazyku je uzaviena vic¢i komplementu.

Diikaz. TS M piijimajici rekurzivni jazyk L vzdy zastavi. Snadno upravime M
na M ', ktery pfi neprijeti fetézce vzdy prejde do unikatniho stavu greject. TS M,

L(M) = L, snadno dostaneme z M’ zdménou qp a ¢reject- O

Trida rekurzivné vycislitelngch jazykiu neni uzavrena viuci komplementu!
e Vyse uvedené konstrukce nelze uzit — cykleni zlstane zachovano.

e Diukaz neuzavienosti bude uveden v dalSich prednaskach.

Véta 5.6.3 Jsou-li jazyky L i L rekurzivné vydéislitelné, pak jsou oba rekurzivni.

Diikaz. .
Mé&jme M, L(M) = L,a M, L(M) = L. Uplnyg
TS prijimajici L sestrojime takto:

e Pouzijeme dvé pasky. Na jedné budeme @
simulovat M, na druhé M. Simulace se v
bude provddét proloZené krok po kroku: A

krok M, krok M, krok M, ...

=)
H
2

e Prijmeme, pravé kdyz by pfijal M,
zamitneme abnormélnim zastavenim,
pravé kdyz by pfijal M. Jedna z téchto
situaci urcité nastane v kone¢ném poctu

kroku. .
Existence tplného TS pro L plyne z uzavienosti rekurzivnich jazykt vuci

komplementu.

>

[ w_]aA.

O

Disledkem vyse uvedengjch vét je mj. to, ze pro L a L musi vzdy nastat jedna
z nasledujicich situaci:

e L i L jsou rekurzivni,
e L ani L nejsou rekurzivné vydislitelné,

e jeden z téchto jazyku je rekurzivné vycislitelny, ale ne rekurzivni, druhy neni
rekurzivné vycislitelny.

Oo=—
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5.7 Linearné omezené automaty

Posledni tifidou Chomského hierarchie, ke které jsme zatim nepoznali protéjsek ve
formé vypocetniho strojeﬂ7 jsou gramatiky typu 1 — kontextové gramatiky. Nyni
se seznamime s mirné omezenou formou Turingovych stroji, kterd tuto mezeru
vypliuje.

5.7.1 Linearné omezené automaty

Linedrné omezeny automat (LOA) je nedeterministicky TS, ktery nikdy neopusti
tu ¢ast pasky, na niz je zapsan jeho vstup.

Forméalné muzeme LOA definovat jako NTS, jehoz paskova abeceda obsahuje
specialni symbol, kterym unikatné oznacujeme pravy konec vstupu na pasce, pri-
¢emz tento symbol neni mozné prepsat, ani z néj provést posun doprava.

Deterministicky LOA mizeme ptirozené definovat jako (deterministicky) TS,
ktery nikdy neopusti ¢ast pasky se zapsanym vstupem.

Neni zndmo, zda deterministicky LOA je ¢i nend striktné slabsi nezZ LOA.

5.7.2 LOA a kontextové jazyky

Véta 5.7.1 Trida jazyki, kterou lze generovat kontextovymi gramatikami, od-
povida tridé jazyku, které lze piijimat LOA.

Dikaz.

e Uvéazime definici bezkontextovych gramatik jako gramatik s pravidly v po-
dobé oo — 3, kde |a| < |B], nebo S — e.

o LOA — GI:

— Pouzijeme podobnou konstrukei jako u TS — GO.

— Na pocatku vygenerujeme prislusny pracovni prostor, ktery se pak jiz
nebude ménit: odpadé nekontextové pravidlo AA] — Al.

— Uziti nekontextovych pravidel [goA — € a A] — € obejdeme (1) zavede-
nim zvlastnich koncovych neterminalii integrujicich ptvodni informaci
a priznak, Ze se jednd o prvni/posledni symbol, a (2) integraci sym-
bolu reprezentujictho ridici stav a pozici hlavy s nasledujicim paskovym
symbolem.

e G1 — LOA:

— Pouzijeme podobnou konstrukci jako u GO0 — TS s tim, Ze nepovo-
lime, aby rozsah druhé pasky nékdy prekrocil rozsah prvni pasky.

O

5Regularnim gramatikdm odpovidaji kone¢né automaty, bezkontextovym gramatikam zasob-
nikové automaty a gramatikdm typu 0 Turingovy stroje.

DEF
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5.7.3 Kontextové a rekurzivni jazyky

Véta 5.7.2 Kazdy kontextovy jazyk je rekurzivni.

Dikaz.

e Pocet konfiguraci, které se mohou objevit pri prijimdani w prislusngm LOA
M je vzhledem k memozZnosti zvétsovat pracovni prostor pdsky konecny: lze
shora ohranicit funkci ¢" pro vhodnou konstantu ¢ — exponencidla plyne
z nutnosti uvazovat vyskyt vSech moznych symbolti na vSech mistech pasky.

e Pro zapis libovolného ¢isla z intervalu 0, ..., ¢ — 1 nikdy nebude tieba vice
nez n symbolil, uzijeme-li c-arni soustavu.

o Muzeme zkonstruovat dplny LOA ekvivalentni s M, ktery bude mit kazdy
symbol na pdsce strukturovany joko dvojici:

— S vyuzitim 1. slozek téchto dvojic simulujeme M.

— V 2. slozkach pocitame pocet kroku; dojde-li k preteceni, odmitneme

vstup.
O
Véta 5.7.3 Ne kazdy rekurzivni jazyk je kontextovy.
Diikaz. (Idea) Lze uzit techniku diagonalizace prezentovanou déle. O

5.7.4 Vlastnosti kontextovych jazyku

Véta 5.7.4 Trida kontextovych jazyki je uzaviena vici operacim U, N, ., *
a komplementu.

Dikaz.

e Uzavienost vuci U, N, . a * lze ukazat stejné jako u rekurzivné spocetnych
jazyka.

e Dikaz uzavienosti vuéi komplementu je znaéné komplikovany (vSimnéme
si, ze LOA je nedeterministicky a nelze tudiz uzit konstrukce pouzité u re-
kurzivnich jazykt) — zajemci naleznou ditkkaz v doporucené literatufte.

Poznamenejme, ze jiz vime, Ze u kontextovych jazyku
e lze rozhodovat clenstvi vety do jazyka (rekurzivnost) a

e nelze rozhodovat inkluzi jazykd (neplati ani pro bezkontextové jazyky).
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Déle lze ukazat, ze pro kontextové jazyky melze rozhodovat prdzdnost jazyka
(uzije se redukce z Postova problému pritazeni — viz dalsi kapitoly).

Turinguv stroj je ekvivalentnim specifika¢nim prostiedkem pro libovolny jazyk
typu 0 a v souladu s Churchovou tezi nejmocnéjsim formalnim prostfedkem (spolu
s fadou dalsich) pro specifikaci formdlnich jazyku. Pfedstavuje robustni matema-
ticky nastroj popisu jazyki a algoritmu, jehoz modelovaci sila neni ovlivnéna ani
nedeterminismem ¢i determinismem stroje, ani jeho pamétovymi prostiedky (vice
paskami). Vyznamnd podtiida Turingovych stroji, linedrné omezené automaty,
vymezuji t¥idu kontextovych jazyku.

5.8 Cviceni
Priklad 5.8.1
1. Vysvetlete vyznam Churchovy teze.
2. Definujte pojmy Turinguv stroj a jazyku prijimangch Turingovymi strogi.

3. Definujte pojmy vicepdskovy a nedeterministicky Turingiv stroj a rozhod-
néte, zda tato rozsireni zvysuji schopnost prijimat jazyky.

4. Vysvétlete rozdil mezi uplngmi a nedplngmi Turingovy stroji a uvedte tridy
Jazyku, které jsou schopny prijimat.

5. Jaky je vztah mezi tridou jazykd prijimanou Turingovymi stroji a jazyky
typu 0.

6. Rozhodnéte, pro které jazykové operace jsou uzavreny tridy rekurzivnich a
rekurzivné vycislitelnych jazyki.

7. Definujte linedrné omezené automaty a rozhodnéte, jaky je vztah mezi tridou
jazyku prijimangch linedrné omezenymi automaty a tridou jazykid typu 1.




Kapitola 6

Meze rozhodnutelnosti

Podle Churchovy teze tridu algoritmicky Tesitelnych — vycislitelnych problémi
vymezuji Turingovy stroje. Zavedli jsme pomoci nich zédkladni rozdéleni problémi
na rozhodnutelné, ¢asteéné rozhodnutelné a nerozhodnutelné. Nyni budeme chtit
blize prozkoumat vlastnosti jednotlivych t¥id a problémi v nich lezicich a najit
odpoved na otazky jako:

— Existuji jazyky (problémy), jeZ nejsou rekurzivné vydcislitelné (¢astecné roz-
hodnutelné)?

— Které jazyky (problémy) nejsou rekurzivni (rozhodnutelné)?

— Jak poznat, ve které ze t¥id lezi konkrétni jazyk (problém)?

Bude také zaveden prostiedek specifikace jazyku (algoritmi) ekvivalentni Tu-
ringovym strojim — parcialné rekurzivni funkce.

6.1 Jazyky mimo tridu 0

Jazyky mimo t¥idu 0 (algoritmicky nefeSitelné problémy) nejen existuji, ale do-
konce se da Fici, ze ¢dstetnd rozhodnutelnost (algoritmickd feSitelnost) je mezi
jazyky (problémy) vyjimkou.

6.1.1 Existence jazyk® mimo tridu 0

Véta 6.1.1 Pro kazdou abecedu ¥ existuje jazyk nad X, ktery neni typu 0.

Dikaz.

1. Libovolny jazyk typu 0 nad ¥ mize byt ptrijat TS s T' = XU {A}: Pokud M
pouziva vice symboli, muzeme je zakdédovat jako jisté posloupnosti symbola
ze X U {A} a sestrojit TS M’, ktery simuluje M.

2. Nyni muZzeme snadno systematicky vypisovat vSechny TS s T' = ¥ U {A}.
Zacneme stroji se dvéma stavy, pak se tfemi stavy, atd.
Zavér: Mnozina vsech takovyjch stroju a tedy i jazyki typu 0 je spocetnd.

Ve . v v v v o . Ve *
3. Mnozina ¥* ale obsahuje nekoneéné mnoho fetézcii a proto je mnozina 2=,
zahrnugjici vsechny jazyky, nespocetnd — dukaz viz nasledujici lemma.

4. 7 rozdilnosti mohutnosti spocetnych a nespocetnych mnozin plyne platnost
uvedené véty.

7’ v V. . Ve *
Lemma 6.1.1 Pro neprazdnou a koneénou mnozinu ¥ je mnoZina 2%

éetna.

nespo-

124
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Diikaz. Dukaz provedeme tzv. diagonalizaci (poprvé pouzitou Cantorem pii du-
kazu rozdilné mohutnosti N a R).

e Predpokladejme, Zze 2% je spocetna. Pak dle definice spocetnosti existuje
bijekce f: N —— 25",

e Usporadejme X* do néjaké posloupnosti wy, ws, ws, ..., napt. €, x, y, T, Ty,
YT, Yy, xxT, ... pro & = {z,y}. Nyni mizeme f zobrazit nekonecnou matici:
wo w1 w2 w;
Lo = f(0 P e N
0=/(0) ap aon ap ap; 0, jestlizew; & L,
L1 = f(l) a0 ail a2 aig 7kde aij = . .y
1, jestlizew; € L;.
L2 = f(2) a0 a1 ago ag;

e Uvazujme jazyk L = {w; | a;; = 0}. L se lisf od kazdého jazyka L; = f(i),
1€ N:

— je-li a;; =0, pak w; patii do jazyka,

— je-li a;; = 1, pak w; nepatti do jazyka.

e Soucasné ale L € 2% f tudiz neni surjektivni, coz je spor.

6.2 Problém zastaveni

Problém, zda vypocet daného TS zastavi, je prvnim problémem, jehoz nerekur-
zivnost ukdzeme. Za tim téelem zavedeme (s pomoci vhodného kédovani TS)
univerzalni Turingtv stroj, coz je TS schopny simulovat vypocet kteréhokoli ji-
ného stroje z jakékoliv poc¢atecn{ konfigurace (stroj a konfigurace jsou vstupem
univerzélniho stroje). Ten bude dale dulezity nejen v diikazu nerozhodnutelnosti
problému zastaveni.

6.2.1 Kobédovani TS

Kédovact systém pro TS zahrnuje (1) kédovani stavi (tak, aby byly odliSeny
vSechny stavy véetné go a qr), (2) symbolt z I a (3) pfechodové funkce 6. Kédovind
stavii: Mnozinu stavii @) usporddédme do posloupnosti qo, qr, ¢, p, ..., t. Stav g;
zakédujeme jako 07, pficemz indexujeme (napft.) od nuly.

Kdédovani symboli a prikazi L/R: Predpokladejme, ze I' = ¥ U {A}. Uspo-
radame Y do posloupnosti ai, asg, ..., a, a zvolime tyto kédy: A — ¢, L — 0,
R — 00, a; — OH—Q.

Prechod §(p, x) = (¢,y), kde y € TU{L, R}, reprezentujeme ¢tverici (p, z, q,y)
a kodujeme zretézenim kodu p, x, q, y pri pouziti 1 jako oddélovace, tj. jako
(P)L{x)1{q)1{y), kde (_) znaci kod _ .

Cely TS kédujeme jako posloupnost kodi prechodii oddélenych a ohranicenych
1.

AIX
Priklad 6.2.1 @ kod: 111010001 1
x/R

DEF
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6.2.2 Univerzalni TS

Zavadi koncept ,programovatelného® stroje, ktery umoznuje ve vstupnim retézci
specifikovat konkrétni T'S (tj. program) i data, nad nimiz ma tento stroj pracovat.

TS, ktery mé byt simulovan, budeme kédovat, jak bylo uvedeno vyse, vstupni
retézec budeme kédovat jako posloupnost prislusnych kéda symbolt oddélenych
a ohranicenych 1. Kod stroje a vstupniho retézce oddélime napr. #.

Priklad 6.2.2 TS z predchozi strany majici na vstupu xxx:
111010001 1#41000100010001

Univerzalni TS, ktery zpracuje toto zadani, muzeme navrhnout jako tiipaskovy
stroj, ktery

e mé na 1. pdsce zadani (a pozdéji vystup),
e 2. pasku pouziva k simulaci pracovni pasky ptvodniho stroje a

e na 3. pdsce ma zaznamenan aktudlni stav simulovaného stroje a aktualni
pozici hlavy (pozice hlavy i je kédovéna jako 0%).

Univerzdlni stroj pracugje takto:

1. Stroj zkontroluje, zda vstup odpovida zadani. Pokud ne, abnormalné za-
stavi.

2. Prepise w na 2. pasku, na 3. pasku umisti kéd q¢ a za néj poznaci, ze hlava
se nachazi na levém okraji pasky.

3. Na 2. pasce vyhleda aktudlni symbol pod hlavou simulovaného stroje a na
1. péasce vyhled& prechod proveditelny ze stavu zapsaného na zacatku 3.
pasky pro tento vstupni symbol. Pokud zadny prechod mozny neni, stroj
abnorméalné zastavi.

4. Stroj provede na 2. a 3. pasce zmény odpovidajici simulovanému prechodu
(pfepis aktudlniho symbolu, zména pozice hlavy, zména F{dictho stavu).

5. Pokud nebyl dosazen stav ¢ simulovaného stroje, prejdeme na bod 3. Jinak
stroj vymaze 1. pasku, umisti na ni obsah 2. pasky a zastavi normalné
(pfechodem do koncového stavu).

Vime, ze vyse uvedeny stroj mizeme prevést na jednopdskovy univerzdlni TS,

ktery budeme v dalsim znacit jako Ty .

6.2.3 Problém zastaveni TS

Véta 6.2.1 Problém zastaveni TS (Halting Problem), kdy nés zajim4, zda
dany TS M pro dany vstupni Tfetézec w zastavi, neni rozhodnutelny, ale je
casteéné rozhodnutelny.

Dikaz.

e Problému zastaveni odpovida rozhodovéni jazyka HP = {(M)#(w) | M
zastavi pri w}, kde (M) je ké6d TS M a (w) je kéd w.

Oo—
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o Cldstecnou rozhodnutelnost ukidzeme snadno pouzitim modifikovaného Ty,
ktery zastavi prijetim vstupu (M)#(w) pravé tehdy, kdyz M zastavi pii w
— modifikace spociva v prevedeni abnormalniho zastaveni pri simulaci na
zastaveni prechodem do qp.

e Nerozhodnutelnost ukazeme pomoci diagonalizace:

1. Proz € {0,1}*, necht M, je TS s kédem z, je-li x legéln{ kéd TS. Jinak
ztotoznime M, s pevné zvolenym TS, napr. s TS, ktery pro libovolny
vstup okamzité zastavi.

2. Muzeme nyni sestavit posloupnost M., My, My, Moo, Moy, M1g, M11,
Moo, -.. zahrnujici v8echny TS nad ¥ = {0,1} indexované Fetézci z

[0, 1}*.

3. Uvazme nekonec¢nou matici
€ 0 1 00 01 10
M, Hy.. Hwmo Hmg Hy.oo Hwuon
My  Huype Huyyo o Humon  Huyg00  Hag01
My  Huye Huyo Hun Hujoo Hupon
Moo Huggoe Hargoo Hprgor  Hirgo,00  Hargo,01
Mor  Huge Humgi 0 Hygnn Hugr00 Hug o1

C, jestlize M, cykli na y,

kde Hy,,y = { Z, jestlize M, zastavi na y.

4. Predpoklidejme, Ze existuje uplny T'S K prijimajici jazyk HP. Pak K pro
vstup (M) #(w)
e zastavi normélné (pfijme) pravé tehdy, kdyz M zastavi na w,

e zastavi abnormdlné (odmitne) pravé tehdy, kdyz M cykli na w.
5. Sestavime TS N, ktery pro vstup = € {0,1}*:

e Sestavi M, z x a zapiSe (M,)#x na svou pasku.

e Simuluje K na (M, )#x, pfijme, pokud K odmitne, a prejde do neko-
nec¢ného cyklu, pokud K prijme.

Vsimnéme si, ze N v podstaté komplementuje diagondlu uvedené matice:

€ 0 1 00 01 10
M. Hy.. Hy.o Hu.n Huy.o0o Huor
My  Huype  Hugo o Humon  Hago0  Hig01
M, Hy,e Huyo Hyn  Hanoo  Huyo1
Moo  Hurgee Hmigo,0 Hitoor  Hiurgo,00 Hiigo,01
Mo1r  Hugge Hugr0 Humgnn Huygr00  Higg, o1

6. Dostavame, ze

N zastavina ¢ < K odmitne (M, )#(x) (definice N)
< M, cyklina x (pfedpoklad o K).

7. To ale znamenad, ze N se lisi od kazZdého M, alespon na jednom Tfetézci — kon-
krétné na z. To je ovsem spor s tim, ze posloupnost M., My, My, Myg, Mo1,
Mo, M11, Mogo, -.. zahrnuje vSechny TS nad ¥ = {0,1}.

Tento spor plyne z predpokladu, ze existuje TS K, ktery pro dany TS M a
dany vstup x uréi (rozhodne), zda M zastavi na x, ¢i nikoliv.
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O

Ukézali jsme, ze jazyk H P je rekurzivné vycislitelny ale neni rekurzivni, a tedy
ze problém zastaveni TS je jen ¢asteéné rozhodnutelny. Z véty [5.6.3] pak plyne,
ze komplement problému zastaveni neni ani c¢dstecneé rozhodnutelny a jazyk
co-HP = {{M)#(w) | M nezastavi pri w} je prikladem jazyka, jenZ neni ani
rekurzivne vycislitelny. S dalsim prikladem takového jazyka se sezndmime v na-
sledujcich kapitolach.

6.3 Redukce

Redukce je zékladni technikou klasifikace problémi z hlediska vycislitelnosti. Jedna
se o algoritmicky prevod problému na jiny problém, tedy neformélné o vycislitel-
nou redukeéni funkci f, kterd kazdé instanci I problému P pritadi instanci f(I)
problému @ tak, ze TeSeni f(I) je préavé feSenim

6.3.1 Dukaz nerozhodnutelnosti redukci

Technika redukce patri spolu s diagonalizaci k nejpouzivangjsim technikam du-
kazu, Zze problém nenf rozhodnutelny (¢dstecné rozhodnutelny), neboli Ze jazyk
nen{ rekurzivni (rekurzivné vydéislitelny):

e vime, Ze jazyk A neni rekurzivni (rekurzivné vy¢islitelny),
e zkouméame jazyk B,
e ukdZzeme, ze A lze uplngm TS prevést (redukovat) na B,

e to ale znamend, Ze B rovnéZ neni rekurzivni (rekurzivné vyd¢islitelny) — jinak
by slo pouzit tplny TS (ne-iplny TS) prijimajici B a prislusné redukce k
sestaveni tiplného TS (ne-uplného TS) prijimajiciho A, coz by byl spor.

Argumentace vyse samozrejmeé ukazuje, ze redukci lze pouzit i pti dokazovani,

Ze urdity problém je rekurzivni (éasteéné rekurzivni).

Definice 6.3.1 Necht A, B jsou jazyky, A C ¥*, B C ¥*. Redukce jazyka A
na jazyk B je rekurzivné vycislitelna funkce o : ¥* — U* takova, ze w € A &
o(w) € B.

Existuje-li redukce jazyka A na B, fikame, ze A je redukovatelny na B, coz
znacime A < B.

1P a @ jsou rozhodovaci problémy.

DEF
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Véta 6.3.1 Necht A < B.

1. Neni-li jazyk A rekurzivné vycislitelny, pak ani jazyk B nend rekurzivné vy-
cislitelny.

2. Neni-li jazyk A rekurzivni, pak ani jazyk B neni rekurzivni.

=

Je-li jazyk B rekurzivné vycislitelny, pak i jazyk A je rekurzivné vycislitelny.

]

Je-li jazyk B rekurzivni, pak i jazyk A je rekurzivni.

Diikaz. DokdZeme, Ze pokud A < B, pak (1) je-li jazyk B rekurzivné vycislitelny,
pak i jazyk A je rekurzivné vycislitelny:

e Necht Mp je uplny TS pocitajici redukci o z A na B a Mp je TS ptijimajici
B.
e Sestrojime Ma prijimagici A:
1. M simuluje Mg se vstupem w, ¢imz transformuje obsah pasky na
o(w).
2. My simuluje vypocet Mp na o(w).
3. Pokud Mp zastavi a prijme, M4 rovnéz zastavi a prijme, jinak M4
zastavi abnormaéalné nebo cykli.
e Ziejmé plati:
My pfijme w & Mp pfijme o(w)
& o(w)eB
& weA (definice redukee).

Turzeni (1) je kontrapozici (1); turzeni (2) dokdZeme podobné jako (1) pri
pouziti uplného TS Mp; turzent (2) je kontmpozicﬁ ).
O

6.4 Problém nalezitosti a dalsi problémy

Redukce z problému zastaveni pfinasi mnozstvi ,Spatnych zprav“ o nerozhodnu-
telnosti vyznamnych problému, jako je napt. problém prislusnosti slova do daného
jazyka.

6.4.1 Problém nalezitosti pro L,

Véta 6.4.1 Problém nalezitosti (Membership Problem) fetézce w do ja-
zyka L typu 0 neni rozhodnutelny, ale je castecné rozhodnutelny.

Diikaz. Cdstecnd rozhodnutelnost je ziejma: jednoduse pouzijeme Ty, ktery bude
simulovat TS M, L(M) = L, nad danym Fetézcem w. Nerozhodnutelnost ukazeme
redukct z problému zastaveni:

2Kontrapozice: p — q < —q¢ — —p (Modus tollens).

o—
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e Libovolny T'S M miizeme snadno upravit na M', ktery prijme w prdvé tehdy,
kdyz M zastavi (jakkoli) na vstupu w: postaéi dodat veskeré ,chybéjici“
prechody jejich svedenim do gp, dodat pocatecni poznaceni levého okraje
unikatnim symbolem a prechod do qp, ktery bude pouzit, kdykoliv se hlava
posune na tento symbol.

e Uvedenou transformaci lze ziejmé snadno realizovat na trovni kéda Turin-
govych stroju uplngm TS — ten tak bude implementovat redukci jazyka H P
na jazyk MP = {{M)#(w) | w € L(M)}.

e Jsme tedy schopni redukovat H P uplnym TS na M P a soucasné vime, ze
HP neni rekurzivni. Dle véty 10.3 (2) tedy méme, ze M P neni rekurzivni,
a tedy problém nalezitosti pro jazyky typu 0 neni rozhodnutelny.

Podobné jako u problému zastaveni nyni z véty plyne, ze
e komplement problému nalezitosti neni ani ¢astecné rozhodnutelny a
e jazyk co-MP = {{M)#(w) | w & L(M)} je dalsim piikladem jazyka, jenz

neni ani rekurzivné vycislitelny.

6.4.2 Priklady dalSich problému pro TS

vvvvvv

jeji korektnosti) 1ze ukazat, ze napt. ndsledujici problémy jsou rozhodnutelné:
e Dany TS ma alespon 2005 stavi.
e Dany TS ucini vice nez 2005 krokt na vstupu e.
e Dany TS ucini vice nez 2005 krokt na néjakém vstupu.

Konstrukei ptislusného (ne-iplného) TS a dikazem nerekurzivnosti redukct 1ze
ukézat, ze napt. nasledujici problémy jsou prdve cdstecné rozhodnutelné:

e Jazyk daného TS je neprézdny.
e Jazyk daného TS obsahuje alespon 2005 slov.

Dikazem redukci lze ukézat, ze jazyky odpovidajici nasledujicim problémtm
nejsou ant parcidlné rekurzivni — nésledujici problémy nejsou ani cdastecne rozhod-
nutelné:

e Jazyk daného TS je prazdny.
e Jazyk daného TS obsahuje nanejvys 2005 slov.
e Jazyk daného TS je koneény (reguldrni, bezkontextovy, kontextovy, rekur-

zivni).

6.5 Postuv korespondencni problém

Podobné jako problém zastaveni je Postuv korespondenc¢ni problém dulezity jako
vychodisko redukce pii dokazovani nerozhodnutelnosti mnoha problémii.
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6.5.1 Posttiv korespondenc¢ni problém

Definice 6.5.1

Postuv systém nad abecedou ¥ je ddn neprdzdngm seznamem S dvojic ne-
prdzdngjch Tetézci nad 3, S = (a1, 51), .., (ak, Br)), i, Bi € BT, k> 1.

Resenim Postova systému je kazdd neprdzdnd posloupnost prirozengch cisel
I=(i1,i2,....im), 1 <i; <k, m>1, takovd, Ze:

O Qg = B Biy B

(Pozor: m nenf omezené a indexy se mohou opakovat!)

Postuv problém (PCP) zni: Existuje pro dany Postiv systém teseni?

Priklad 6.5.1

Uvazujme Postiv systém Sy = {(b,bbb), (babbb, ba), (ba,a)} nad ¥ = {a, b}.
Tento systém md teSend I = (2,1,1,3): babbb b b ba = ba bbb bbb

Naopak Postiv systém Sy = {(ab, abb), (a,ba), (b,00)} nad & = {a,b} nemd
Tesend, protoze |oy| < |Bi| proi=1,2,3.

6.5.2 Nerozhodnutelnost PCP

Véta 6.5.1 Postuv korespondenc¢ni problém je nerozhodnutelny.

Dikaz. (Idea) D4 se ukézat, Ze nerozhodnutelnost PCP plyne z nerozhodnu-
telnosti tzv. inicidlniho PCP, u kterého pozadujeme, aby feseni zacinalo vzdy
jednickou. Nerozhodnutelnost inicidlntho PCP se d& ukézat redukci z problému
naleZitosti pro TS:

Konfiguraci vypoc¢tu TS lze zakédovat do Tetézce: pouzity obsah péasky ohra-
ni¢ime specidlnimi znackami (a jen ten si pamatujeme), Fidici stav pozna-
¢ime specialnim symbolem pred symbol pasky nachézejici se aktualné pod
hlavou (kédujeme tak i pozici hlavy).

Posloupnost konfiguraci TS pii prijeti fetézce budeme reprezentovat jako
konkatenaci fetézctu, ktera vznika feSenim PCP.

Jedna z uvazovanych konkatenaci bude celou dobu (az na posledni f4zi)
delsi: na zacatku bude obsahovat pocatecni konfiguraci a pak bude vzdy o
krok napfed. V poslednim fazi vypoctu konkatenace ,zarovndme* (bude-li
mozné vypocet simulovaného TS ukonéit prijetim).

Vypocet TS budeme modelovat tak, ze vzdy jednu konkatenaci postupné
prodlouzime o aktuélni konfiguraci simulovaného TS a soucasné v druhé
konkatenaci vygenerujeme novou konfiguraci TS.

Jednotlivé dvojice PCP budou modelovat ndsledugici kroky:

DEF

Oo—
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— Vlozeni pocatecni konfigurace simulovaného TS do jedné z konkatenaci,
napf. pravostranné (#,#pocateéni konfigurace), # ¢ I' pouzivime
jako oddélovac¢ konfiguraci.

— Kopirovani symbolii na pasce pred a po aktudlni pozici hlavy (z, z) pro
kazdé z € T U {#, <,>}, kde <, > ohrani¢uji pouzitou ¢ast péasky.

— Zékladni zména konfigurace: pfepis 6(q1, a) = (g2,b): (¢1a,g2b), posuv
doprava 6(q1,a) = (g2, R): (q1a,aqs), posuv doleva 6(q1,b) = (qa, L):
(aq1b, gab) pro kazdé a € T'U {<}. Navic je zapotfebi oSetfit ndjezd
na >: ¢teni A, rozsifovani pouzité Casti pasky.

— Pravidla pro ,zarovnani“ obou konkatenaci pri prijeti: na levé strané
umoznime pridat symbol v okoli ¢, aniz bychom ho pridali na pravé
strané.

e Simulace vypoctu TS, ktery nacte a, posune hlavu doprava, prepiSe a na b
a zastavi, by pak na vstupu aa vypadala takto:

#<q,aa>#<laqgla>#<lalg b]> <m%>#m##

e Obecna korektnost konstrukce se da dokazat indukei k délce vypoctu.

6.5.3 Nerozhodnutelnost redukci z PCP

Redukce z PCP (resp. jeho dopliiku) se velmi ¢asto pouzivaji k dikazim, ze uréity
problém neni rozhodnutelny (resp. neni ani ¢asteéné rozhodnutelny).

Jako priklad uvedeme dikaz faktu, ze problém prdzdnosti jazyka dané kontex-
tové gramatiky neni ani c¢dstecné rozhodnutelny:

e Pouzijeme redukci z komplementu PCP. Redukce prifadi seznamu
S =(a1,01), ..., (g, Bi), definujicimu instanci PCP, kontextovou gramatiku
G takovou, Ze PCP zaloZeny na S nem4 fesen{ pravé tehdy, kdyz L(G) = 0.

e Uvazme jazyky Lo, Lg nad LU {#,1,....k} (pfedp. EN{#,1,...,k} = 0):

— L, = {ail...am#im...il ‘ 1< ’LJ < k;] =1,...mm?> 1}’

— Lg = {ﬂ“ﬂzm#lmll | 1 § ij S k,] = ]., M, m Z 1}
o Je ziejmé, ze L., Lg jsou kontextové (dokonce deterministické bezkontex-
tové), tudiz L, N Lg je také kontextovy (véta 8.10) a muzeme tedy efek-

tivné sestavit gramatiku G, kterd tento jazyk generuje (napt. konstrukei
pres LOA).

e L, N Lg zfejmé obsahuje pravé retézce u#v, kde v odpovidé inverzi feseni
dané instance PCP.

e Hledana redukce tedy prifadi dané instanci PCP gramatiku G.

6.5.4 Souhrn nékterych vlastnosti jazyku

Uvedeme nyni souhrn nékterych dilezitych vlastnosti probranych t¥id jazyki;
nekteré jsme dokazali, dikazy jinych lze nalézt v literatufeﬂ (u otézek nerozhod-

3Napt. I. Cernd, M. Kietinsky, A. Kudera. Automaty a formaln{ jazyky 1. FI MU, 1999.
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nutelnosti se ¢asto uziva redukce z PCP)E]

Reg | DCF | CF | CS | Rec | RE
w € L(G)? N
L(G) prazdny? koneény? N | N N
L(G) =27 N | N| N | N
L(G)=R, R€ L3? N [N | N | N
L(G1) = L(G)? N|N| N |N
L(G1) C L(G>)? N [N | N | N | N
L(Gl) € L3? A N N N N
L(G1) N L(G2) je stejného typu? A N N | A| A A
L(G1) U L(G2) je stejného typu? A N Al A | A A
Komplement L(G) je stejného typu? | A A N | A A N
L(G1).L(G3) je stejného typu? A N A A | A A
L(G)* je stejného typu? A N A | A A A
Je G viceznacna? N N | N N N

6.6 Riceova véta

Riceova véta je dulezitym ndstrojem vydcislitelnostni klasifikace jazykt (zaloZe-
nym na redukci z HP a co — HP). Znovu se ukazuje, ze rozhodnutelnost je
vyjimkou, ktera potvrzuje pravidlo.

6.6.1 Riceova véta — prvni Cast

Véta 6.6.1 Kazdd netrivialni vlastnost rekurzivné vy¢islitelnych jazyku
je nerozhodnutelna.

Definice 6.6.1 Budiz ddna abeceda Y. Vlastnost rekurzivné vycislitelnych mno-
Zin je zobrazeni P : { rekurzivné vyéislitelné podmnoziny mnoziny ¥* } — {1, T},
kde T resp. L reprezentuji pravdu resp. nepravdu.

Priklad 6.6.1 Viastnost prdzdnosti muzeme reprezentovat jako zobrazeni

| T, jestlize A =0,
P(A) = { L, jestlize A # .

Zduraznéme, ze nyni mluvime o vlastnostech rekurzivné vycislitelnych mnozin,
nikoliv o vlastnostech TS, které je prijimaji. Nasledujici vlastnosti tedy nejsou
vlastnostmi r.v. mnozin:

e TS M ma alespon 2005 stavu.

e TS M zastavi na vsech vstupech.

Definice 6.6.2 Viastnost rekurzivné vycislitelngjch mnozin je netrivialni, pokud
nent vidy (pro vsechny r.v. moziny) pravdivd ani vidy nepravdivd.

4R = rozhodnutelny, N = nerozhodnutelny, A = vzdy splnéno

DEF
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6.6.2 Dikaz 1. ¢asti Riceovy véty

Dikaz.

e Necht P je netrividlni vlastnost r.v. mnozin. Predpoklddejme beze ztraty
obecnosti, ze P() = L, pro P(P) = T miizeme postupovat analogicky.

e Jelikoz P je netrividlni vlastnost, existuje r.v. mnozina A takovd, ze P(A) =
T. Necht K je TS prijimajici A.

o Redukujeme HP na {(M) | P(L(M)) = T}. Z (M)#(w) sestrojime
o((M)#{w)) = (M'), kde M’ je 2-paskovy TS, ktery na vstupu x:

1. Ulozi = na 2. pasku.

2. ZapiSe na 1. pasku w — w je ,uloZen* v fizeni M’.

3. Odsimuluje na 1. pdsce M — M je rovnéz ,ulozen® v fizeni M'.
4

. Pokud M zastavi na w, odsimuluje K na x a pfijme, pravé kdyz K
prijme.

e Dostavame:

— M zastavina w = L(M')=A = P(L(M'))=P(A) =T,
— M cyklinaw = L(M') =0 = P(L(M')) =P(0) = 1,

Méame tedy skuteéné redukei HP na {(M) | P(L(M))=T}.

Protoze HP neni rekurzivni, neni rekurzivni ani P(L(M)), a tudiZ neni
rozhodnutelné, zda L(M) spliiuje vlastnost P.

6.6.3 Riceova véta — druhd c¢ast

Definice 6.6.3 Viastnost P r.v. mnozin nazveme monoténni, pokud pro kazdé
dvé r.v. mnoziny A, B takové, Ze A C B, plati P(A) = P(B).

Priklad 6.6.2 Mezi monoténni vlastnosti patri napr.:
o A je nekonecné.
e A=1X*.
Naopak mezi nemonotonni vlastnosti patri napr.:
o A je konecné.

o A=10.

Véta 6.6.2 KazZdd netrivialni nemonoténni vlastnost rekurzivné vycis-
litelnych jazyka neni ani ¢asteéné rozhodnutelna.

Diikaz. Redukci z co-H P — viz napt. D. Kozen. Automata and Computability.O

DEF
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6.7 Alternativy Turingova stroje

Mezi vypocetni mechanismy majici ekvivalentni vypocetni silu jako TS patri napr.
automaty s (jednou) frontou:

e Uvazme stroj s koneénym fizenim, (neomezenou) FIFO frontou a pfechody,
které dovoluji nacist ze zaCatku fronty a zapsat na konec fronty symboly z
frontové abecedy T'.

e Pomoci ,rotace* fronty je zfejmé mozné simulovat pasku TS.

Ekvivalentni vypocetni silu jako TS maji také zdsobnikové automaty se dvema
(a vice) zdsobniky:

e Intuitivné: obsah pasky simulovaného TS mame v jednom zasobniku; chceme-
li ho zménit (obecné nejen na vrcholu), presuneme ¢ast do druhého zasob-
niku, abychom se dostali na potfebné misto, provedeme patri¢nou zménu a
vratime zpét odlozenou ¢ast zasobniku.

e Poznamka: rovnéz vime, ze pomoci dvou zasobnikti muzeme implementovat
frontu.

Jinym vypocetnim modelem s plnou Turingovskou silou jsou automaty s citaci
(pro dva a vice ¢itaci) a operacemi +1, —1 a test na 0:

e Zminéné automaty maji konecné rizeni a k citacl, pricemz v kazdém kroku
je mozné tyto citace nezavisle inkrementovat, dekrementovat a testovat na
nulu (pfechod je podminén tim, Ze jisty ¢ita¢ obsahuje nulu).

e Pomoci ctyr ¢itacu je snadné simulovat dva zasobniky:

— U ZA posta¢{ mit T = {0, 1}: rizné symboly mtuzeme kddovat uréitym
poctem 0 oddélenych 1. Obsah zasobniku mé pak charakter binarné
zapsaného ¢isla. Vlozeni 0 odpovida vynasobeni 2, odebrani 0, vydéleni
2. Podobné je tomu s vlozenim/odebranim 1.

— Binérni zasobnik mtiZzeme simulovat dvéma ¢&itaci: pii ndsobeni/déleni
2 odeditdme 1 (resp. 2) z jednoho ¢itaCe a pric¢itdme 2 (resp. 1) k
druhému.

e Postaci ovSem i citace dva:
— Obsah &tyf ¢itact i, j, k, | je mozné zakédovat jako 23757,
— Prficteni/odecteni je pak mozné realizovat ndsobenim/délenim 2, 3, 5,
Gi 7.

Mezi dalsi Turingovsky tplné vypocetni mechanismy pak patii napt. A-kalkul
¢ parcidlné-rekurzivni funkce (viz nésledujici kapitola).

6.8 Vycislitelné funkce

6.8.1 Zaklady teorie rekurzivnich funkci

Budeme se snazit identifikovat takové funkce, které jsou ,spocitatelné“; tj. vycis-
litelné v obecném smyslu (bez ohledu na konkrétni vypocetni systém). Abychom
snizili extrémni velikost t¥idy téchto funkci, ktera je dana také varietou defini¢nich
obori a obort hodnot, omezime se, uvazujice moznost koédovani, na funkce tvaru:
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f . N'rn N N'IL

kde N={0,1,2,...}, m,neN.
Konvence: n-tici (z1, 22, ...,z,) € N” budeme oznacovat jako T
Klasifikace parcidlnich funkci:

e Totdlni funkce nad mnoZinou XP|— definiétnim oborem je celd X

o Striktné parcidlni funkce nad mnozinou X — alespon pro jeden prvek z € X

neni definovana funkéni hodnota
. N

N x N {<xy>|y=0} N

Priklad 6.8.1 Totalni funkce plus
plus : N x N — N

l =
plus(z,y) =z +y N x N

Priklad 6.8.2 Striktné parcidlni funkce div

div:NxN—N
div(x,y) = celd cast x/y, je-liy #0

)
vV

6.8.2 Pocdatecni funkce

Hierarchie vyc¢islitelnych funkeci je zaloZena na dostatecné elementérnich tzv. po-
catecnich funkcich, které tvori ,stavebni kameny* vyssich funkci.
Jsou to tyto funkce:

1. Nulovd funkce (zero function): &() =0
zobrazuje ,prazdnou n-tici® — 0

2. Funkce ndslednika (successor function): o:N — N
olx)=z+1

3. Projekce (projection): =} : N — N
Vybird z n-tice k-tou slozku, napt.: 73(7,6,4) = 6 a 72(5,17) =5

Specidlni pifpad: 7% : N* — N tj. nap¥. 75(1,2,3) = ()

6.8.3 Primitivné rekurzivni funkce

kurzivni funkce pak budou takto tvoreny z funkci pocatec¢nich.
1. Kombinace:

Kombinaci dvou funkei f : N¥ — N™ a g : N¥ — N” ziskdme funkci, pro
kterou:

fxg:NF - Nmin
fx 9@ = (f(%),9(z)), T € N*

5V dalsim bude mnoZinou X obvykle N*.

DEF

DEF

DEF
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Napi.: 5 x m35(4,12,8) = (4,8)

2. Kompozice: Kompozice dvou funkei f : N¥ — N™ a g: N™ — N je funkce,
pro kterou:

gof:NF NP
go f(@) = g(f(@)), T e N*

Napi.: 00&() =1
sogot()=2

3. Primitivni rekurze je technika, ktera umoziuje vytvorit funkei f : NF+1 —
N na zékladé jinych dvou funkci g : N¥ — N™ a p : Nktm+l _, Nm
rovnicemi:

f(f,O) = g(f)
f@y+1) =h@y f(T,y), TeN

Tustrace schématu vy¢islen{ (pro y = 3):

f(x,3)=h(X,2,f(X,2))
»
f(>‘<,2):h(>‘<,‘i,f()‘<,l))
»
f()‘(,l)zh()‘(,(‘if()‘(‘,O))

f(%,0)=g(%)

Piiklad 6.8.3 Predpoklddejme, Ze chceme definovat funkci f : N2 — N, jejiz hod-
noty f(x,y) uddvaji pocet vrcholi x-drniho stromu hloubky y, ktery je pravidelny
(iplng):

Zrejme:
1. f(z,0)=1

2. strom hloubky y md x¥ listi. Zvétsenim hloubky o jednicku na y+ 1 musime
pridat £Vt = ¥ - 2 vrchold

Takze funkci f miiZeme definovat ndsledugjicim predpisem: f(x,0) = 2, f(z,y+
1) = f(z,y) +a¥ -z
Napi: £(3,2) = f(3,1) +3'-3=f(3,0) +3°-3+3'-3=1+3+9=13

Xty
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Piiklad 6.8.4 Uvazujme funkci plus : N2 — N. Muize biyjt definovdna pomoci
primitivni rekurze takto:

plus(z,0) = 7 ()
plus(z,y + 1) = o o i (z,y, plus(z,y))
coZ vyjadruje:

1. x+0=2x

2. x4+ w+1)=(@+y) +1=0(x+y)

Definice 6.8.1 Ttida primitivnich rekurzivnich funkci obsahuje vsechny funkce,
které mohou byt z pocdtecnich funkci vytvoreny:

1. kombinact,
2. kompozici a

3. primitivnd rekurzi.

Véta 6.8.1 Kazda primitivni rekurzivni funkce je totdlni funkci.

Drikaz. Pocatecni funkce jsou totalni. Aplikaci kombinace, kompozice a primitivni
rekurze na totalni funkce dostaneme totalni funkce. O

6.8.4 Priklady primitivné rekurzivnich funkci

Trida primitivné rekurzivnich funkci zahrnuje vétsinu funkci typickych v aplika-
cich pocitact. Ukazeme, jak je definovat z poc¢atecnich pomoci kombinace, kom-
pozice a primitivni rekurze.

Konvence: Namisto funkciondlnich zapisii typu h = pluso (75 x 73) budeme nékdy

pouzivat zapis h(z,y, z) = plus(x, z) nebo h(z,y,2) =z + =.

Konstantni funkce: Zavedeme funkci x7},, kterd libovolné n-tici # € N™ priradi
konstantni hodnotu m € N

Také pro n > 0 je 7}, funkce rekurzivné primitivni:

K (Z,0) = K7 H(T)
i (Ey + 1) = mp i (T, y, 61 (T, y)

Napi.: k3(1,1) = 73(1,0,k3(1,0)) = k3(1,0) = x3(1) = k1(0) = &3() = 3
Kombinaci funkei 7!, dostavame konstanty z N™, n > 1.

Napfi.: k3 x k3 (z,y,2) = (2,5)

Funkce ndsobeni:

mult(x,0) = rk§(z)
mult(z,y + 1) = plus(z, mult(x,y))

DEF

X+y
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Funkce umocriovant: exp : N2 — N - analogicky - viz cviceni.
Funkce predchidce:

pred(0) = £()
pred(y + 1) = 73 (y, pred(y))

Pozndmka: pred je totalni funkci: pred(0) =0
Funkce monus:

1(@)
= pred(monus(z,y))

) r—y jeli x>y

Vyznam: monus(z,y) = B
0 jinak
Notace:  monus(z,y) = x—y
1 jeli =
Funkce eq (equal): eg(z,y) = J.e 1 =y
0 jeli z+#y

Definice 6.8.2 eq(z,y) = 1-((y—x) + (z—y)) nebo formdlnéji

)
eq = monus o (k3 x (plus o ((monus o (73 x 73)) x monus o (72 x 72))))

Piiklad 6.8.5 eq(5,3) = 1-((355) + (5-3)) = 1-(04+2) = 1-2 =0

Funkce = eq:  —eq = monus o (k7 X eq) (=1-¢q)
Tabuldrni funkce:
Uvazujme funkce typu:

3 jeli =0
flx)=<5 jeli x=4
2 v ostatnich pripadech

které byvaji zadavany tabulkou. Tyto funkce lze tvorit pomoci charakteristické
funkce

(2) 1 jeli z=1
i\L) =
4 0 jinak

kterd muze byt vyjadiena jako monus(I;, I;—1), kde I;(x) = eq(x—i,0)

Tabularni funkce mohou byt nyni tvoreny koneénym souctem nasobku kon-
stant a funkci ; a —p;.
Napft.: nahofe uvedend funkce f(x) je vyjadritelnd ve tvaru:

f = mult(3, o) + mult(5, v4) + mult(2, mult(—pg, ~p4))

DEF
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14 ¢ast podil je-li 0
Funkce quo (quotient): quo(x,y) = e a' Ca.b podiluz/y je-li y #
0 jeli y=0

Tato funkce muze byt definovana primitivni rekurzi:

quo(0,y) =0
quo(z + 1,y) = quo(z,y) + eq(x + 1, mult(quo(z,y),y) + )

6.8.5 Funkce mimo primitivné rekurzivni funkce

Existuji funkce, které jsou vycislitelné a nejsou primitivné rekurzivnimi funkcemi.
Jsou to vSechny striktné parcidlni funkce (jako div), ale i totaln{ funkce. Takova
totalni funkce byla prezentovina W. Ackermannem (1928) a nazyva se Ackerman-
nova funkce. Je dana rovnicemi:

A0, y) =y+1
A(x +1,0) = A(z, 1)
Alz+1,y+1) = Az, A(z + 1,y))

Véta 6.8.2 FExistuje totdind funkce z N do N, kterd neni primitivné rekurzivni.

Diikaz. Definice funkcei, které jsou primitivné rekurzivni budeme chéapat jako re-
tézce a muzeme je usporadat v lexikografickém poradi s oznacenim fy, fo, ..., fn,...
Definujeme nyni funkei f : N — N tak, ze f(n) = fn(n)+1 pro Vn € N\ {0}. f
je jasné totalni a vycislitelna. f vSak neni primitivné rekurzivni (kdyby byla, pak
f = fm pro néjaké m € N. Pak ale f(m) = f,,(m) a ne f,,(m) + 1, jak vyzaduje
definice funkce f).
O

Definice 6.8.3 Trida totdlnich vycislitelngch funkci se nazgvd pu-rekurzivni funkce.

Dostavame nasledujici klasifikaci funkei:

vy¢islitelné funkce

Ju-rekurzivni funkce

primitivn& rekurzivni funkce

potatéecni funkce

6.8.6 Parciadlné rekurzivni funkce

K rozsiteni t¥idy vycislitelnych funkei za totalni vy¢islitelné funkce zavedeme tech-
niku znamou pod nazvem minimalizace. Tato technika umoznuje vytvorit funkci
f:N® - N z jiné funkce g : N**! — N piedpisem, v némz f(Z) je nejmensi y
takové, ze:

L g(@,y) =0

2. g(z, z) je definovdna pro Vz <y, z € N

DEF
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Tuto konstrukei zapisujeme notaci:

/@) = mylg(@y) = 0]

0 pro x=0

Piiklad 6.8.6 f(x) = uy[plus(z,y) =0] tj. f(z) = {nedef. jinak

P¥iklad 6.8.7 div(z,y) = ut[((x + 1)=(mult(t,y) +y)) = 0]

Piiklad 6.8.8 i(z) = py[monus(xz,y) =0]  tj. identickd funkce

Funkce definovand minimalizaci je skuteéné vy¢islitelna. Vypocet hodnoty f ()
zahrnuje vypocet ¢(Z,0), g(Z, 1), ... tak dlouho, pokud nedostaneme:

e g(T,y) =0 (f(@) =v),

e ¢(ZT, z) je nedefinovina (f(Z) je nedefinovana).

Definice 6.8.4 Ttida parcidlné rekurzivnich funkci je trida parcidlnich funkct,
které mohou byt vytvoreny z pocdtecnich funkci aplikaci:

e kombinace,
e kompozice,
o primitioni rekurze a

o minimalizace.

6.9 Vztah vydislitelnych funkci a Turingovych strojt

Turinguv stroj miZeme ,upravit“ tak, aby byl schopen pocitat funkce. Navrhneme
jej tak, aby z pocatecni konfigurace se vstupnimi parametry funkce na pésce
zapsal vysledek vypoctu (pozadovanou funkéni{ hodnotu) na vstup, a jen tehdy
normalné zastavil. Ukazeme, ze rekurzivni funkce a Turingovy stroje vymezuji
pojem vycislitelnost funkei stejné, t.j. funkce pocitatelné Turingovymi stroji jsou
pravé rekurzivni funkce

6.9.1 Turingovsky vy¢cislitelné funkce

Definice 6.9.1 Turingiv stroj M = (Q,X%,T,0,qo, qr) vycisluje (poc¢itd) parci-
alnt funkci f - ™ — X" 8, CT, A ¢ 34, jestlize pro kazdé (w1, wa, ..., Wy, ) €
Mg odpovidajici pocatecni konfiguract AwiAwsA ... Aw, AAA stroj M :

1. v pripadé, Ze f(wy,...,wy) je definovdna, pak M zastavi a pdska obsahuje
Avi AvaA L Av, AAA, kde (v1,v2,...,0,) = f(wi, ..., W)

2. v pripadé, Ze f(wi,...,wy) neni definovina, M cykluje (nikdy nezastavi)
nebo zastavi abnormdlne.

Parcidlni funkce, kterou miize pocitat néjaky Turingtv stroj se nazyva funkci
Turingovsky vycislitelnou.

Priklad 6.9.1 Turingiv stroj, ktery pocitd funkci f(w1,ws,ws) = (w1, ws).

Xty

DEF

DEF

X+y
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¢ I—-A
—RR »S L

ATA L

Priklad 6.9.2 Necht L je libovolny jazyk.
jestliz el
Funkce f(w) = ol ‘7?8 Z?f v
0 jestlize w¢ L
nent Turingovsky vycislitelnd.

Poznamka 6.9.1 Definice vipoctu funkce Turingovym strojem mepredpoklddala
specidlni pozici hlavy v koncové konfiguraci. Bez ujmy na obecnosti muzeme pred-

pokladat, Ze M konci v konfiguraci Avi A ... Av, AAA.

6.9.2 Turingovska vycislitelnost parcialné rekurzivnich funkci

Budeme uvazovat Turingiiv stroj s abecedou ¥ = {0,1} a parcidln{ funkce tvaru
f:N™ — N" m-tice a n-tice budeme kdédovat podle vzoru:

A11A10A100AA reprezentuje trojici (3,2,4)‘

Véta 6.9.1 KazZda parcidlné rekurzivni funkce je Turingovsky vycislitelnd.

Dikaz.

1. Nejprve je treba nalézt Turingovy stroje, které vycisluji pocatecni funkce
67 0—7 .

(a) £&: — ROL (b) (c¢) viz cviceni

2. Dale popiseme konstrukci Turingovych stroju pro aplikaci kombinace, kom-
pozice, primitivni rekurze a minimalizace:

(a) Kombinace: Necht Turingtiv stroj M, resp. My vy¢isluje parcidlni
funkci g1, resp. go. Stroj M, ktery vycisluje g1 X g2 bude 3-paskovy
Turingtv stroj, ktery zac¢ne duplikovanim vstupu na 2. a 3. pasku. Pak
M simuluje M; s vyuzitim pasky 2 a Ms s pouzitim pasky 3. Skonci-li
My i Ms tadné, M vy¢isti pasku 1 a okopiruje na ni obsah pasek 2 a 3
(oddélenych blankem) a zastavi.

(b) Kompozice: Funkci gy o g2 realizuje stroj — Mo M;.
(¢) Primitivni rekurze: Uvazujme:
f(®,0) =g(z)
f@y+1)=nEy, f(Z,y)
kde g je parcialni funkce, kterou vycisluje stroj M7 a h parcialni funkce,

kterou vy¢isluje stroj Ms. Funkci f vycisluje Turingav stroj, ktery
pracuje takto:
i. Je-li posledni slozka vstupu 0, pak vymaze tuto slozku, vrati hlavu
na zacatek a simuluje stroj M.

ii. Neni-li posledni slozkou vstupu 0, pak paska musi obsahovat sek-
venci ATAy + 1AAA pro néjaké y + 1 > 0 . Potom:

Oo—
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A. S vyuzitim stroju pro kopirovani a dekrement transformuj ob-
sah pasky na sekvenci ATAyATAy—1A ... ATA0ATAA. Pak
presun hlavu bezprostiedné za 0 a simuluj stroj Mj.

B. Nyni je obsahem pasky ATAyATAy — 1A ... ATA0AG(ZT)AA,
coz je ekvivalentni s ATAYyATAy — 1A ... ATAOAf(Z,0)AA.
Presun hlavu pred posledni T a simuluj stroj Ms. To vede k
ATAYyATAy — 1A ... ATAIAR(Z, 0, f(Z,0))AA, coz je ekvi-
valentni s ATAyATAy — 1A ... ATAIAf(Z,1)AA.

C. Pokracuj v aplikaci stroje My na zbytek pasky az je Mo apliko-
van na ATAyA f(Z,y) a paska je zredukovéna do tvaru Ah(Z, y,
F (@, y))AA, coz je ekvivalentni zddanému vystupu Af(T,y +
1AA.

(d) Minimalizace: Uvazujme funkei py[g(Z,y) = 0], kde parcidlni funkci g
vycisluje stroj M;. Zkonstruujeme 3-paskovy stroj M, ktery pracuje
takto:

i. Zapise 0 na pasku 2.
ii. Zkopiruje obsah pasky 1 a nasledné pasky 2 na pésku 3.
iii. Simuluje stroj M; na péasce 3.
iv. Jestlize paska 3 obsahuje 0, vymaze pasku 1, okopiruje pasku 2 na
pasku 1 a zastavi. Jinak inkrementuje obsah na pasce 2, vymaze
pasku 3 a pokracuje krokem (2).

6.9.3 Reprezentace Turingova stroje parcialné rekurzivnimi
funkcemi

Abychom dokazali, ze Turingova a Churchova teze jsou ekvivalentni, zbyva ukazat,
ze vypocetni sila Turingovych strojui je omezena na moznost vycislovat parcialné
rekurzivn{ funkce. K tomu tcelu uvazujme Turingtv stroj M = (Q, %, T, 0, qo, qr)
a polozme b = |T'|. Nyni budeme obsah pasky interpretovat jako v opacném poradi
zapsané nezaporné celé ¢islo pti zakladu b.

Napiiklad: Bude-li T = {z,y, A} a interpretujeme-li x ~ 1,y =~ 2, A ~ 0, pak
paska obsahujici AyzAAyAA. .. je ekvivalentni s 02100200..., coZ po inverzi
reprezentuje ¢islo . ..00200120 pri zékladu 3 a tedy 501.

S touto interpretaci mizeme c¢innost kazdého Turingova stroje chapat jako
vypocet funkce f : N — N, kterd ¢islu odpovidajicimu poc¢atecnimu obsahu pasky
»prifazuje* ¢islo odpovidajici obsahu pasky po zastaveni stroje. Charakter funkce
f specifikuje nasledujici véta.

Véta 6.9.2 Kazdy vypocetni proces provadeny Turingoviym strojem je procesem
vycisleni néjaké parcidlné rekurzivni funkce.

Dikaz.

Budeme vychéazet z pravé zavedené interpretace ¢innosti Turingova stroje M,
tj. pro kazdé n € N, f(n) je definovdna obsahem pésky pri zastaveni stroje M.
Déle provedeme zakédovani stavi: 1 = qg, 0 ~ ¢, ostatni stavy ¢isly 2,3,...,k—1
za predpokladu |Q| = k. Tedy jak stavy, tak symboly maji pfifazené numerické
hodnoty a muzeme definovat funkce, které sumarizuji diagram prechodt stroje
M’ (M’ je zakédovany stroj M):

Oo—
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2 jestlize d(p,x) = (%, R)
mov(p,x) = ¢ 1 jestlize §(p,z) = (%, L)
0 jinak
y jestlize d(p,x) = (*,y
sym(p, ¥) = { N (p,2) = (9]
x jinak
jestlize d(p,z) = (q, *
satepz) = {2 ¥ o) =)
k jestlize p=0 nebo d(p,z) neni definovana
Funkce sym, mov a state jsou tabularni funkce (totéln{) a jsou tedy primitivné
rekurzivni.
Nyni uvazujme konfiguraci Turingova stroje M’ ve tvaru trojice (w,p,n), kde
w je obsah péasky, p pritomny stav, n pozice hlavy (n > 1, nejlevéjsi pozice je
rovna 1).

7 informace obsazené v konfiguraci muze byt vypocitan symbol, ktery se na-
chazi pod hlavou, primitivné rekurzivni funkei cursym:

cursym(w, p,n) = quo(w, b" ) =mult(b, quo(w, b™)) ‘

Priklad 6.9.3 Nalezeni n-té cislice retézce w = 1120121 pron =5 a b= 3:

n-1
w=1120121—3%€M0 0400 -
2
110 112 = quo(w, b™ 1)
. T nasobeno b 110 = mult(b, quo(w, ™))
deleno b

w=112012}——> 11

Dalsi funkce, které definujeme na mnoziné konfiguraci jsou:

nexthead(w,p,n) = n—eq(mov(p, cursym(w,p,n)),1)
+egq(mov(p, cursym(w, p,n)), 2)

urcujici pfisti pozici hlavy (0 indikuje abnormalni posuv z 1. pozice vlevo)

‘ nextstate(w, p,n) = state(p, cursym(w, p,n)) + mult(k, "nexthead(w, p,n)) ‘

(normalné je 2. s¢itanec roven 0; pii abnorméalnim posuvu tato funkce vyéisli
nelegdln{ stav véts{ nez k — 1) a koneéné funkce

nexttape(w,p,n) = (w—mult(b""t, cursym(w,p,n)))
+mult(b" L, sym(p, cursym(w, p,n)))

kterd vycisluje celé ¢islo reprezentujici novy obsah pasky, po provedeni pre-
chodu z konfigurace (w,p,n). Kombinaci ti{ pfedchozich funkci dostaneme funkci
step, kterda modeluje 1. krok Turingova stroje, tj. pfechod do nové konfigurace:

’ step = nexttape X nextstate X nexthead‘

Nyni definujme funkci run : N* — N%; run(w,p,n,t) realizujici ¢ prechodi z
konfigurace (w,p,n). Opét uzijeme primitivn{ rekurze:

run(w, p,n,0) = (w,p,n)
run(w,p,n,t+ 1) = step(run(w, p,n,t))
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Vysledné funkce vyéislovana strojem M’ (pfi vstupu w) je hodnota péasky po
dosazeni koncového stavu (stavu 0). Pocet pozadovanych kroku stroje M je dan
funkei stoptime

stoptime(w) = pt[r3(run(w,1,1,t)) = 0]

Na zéavér tedy, je-li f: N — N parcidlni funkce pocitana strojem M, pak

‘ f(w) = 72 (run(w, 1,1, stoptime(w))) ‘

z jeji konstrukce plyne, Ze f je parcidlné rekurzivni funkce.

Shriime v obréazku ziskané informace:

v&echny funkce

parcialrie rekurzivni funkce=
Turingovsky vycislitelné funkce

#—rekurzivni funkce

primitivn& rekurzivni funkce

potatecni funkce

Existuje nespocetné mnoho forméalnich jazyki, které nelze popsat Turingovym
strojem a lezi tudiz mimo t¥idu rekurzivné vycislitelnych jazykt. K témto jazykam
patii jazyky, které jsou striktné nerozhodnutelné jazyky a komplementy castecné
rozhodnutelnych jazykt. Mnohé z nich popisuji problémy, které tudiz nelze al-
goritmicky teSit. Jejich obecnou, ¢asto vyuzivanou reprezentaci pro redukce je
problém zastaveni Turingova stroje a Postuv korespondenc¢ni problém. Mezi ra-
dou alternativnich, Turingovym strojim ekvivalentnich forméalnich systému jsou
dtlezitym prostredkem popisu a analyzy parcidlni rekurzivni funkce, které maji
velmi 1zky vztah k funkciondlnimu programovéani.

6.10 Cviceni

Priklad 6.10.1

1. Definujte, kdy je problém rozhodnutelny, nerozhodnutelny a castecné rozhod-
nutelng.

2. Uvedte problémy, které jsou rozhodnutelné, castecné rozhodnutelné a pro-
blémy které nejsou ani c¢astecné rozhodnutelné.

3. Definujte Postuv korespondencni problém a rozhodnéte, zda je rozhodnutelny
nebo aspon cdstecné rozhodnutelny. Ddle wvedte priklad Postova systému,
ktery md reseni resp. nemd Tesentd.
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4. Definujte pojem redukce a vysvétlete na prikladu jeho pouZiti.
5. Uvedte 1. a 2. Riceova vétu a jejich mozZné pouZiti.

6. Uvedte priklady dalsich vipocetnich modeli, které maji ekvivalentni vypocto-
vou silu jako Turingovy stroje.

7. Vysvétlete pojmy pocdtecni funkce, primitivne rekurzivni funkce a parcidlné
vycislitelnd funkce.

8. Ezistuje primitivné rekurzivni funkce, kterd nend totalni. Své rozhodnuti zdu-
vodneéte.

9. Uvedte priklady funkci, které vznikly kombinaci, kompozici, primitivni re-
kurzi a minimalizaci.

10. Uvedte vztah parcidlné vycislitelnyjch funkci a Turingovich stroji.



Kapitola 7

Slozitost

Cilem této kapitoly je pochopeni aplikace Turingovych stroji pro popis a klasi-
fikaci Casové a pamétové slozitosti problémil a vymezeni slozitostnich t¥id tésné
spjatych s otazkami ¢asové a pamétové efektivity vypoctu a redlnosti realizovat
feseni problému na pocitacich.

7.1 Zakladni pojmy slozitosti

7.1.1 Slozitost algoritmt

Zakladni teoreticky pristup a volba Turingova stroje jako vypocetniho modelu
vychazi z Church-Turingovy teze:

Kazdy algoritmus je implementovatelny jistym TS.
Zaveden{ TS ndm umoznuje klasifikovat problémy (resp. funkce) do dvou t¥id:

1. problémy, jez nejsou algoritmicky ani édstecné rozhodnutelné (resp. funkce
algoritmicky nevy¢islitelné)

2. problémy algoritmicky alespori cdstecné rozhodnutelné (resp. funkce algorit-
micky vycislitelné).

Nyni se budeme zabyvat tfidou algoritmicky (¢dstecné) rozhodnutelnych pro-
blému (vydcislitelnych funkef) v souvislosti s otdzkou sloZitosti jejich rozhodovani
(vy¢islovani).

Analyzu slozitosti algoritmu budeme chéapat jako analyzu sloZitosti vypoctu
piislusného TS, jejimz cilem je vyjddrit (kvantifikovat) poZadované zdroje (cas,
prostor) jako funkci zavisejict na délce vstupniho retézce.

7.1.2 Rizné pripady pri analyze slozitosti

Nejdiive je tfeba uréit cenu jednoho konkrétniho vypoctu konkrétniho TS (pamét,
¢as vypoctu).

Meéjme TS M. Slozitost bude tedy funkci Comply : N — I\H Je vice moznosti
jeji definice podle toho, ktery z moznych vypoctl na vstupu piislusné délky (a
jeho cenu) si vybereme jako urcujic:

1. analyza sloZitosti nejhorsiho pripadu,
2. analyza slozitosti nejlepsiho pripadu,

3. analyza slozZitosti prumeérného pripadu.

Ipro dané n vraci miru slozitosti vypoétu M na Fetézcich délky n

147
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Prameérnd slozitost algoritmu je definovana nésledovné: Jestlize algoritmus

(TS) vede k m ruznym vypoctum (pripadim) s cenou ¢y, ¢g, ..., Cm, jeZ nastévaji
s pravdépodobnosti p1, pa, ..., Pm, pak priumeérnd sloZitost algoritmu je dana jako
Ui pici.

Obvykle (alespoii na teoretické tirovni) se vénuje nejvétsi pozornost slozitosti
nejhorsiho pripadu.

7.1.3 Slozitost vypoctia TS
Na cenu vypoctu se budeme divat z hledisek casu vypoctu a pamétové narocnosti.

e Casovd sloZitost — pocet krokt (prechodi) TS provedeny od pocatku do
konce vypoctu.

e Prostorovd (pamétovd) slozZitost — pocet ,bunék* pasky TS pozadovany pro
dany vypocet.

Priklad 7.1.1 Uvazme ndsledujici TS M :

x/R x/L

o B B

Pro vstup w = AxxxzAA... je:

e casovd slozitost vgpoctu M na w rovna 10,

e prostorovd slozitost vipoctu M na w rovna 5.

Lemma 7.1.1 Je-li ¢asova slozitost viypoctu provddéného TS rovna n, pak pro-
storova slozitost tohoto vgpoctu nent vetsi nez n+ 1.

Diikaz. Tvrzeni je jednoduchou implikaci plynouci z definice ¢asové a prostorové
slozitosti. O

Nyni budeme definovat funkce udavajici slozitost TS v zavislosti na case vy-
poctu (poctu krokia TS) a pouzitém prostoru (poctu pouzitych policek pésky).
Bude se jednat o analyzu nejhorsiho ptipadu:

Definice 7.1.1 Rekneme, Ze k-paskovy DTS (resp. NTS) M piijima jazyk L
nad abecedou ¥ v ¢ase Ty : N — N, jestlize L = L(M) a M prijme (resp. muze
prigmout) kazdé w € L v nanejvys Ty (|w|) krocich.

Definice 7.1.2 Rekneme, Ze k-paskovy DTS (resp. NTS) M pfijim4 jazyk L nad
abecedou X v prostoru Sy : N — N, jestlifZe L = L(M) a M prijme (resp. muze
prigmout) kazdé w € L pri pouziti nanejvys Sy (|w]) bunék pdsky.

Poznamka 7.1.1 Do prostorové sloZitosti nepocitdme bunky pasky, na nichz je
zapsdn vstup, pokud nebudou béhem vypoctu prepsdny.

Zcela analogicky muzeme definovat vycislovant urcité funkce dangm TS v urcitém
Case, resp. prostoru.

DEF
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7.1.4 Slozitost a cena atomickych operaci

Pro ptipad TS predpokladdme, ze kazdy jeho vypocetni krok je stejné narocny.
Pouzivame tedy takzvané uniformni cenové kritérium, kdy kazdé operaci pfira-
dime stejnou cenu.

V jiném vypocetnim prostredi, nez jsou TS, tomu tak ale byt nemusi. Pouziva
se ale napt. také tzv. logaritmické cenové kritérium, kdy operaci manipulujici
operand o velikosti 4, i > 0, pfifadime cenu |lg i| + 1. Zohlediiujeme to, Ze s
rostouci velikosti operandu roste cena operaci — logaritmus odréazi rust velikosti s
ohledem na bindrn{ kédovani (v n bitech zakédujeme 2" hodnot).

Analyza slozitosti za takovych predpokladt neni zcela presna, dulezité ale
obvykle je to, aby se zachovala informace o tom, jak rychle roste cas/prostor
potrebny k vipoctu v zdvislosti na velikosti vstupuﬂ

Vigznam srovndvdni rychlosti ristu sloZitosti vypoctiu si snad nejlépe ilustru-
jeme na prikladu:

P¥iklad 7.1.2 Srovnani polynomialni (piesné&ji kvadratické — n?) a exponencialni
(2™) Casové slozitosti:

délka vstupu | casovd sloZitost casovd sloZitost
n c1.n?, c1 =1076 | ¢3.27, ¢y =9.766.1078
10 0.0001 s 0.0001 s
20 0.0004 s 0.1024 s
30 0.0009 s 1.75 min
40 0.0016 s 1.24 dne
50 0.0025 s 3.48 roku
60 0.0036 s 35.68 stoleti
70 0.0049 s 8.65 mil. roki

7.1.5 Slozitost vypoctid na TS a v jinych prostredich

Pro rozumné cenové kritéria se ukazuje, Ze vypocetni slozitost je pro rizné modely
vypoctu blizké béznym pocitacim (RAM, RASP stroje) polynomidlné vdizand se
slozitost{ vypoctu na TS (viz déle) a tudiz sloZitost vipoctu na TS neni prilis”
rozdilnd oproti vypoctum na beznijch pocitacich.

o RAM stroje maji pamét s ndhodnym piistupem (jedna burika obsahuje libo-
volné prirozené ¢islo), instrukce typu LOAD, STORE, ADD, SUB, MULT,
DIV (akumulétor a konstanta/primé adresa/nepiima adresa), vstup/vystup,
nepodminény skok a podminény skok (test akumuldtoru na nulu), HALT. U
RAM stroje je program soudasti fizen{ stroje (okamzité dostupny), u RASP
je uloZen v paméti stejné jako operandy.

e Funkce f1(n), f2(n) : N — N jsou polynomidlné vizané, existuji-li polynomy
p1(xz) a pa(x) takové, Ze pro vSechny hodnoty n je fi(n) < pi(fa2(n)) a
f2(n) < pa(fi(n)).

e Logaritmické cenové kritérium se uplatni, uvazujeme-li moznost nasobeni
dvou ¢isel. Jednoduchym cyklem typu 4,11 = A; % A; (Ap = 2) jsme schopni
poéitat 22", coz TS s omezenou abecedou neni schopen provést v polyno-
midlnim C¢ase (pro uloZeni/nacteni pot¥ebuje projit 2" bunék pfi pouziti
binérnfho kédovani).

X+y
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Tlustrujme si nyni urceni slozitosti v prostredi mimo TS:
Priklad 7.1.3 Uvazme ndsledujici implementaci porovnavani retézcu.

int str_cmp (int n, string a, string b) {
int i;

i=0;
while (i<n) {
if (al[i] !'= bl[i]) break;
i++;
}

return (i==n);

e Pro urceni slozitosti aplikujme uniformni cenové kritérium napr. tak, Ze
budeme povaZovat sloZitost kazdého tddku programu (mimo deklarace) za
jednotku. (Predpokldddme, Ze Zddny cyklus neni zapsdn na jediném rdadku.)

e Slozitost nejhorsiho pripadu lze pak snadno urcit jako 4n + 3:

— cyklus md 4 kroky, provede se n krat, tj. 4n kroki,

— télo funkce ma 3 kroky (véetné testu ukoncujictho cyklus).

Priklad 7.1.4 Uvazme ndsledujici implementaci fazeni metodou insert-sort.

void insertsort(int n, int al[l]) {
int i, j, value;
for (i=0; i<n; i++) {
value = alil;
jo=i- 1
while ((j >= 0) && (a[j]l > value)) {
alj+1] = aljl;
i=i- %
}

alj+1] = value;

e Pro urceni slozitosti aplikujme uniformni cenové kritérium napr. tak, Ze
budeme povazovat sloZitost kazdého tddku programu (mimo deklarace) za
jednotku. (Predpokldddme, Ze Zddny cyklus nent zapsan na jediném rddku.)

e Slozitost lze pak uréit jako 2n? + 4n + 1:
— onitind cyklus md 4 kroky, provede se 0, 1, ..., n— 1 krdt, tj. 4(0+ 1+
ot n—1)=42(0+n—1) = 2n® — 2n kroki,

— unéjsi cyklus md mimo vnitrni cyklus 6 krokd (véetné testu ukoncugiciho
vnitind cyklus) a provede se n krdt, tj. 6n krokd,

— jeden krok pripadd na ukoncent vnéjsiho cyklu.

2 Algoritmus A1, jehoz naroky rostou pomaleji nez u jiného algoritmu Az, nemusi byt vyhod-
néjsi nez Az pro feSeni malych instanci.

Xty
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7.1.6 Asymptotickd omezeni slozitosti

Presnd informace o slozitosti algoritmu je pro nas vétSinou zbyteénd, o skute¢ném
¢ase (prostoru) vypoctu vypovida maélo:

¢

e ruzné aditivni a multiplikativni konstanty vzniknou velmi snadno ,,drobnymi-
Upravami uvazovanych algoritmn,

e napr. srovnavani dvou retézcu je mozné donekonecna zrychlovat tak, ze bu-
deme porovnéavat soucasné 2, 3, 4, ... za sebou jdoucich znaki,

e tyto Upravy ovSsem nemaji zdsadni vliv na rychlost nartstu casové slozitosti
(ve vyse uvedeném priipadé ndrtst zustane kvadraticky),

e navic pri analyze slozitosti mimo prostiedi TS se dopoustime jisté nepres-
nosti jiz zavedenim ruznych cenovych kritérii.

Zajim4 néas tedy jen ,dulezitd* ¢ast informace o slozitosti (porovnani fetézct
— Cas roste linedrné, insert-sort — ¢as roste kvadraticky). Proto se ¢asto slozitost
popisuje pomoci tzv. asymptotickych odhadi sloZitosti:

Definice 7.1.3 Necht F je mnozina funkci f : N — N. Pro danou funkci f € F
definujeme mnoziny funkci O(f(n)), Q(f(n)) a ©(f(n)) takto: DEF

e Asymptotické horni{ omezeni funkce f(n) je mnozZina O(f(n)) = {g(n) €
FlIceRT,Ing eNVReN:n>ng=0<g(n) <cf(n)}.

o Asymptotické dolni omezeni funkce f(n) je mnozina Q(f(n)) = {g(n) € F |
JeeRT,Ing eNVReN:n>ng=0<c.f(n) <gn)}.

o Asymptotické oboustranné omezeni funkce f(n) je mnozina O(f(n))
{9(n) € F | 3e1,c0 € R, 3ng e NVn € N:n > ng = 0 < ¢1.f(n)

g(n) < ca.f(n)}.

IA I

f(n) c.f(n) '

c.Fn

No n

Priklad 7.1.5 S wyuzitim asymptotickych odhadi sloZitosti miZeme 71ici, Ze slo-
Fitost naseho srovndni Tetézci patii do O(n) a sloZitost insert-sort do O(n?).

Priklad 7.1.6
X+y

o UkdzZeme, Ze plati 2 -n € O(n).
Dle definice zvolme ¢ = 3 a ng = 1. Pak skutecné plati, Ze ¥n > 1 je
2-n<3-n

o UkdZeme, Ze plati n®> € O(n).
Diikaz provedeme sporem. Necht dle definice 3c € RY,3Ing € N takové, Ze
Vn > ng plati n? < c-n. Pak také ale plati, Ze Yn > ng jen < ¢, coZ je spor.
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Poznamka 7.1.2 PouZivd se i zobecnéni O-notace, kdy se operdtor O muze
vyskytovat na rizngch mistech aritmetickyjch virazi. Napriklad vijraz 20 ()
oznacuje mnoZinu funkci 29, kde g(n) € O(f(n)). Vsimnéme si pritom, Ze
200/(n) £ (27 (M)

o 20(f(n)) je mmozina vech funkci, jejichz hodnota zustdva pro vSechna n vétsi
a.f(n)+b
d

nez néjaké ny pod 27 (M+Y neboli viastné pod c , kde a, b, c,d jsou li-
bovolné konstanty takové, Ze ¢ = 2%, tj. jednd se o exponencidly s libovolngm
zdkladem.

e Naproti tomu O(2/™) zahrnuje jen funkce, jejichi hodnota zistdvd pro
viechna n vétst nez néjaké ng pod a.2f™) + b pro néjaké konstanty a,b —
zakladem exponencidly je zde vZdy 2.

Podobné treba vjraz n? + O(n) oznacuje mnoZinu polynomi {n® + g(n) | g(n) €

O(n)}. Lze uZit i virazy jako O(f(n))°WM) . O(h(n)), kde se O vyskytuje vicekrat.

V wvedeném prikladu se jednd konkrétné o mmoZinu funkci k(n)'™.m(n), kde
a

k(n) € O(f(n)), l(n) € O(g(n)) a m(n) € O(h(n)).

Priklad 7.1.7 Rozhodnéte a zdidvodnéte, zda plati:
e n-log(n) € O(n?)
e n-log(n) € O(n)
o 3" €20(n)

e 6-1n3+50-n2+6€0(n>—8-n?—n-—25)

7.2 Tridy slozitosti

7.2.1 Slozitost problému

Piejdeme nyni od slozitosti konkrétnich algoritmu (Turingovych stroji) ke sloZi-
tost problémal.

Tridy sloZitosti zavadime jako prostredek ke kategorizaci (vytvorend hierarchie)
problémai dle jejich sloZitosti, tedy dle toho, jak dalece efektivni algoritmy muzeme
nahradit pro jejich rozhodovani (u funkei muzeme analogicky mluvit o slozitosti
jejich vycéislovéani).

Podobné jako u urcovani typu jazyka se budeme snazit zaradit problém do co
nejnizsi tridy slozZitosti — tedy urcit slozitost problému jako slozitost jeho nejlep-
$tho mozného Teseni.

Poznamka 7.2.1
Omezenim této snahy je to, Ze (jak uvidime) existuji problémy, jejichZ resend je
mozné do nekonecna vyznamné zrychlovat.

Zarazeni riznijch problémai do téZe tridy sloZitosti muze odhalit rizné vnitini
podobnosti téchto problémt a mize umoznit feseni jednoho prevodem na druhy
(a pragmatické vyuziti napf. ruznych jiz vyvinutych néstroju).
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7.2.2 Tridy slozitosti

Definice 7.2.1 Méjme ddany funkce t,s : N — N a necht Ty, resp. Sy, znaci
casovou, resp. prostorovou, slozitost TS M. Definujeme ndsledujici ¢asové a pro-

storové t¥idy slozitosti deterministickych a nedeterministickych TS:

e DTime[t(n)] = {L |3 k-pdskovy DTS M : L =L(M) a T € O(t(n))}.
e NTime[t(n)] ={L |3 k-paskovy NTS M : L = L(M) a Ty € O(t(n))}.
)

e DSpace[s(n)] = {L | 3 k-pdskovy DTS M : L =L(M) a Sy € O(s(n))}.
o NSpace[s(n)] = {L | 3 k-pdskovy NTS M : L =L(M) a Sy € O(s(n))}.

Definici ttid slozitosti pak primocare zobecriujeme tak, aby mohly byt zaloZeny
na mnoziné funkci, nejen na jedné konkrétni funkci.

Poznamka 7.2.2 Ddle ukdZeme, Ze pouZiti vice pdsek prindsi jen polynomidlni
zrychleni. Na druhou stranu ukdZeme, Ze zatimco nedeterminismus neprindsi nic
podstatného z hlediska vycislitelnosti, muze prindset mnoho z hlediska sloZitosti.

Poznamka 7.2.3 Vise uvedené definice trid jsou tridami vijpocetni sloZitosti roz-
hodovacich problémt. Studuji se vsak také napr. tridy tzv. optimalizac¢nich pro-
blémt, u kterych se neptame, zda dand instance je ¢i neni reSenim, ale hledame v
urcitém smyslu optimdlni Tesend (napr. se neptame, zda dany graf md kliku urcité
velikosti, ale ptdme se, klika jaké nejvélsi velikosti v grafu existuje). Problémy
pak mohou byt také ddle klasifikoviny do trid dle aproximovatelnosti jejich op-
timdlniho Tesent, existuji rovnéZ pravdépodobnostni t¥idy slozitosti (pro resent
problémai pravdépodobnostnimi algoritmy) atd (viz napt. [9]). Tyto tridy jsou vsak
mimo rozsah tohoto textu.

7.2.3 Casové/prostorové konstruovatelné funkce

Tridy slozitosti obvykle budujeme nad tzv. casové/prostorove konstruovatelngmi
funkcemi:

e Duvodem zavedeni ¢asove/prostorové konstruovatelnych funkei je dosdhnout
intuitiond hierarchické struktury t¥id slozitosti — napf¥. odliSeni t¥id f(n) a
2/(") oz, jak uvidime, pro t¥idy zaloZené na obecnych rekurzivnich funkeich
nelze.

Definice 7.2.2 Funkcit : N — N nazveme Casové konstruovatelnou (time con-
structible), jestlize existuje vicepdskovy TS, jenz pro libovolny vstup w zastavi po
presné t(|w|) krocich.

Definice 7.2.3 Funkci s : N — N nazveme prostorové konstruovatelnou (space

constructible), jestlize existuje vicepdskovy TS, jenz pro libovolny vstup w zastavi
s vyuzitim presné s(|w|) bunék pdsky.

Priklad 7.2.1 Uvedme nékteré

e casové konstruovatelné funkce: f(n) = nlog(n), f(n) =n/n,

DEF

DEF
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o casové nekonstruovatelné funkce: f(n) = ¢, f(n)=1log(n), f(n) = nEL

e prostorové konstruovatelné funkce: f(n) = log(n), f(n) = n?,

e prostorové nekonstruovatelné funkce: f(n) =e¢, f(n)=loglogn.
Poznamka 7.2.4 Pokud je jazyk L nad ¥ pfijimén strojem v ¢ase/prostoru ome-

zeném ¢asové /prostorové konstruovatelnou funkei, pak je také pfijiman strojem,
ktery pro kazdé w € ¥* vzdy zastavi:

o U casového omezenit(n) si staci predem spocist, jaky je potrebny pocet kroki
a zastavit po jeho vycerpdni.

e U prostorového omezeni spocteme z s(n), |Q|, |A| mazimdlni pocet konfigu-
ract, které muzZeme videt a z toho také plyne mazimdlni pocet kroku, které
muzZeme udélat, aniz bychom cyklili.

7.2.4 Nejbéznéji uzivané tridy slozitosti
Deterministicky/nedeterministicky polynomidlni cas:

o0 o0
P = | J DTime(n*) NP = | | NTime(n)
k=0 k=0
Deterministicky/nedeterministicky polynomidlni prostor:

PSPACE = | J DSpace(n") NPSPACE = | | NSpace(n*)
k=0 k=0

Poznamka 7.2.5 P je zvldst dilezitou tridou. Vymezuje vSechny prakticky dobre

resitelné problémy.

Poznamka 7.2.6 Problémy ze tridy PSPACE se casto ve skutecnosti neresi v
polynomidlnim prosgoru — z2vysuji se prostorové ndroky vymeénou za alespon cds-
tecné (napr. z O(2™) na O(2")) snizent casovych ndroki.

7.2.5 Tridy pod a nad polynomialni slozZitosti

Deterministicky/nedeterministicky logaritmicky prostor:

LOGSPACE = | | DSpace(k Ign) NLOGSPACE = | | NSpace(k Ign)
k=0 k=0

Deterministicky/nedeterministicky exponencidlni cas:

EXP = | | DTime(2"") NEXP = | ] NTime(2"")
k=0 k=0

Deterministicky/nedeterministicky exponencidlni prostor:

EXPSPACE = | | DSpace(2"") =  NEXPSPACE = | ] NSpace(2"")
k=0 k=0

3Funkce f(n) = n neni éasové zkonstruovatelna, protoze tvodni blank nepoéitame jako sou-
¢ast vstupu (nékdy se v literatufe miizeme setkat i s jinymi p¥istupy).

DEF
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7.2.6 Tridy nad exponencialni slozitosti

2

Det. /nedet. k-exponencidlni cas/prostor zaloZeny na vézi exponencidl 22 o vysce
k:

27Ll 27Ll

k-EXP = | | DTime(2* ) k-NEXP = | | NTime(2* )
=0 =0

2"1 2"l

k-EXPSPACE = | | DSpace(2* ) = k-NEXPSPACE — U NSpace(2® )
=0 =0

ELEMENTARY = U k-EXP
k=0
7.2.7 Vrchol hierarchie trid slozitosti

Na wrcholu hierarchie trid slozitosti se pak hovori o obecnych t¥idach jazyka
(funkef), se kterymi jsme se jiz setkali:

e trida primitivné-rekurzivnich funkci PR (implementovatelnych pomoci za-
nofenych cykli s pevnym poétem opakovan{ — for i=... to ...),

o trida p—rekurzivnich funkei (rekurzivnich jazykd) R (implementovatelnych
pomoci cykll s predem neuréenym poctem opakovini — while ...) a

o tiida rekurzivné vydcislitelngch funkci (rekurzivné vydéislitelnych jazykt) RE.

7.3 Vlastnosti trid slozitosti

Prozkouméame nyni vztahy a vlastnosti zadefinovanych slozitostnich t¥id.

7.3.1 Vicepaskové stroje

Zavedeni vicepaskového stroje nemélo vliv na vy¢islitelnost. Ani v teorii slozitosti
nepfinese mnoho nového. Ukazeme, ze ke kazdému vicepaskovému stroji existuje
ekvivalentni jednopaskovy, jehoz vypocty jsou maximélné polynomialné casové

Vv

Véta 7.3.1 Je-li jazyk L prijimén né&jakym k-paskovym DTS My, v Case t(n), pak
je také pfijiman néjakym jednopaskovym DTS M; v éase O(t(n)?).

Diikaz. (idea)Ukazeme, jak muze M}, simulovat M; v uvedeném case:

e Na pasku stroje M7 zapiSeme zietézeni obsahu pasek stroje Mj. Dale si stroj
M; musi uchovavat informaci o aktudln{ pozici hlav stroje M} (naptiklad
symboly na pésce které jsou ¢teny hlavami stroje My budou podtrzeny) a
informaci o konci jednotlivych pések stroje My, (specidlni oddélovace).

DEF
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e V prvni fazi simulace vypoctu stroje My, strojem M si stroj My upravi svoji
pasku do pozadovaného tvaru.

e K simulaci jednoho kroku stroje My musi stroj M; dvakrat precist svoji
pasku. V prvnim prichodu shromézdi informace o symbolech, které byly
Cteny jednotlivymi hlavami stroje M. V druhém prichodu patfiéné upravi
svoji pasku.

e Problém nastava, pokud pri simulaci stroj M} zapsal néjaky symbol na do
ted prazdné policko své pasky. V tom pripadé musi stroj M7 posunout zbytek
fetézce na pasce o jedno policko doprava, aby uvolnil potrebné misto pro
novy symbol.

e Stroj My nemuze mit na zadné pdsce vic nez ¢(n) symbolu kde n je délka
vstupniho fetézce. Tudiz stroj M; nemuze mit vic nez k - t(n) symboli.
Simulace jednoho kroku stroje M}, zabere 4 - k - (¢(n)) krokt (dva prichody
paskou tam a zpét) plus nanejvys k - (t(n)) kroki (vytvoreni préazdného
politka). Dohromady tedy pocet krok stroje M7 bude v O(k?-t(n)?). Jelikoz
k je konstanta nezavisla na vstupu, celkova casova slozitost stroje M je v

O(t(n)?).

Priklad 7.3.1 Ukazte, Ze L = {w € ¥*| w je palindrom } € P.

7.3.2 Determinismus a nedeterminismus

Zatimco z hlediska vycislitelnosti neprinasi zavedeni nedeterminismu nic nového,
pro slozitost je situace jina. Ackoli skutecné vztahy deterministickych a nede-
terministickych tiid nebyly dosud dokazéany, zd4a se, ze nedeterminismus vyrazné
snizuje zejména casové naroky vypoctu. Jeho silu dobte ilustruje naptiklad nésle-
dujici pohled na vypocet nedeterministického stroje:

e Zatimco klasicky deterministicky stroj krok za krokem vysledek pocita, ne-
deterministicky stroj je prosté muze uhodnout, zapsat a po té jen ovérit jeho
Spravnost.

Nedeterministicky TS dokazeme simulovat strojem deterministickym, avsak
jen za cenu exponencialniho néaristu casu:

Véta 7.3.2 Je-li jazyk L pfijimdn n&jakym NTS M, v case t(n), pak je také
piijimén néjakym DTS M v ase 20(4(),

Dikaz. (idea) UkéZeme, jak muze My simulovat M, v uvedeném case:
e Ocislujeme si prechody M, jako 1,2, ..., k.

o My bude postupné simulovat veskeré mozné posloupnosti prechodi M, (ob-
sah vstupni pasky si ulozi na pomocnou pasku, aby ho mohl vzdy obnovit;
na jinou pasku si vygeneruje posloupnost pfechodu z {1,2,...,k}* a tu si-
muluje).
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e Vzhledem k moznosti nekonecnyjch vypocti M, nelze prochazet jeho mozné
vypocty do hloubky — budeme-li je ale prochdzet do sirky (tj. nejdiiv vSechny
fetézce z {1,2,...,k}* délky 1, pak 2, pak 3, ...), ur¢ité nalezneme nejkratsi
prijimajici posloupnost prechoda pro M, existuje-li.

e Takto projdeme nanejvys O(k!(™) cest, simulace kazdé z nich je v O(t(n))
a tudiz celkem vyuzijeme nanejvys cas O(kH™)O(t(n)) = 20,

Piiklad 7.3.2 Ukazte Ze L = {¢| ¢ je splnitelné formule v CNF} € NP

Vztah determinismu a nedeterminismu je jednim z nejslavnéjsich otevienych
problémt informatiky. Zejména o problému ekvivalence polynomiélnich ¢asovych
ttid P = NP bylo fe¢eno mnoho. Jeho feseni se vSak zatim zd4 byt za hranicemi
dnesnich moznosti. Komplikovanost problému naznacuji naptiklad vysledky, které
rikaji, ze pokud P=NP, nemuze tento vztah byt dokazan simulacﬁ a naopak,
pokud P=£NP, nemuze byt tento vysledek dokazan diagonalizaci.

Zatimco se zdd, ze nedeterminismus prinasi zna¢nou vyhodu z hlediska casové
slozitosti vypoctu, v piipadé prostorové slozitosti je situace jina:

Véta 7.3.3 (Savitchiv teorém) N Space[s(n)] C DSpace[s?(n)] pro kazdou pro-
storové konstruovatelnou funkci s(n) > lg n.

Dikaz. Uvazme NTS M = (Q, %, T, 0, qo, qr) rozhodujici L(M) v prostoru s(n):

e Existuje k € N zavislé jen na |Q| a |T'| takové, Ze pro libovolny vstup w, M
projde nanejvys k%) konfiguraci o délce max. s(n).

e To implikuje, Ze M provede pro w nanejuys k(") = 25019k Lrokqg.

e Pomoci DTS miiZzeme snadno implementovat proceduru t‘est(c, 1), kterd
otestuje, zda je moziné v M dojit z konfigurace ¢ do ¢’ v 2* krocich:
procedure test(c, )
if (i =0) then return ((c=¢)V (c F ¢))
else for all configurations ¢’ such that |¢”’| < s(n) do

if (test(c,c’,i—1) ANtest(c”,d',i — 1)) then return true

return false

e Vsimnéme si, ze rekurzivnim vyvoldvanim test vznikd strom o vysce i simu-
lugici posloupnosti svyjch listu posloupnost 2' vypocetnich kroka.

e Nyni k deterministické simulaci M postaci projit vSechny akceptujici kon-
figurace cp takové, ze |cp| < s(n), a ovérit, zda test(c,, cy, [s(n)lg k1), kde
co je pocatecni konfigurace.

e Kazdé vyvolani test zabere prostor O(s(n)), hloubka rekurze je [s(n)lg k] =
O(s(n)) a tedy celkové deterministicky simulujeme M v prostoru O(s?(n)).

e Dodejme, ze s(n) mize byt zkonstruovano v prostoru O(s(n)) (jedné se o
prostorové konstruovatelnou funkei) a tudiZ neovliviiuje vyse uvedené tivahy.

4nemiize existovat polynomialné Gasové ohrani¢eny DTS simulujici kazdy polynomislni NT'S
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Dusledkem Savitchova teorému jsou jiz drive uvedené rovnosti:
e PSPACE = NPSPACE,
e k-EXPSPACE = k-NEXPSPACE.

7.3.3 Prostor kontra cas

Intuitivné muazeme Tici, ze zatimco prostor miZe rust relativné pomalu, cas muze
rist vyrazné rychleji, nebot mizeme opakované prochazet tymiz bunkami pasky
— opa¢né tomu byt zfejmé nemuze (nem4 smysl mit nevyuzity prostor).

Véta 7.3.4 NSpace[t(n)] € DTime[O(1)"™] pro kazdou &asové konstruovatel-
nou funkci t(n) > lg n.

Drikaz. D4 se pouzit do jisté miry podobna konstrukce jako u Savitchova teorému
— blize viz literatura. |

7.3.4 Uzavrenost vici doplnku

Dopliikem tridy rozumime t¥idu jazyku, které jsou dopliikem jazykt dané t¥idy.
Tedy oznacime-li doplnék tiidy C jako co-C, pak L € C < L € co-C. U rozhodovani
problému toto znamend rozhodovani komplementérniho problému (prézdnost x
neprazdnost apod.).

Prostorové tridy jsou obvykle uzavreny vici doplnku:

Véta 7.3.5 Jestlize s(n) > lg n, pak NSpace(s(n)) = co-NSpace(s(n)).

Diikaz. Jednd se o teorém Immermana a Szelepcsényiho — dikaz viz literatura.O
Pro casové tridy je situace jina:
e Nékteré tridy jako P ¢i EXP jsou uzavreny vici doplriku.

e U jingch viyznamnych trid zustdvd otdzka uzavrenosti vici dopliiku otevrend.
Proto ma smysl hovorit napt. i o tfidach jako:

— co-NP ¢i
— co-NEXP.

Véta 7.3.6 Trida P je uzaviena vici dopliku.

Diikaz. (idea) Zékladem je to, Ze ukdzeme, Ze jestlize jazyk L nad ¥ muze byt
prijat DTS M v polynomidlnim case, pak také existuje DTS M’, ktery L rozhoduje
v polynomiédlnim ¢ase, tj. L = L(M’) a existuje k € N takové, Ze pro kazdé w € ¥*
M’ zastavi v ¢ase O(|w|):

e M’ na zacatku vypoctu uréi délku vstupu w a vypocte p(|w|), kde p(n) je
polynom urcujici slozitost pfijimani strojem M. Na specidlni dodatecnou
pasku ulozi p(Jw|) symbola.
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e Niésledné M’ simuluje M, pricemz za kazdy krok umaze jeden symbol z
dodatecné pasky. Pokud odebere z této pasky vSechny symboly a M by
mezitim nepiijal, M’ abnorméalné ukoné{ vypocet (odmitne).

e M’ evidentné prijme vSechny Fetézce, které prijme M na to mu stacéi p(n)
simulovanych krokt a neprijme vsechny retézce, které by M neprijal — pokud
M neptijme v p(n) krocich, nepfijme viibec. M’ vSak vzdy zastavi v O(p(n))
krocich.

O

7.3.5 Ostrost hierarchie trid
7 dosavadniho muzeme shrnout, Ze plati nasledujici:
e LOGSPACE C NLOGSPACE C P C NP
e NP C PSPACE = NPSPACE C EXP C NEXP
e NEXP C EXPSPACE = NEXPSPACE C 2-EXP C 2-NEXP C ...
e ..C ELEMENTARY C PR C R C RE

Rada otazek ostrosti uvedenych vztahti pak zfistava oteviend, nicméné z tzv.
teorému hierarchie (nebudeme ho zde presné uvadét, nebot je velmi technicky —
zdjemci je naleznou v literatute) plyne, Ze exponencidlni jmezery® mezi tridami
jsou ,ostré“:

e LOGSPACE, NLOGSPACE C PSPACE,
e P C EXP,

e NP Cc NEXP,

e PSPACE c NEXPSPACE,

e EXP C 2-EXP, ...

7.3.6 Nékteré dalsi zajimavé vysledky

Véta 7.3.7 (Blumiv teorém) Pro kazdou totalni vycislitelnou funkei f : N — N
existuje problém, jehoz kazdé feseni s néjakou slozitosti ¢(n) mize byt zlepSeno
tak, Ze nové feSeni mé slozitost f(¢(n)) pro skoro kazdé n € N.

Diikaz. Viz literatura. O

V dusledku Blumova teorému tedy existuji problémy jejichz feSeni se slozitosti
t(n) je mozné donekonecna zrychlovat na lg t(n), lg lg t(n), lg lg lg t(n), ...

Nutnost pracovat s casove konstruovatelngmi funkcemi, abychom se vyhnuli
napt. tomu, ze DTime[f(n)] = DTime[2/(M] pro n&jaké f(n), vyjadiuje nasle-
dujici teorém:

Véta 7.3.8 (Gap Theorem) Ke kazdé rekurzivni funkci ¢(n) > n existuje rekur-
zivni funkce f(n) takova, ze DTime[p(f(n))] = DTime[f(n)].

5

Bez dukazu jsme doplnili, ze ELEMENTARY C PR.

Oo—
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Diikaz. Viz literatura — zalozeno na konstrukci funkce f takové, ze zaddny TS
nezastavi pro vstup délky n po¢tem krokt mezi f(n) a ¢(f(n)). |

7.3.7 R redukce, jazyky C-tézké a C-uplné

A7 doposud jsme t¥idy pouzivali jako horni omezeni slozitosti problémi. VSim-
néme si nyni omezeni dolniho — to zavedeme pomoci redukovatelnosti tridy pro-
blémi na dany problém.

R redukce je (podobné jako v kapitole o vycislitelnosti) funkei, kterd prevadi
problém na problém jiny. V teorii slozitosti je ale potieba, aby vyhovovala i jinym
pozadavkum, nez je prosta vycislitelnost:

Definice 7.3.1 Necht R je trida funkci. Jazyk L; C X7 je R redukovatelny
(presnéji R many-to-one reducible) na jazyk Lo C X3, coZ zapisujeme Ly < Lo,
jestlize existuje funkce f z R takovd, Ze w € L1 < f(w) € La.

Pokud se vsechny problémy néjaké tiidy R redukuji na jisty problém, pak je
tento problém v oné t¥idé uplny vzhledem k R redukei (alespon tak tézky, jako
kterykoliv jiny problém této t¥idy):

Definice 7.3.2 Necht R je trida funkci a C trida jazyku. Jazyk Lo je C-tézky
(C-hard) vzhledem k R redukovatelnosti, jestlize VL € C : L <} L.

Pokud problém tézky pro tfidu vzhledem k R redukci navic do této t¥idy patii,

Vv

Definice 7.3.3 Necht R je trida funkci a C trida jazykid. Jazyk Lo nazveme C-
tplny (C-complete) vzhledem k R redukovatelnosti, jestlize Lo € C a Lg je C-tézky
(C-hard) vzhledem k R redukovatelnosti.

Pro tridy C, C Co a jazyk L, jenZ je Co uplny vuci R redukovatelnosti, plati,
Ze bud Cq je celd R redukovatelnd na Cy nebo L € Ca \ Cy.

7.3.8 Nejbéznéjsi typy R redukce a tplnosti

Uvedme nejbéznéji pouZivané typy iplnosti — vSimnéme si, ze je pouzita reduko-
vatelnost dostatecné silnd na to, aby bylo mozné najit uplné problémy vici ni a
na druhou stranu nebyly pfislusné ti{dy trividlné redukovény na jejich (mozné)
podtiidy:

e NP, PSPACE, EXP tuplnost je definovana vuci polynomidlni redukovatel-
nosti (tj. redukovatelnosti pomoci DTS pracujicich v polynomidlnim case),

e P, NLOGSPACE uplnost definujeme vuci redukovatelnosti v determinis-
tickém logaritmickém prostoru,

e NEXP tplnost definujeme vici exponencidlni redukovatelnosti (tj. reduko-
vatelnosti pomoci DTS pracujicich v exponencialnim case).

Zvlasté dulezité je polynomialni redukce, protoze podobné jako tfida P vyme-
zuje prakticky fesitelné problémy, polynomidlni redukovatelnost odpovidé reali-
zovatelné prevoditelnosti problémii.

DEF
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7.4 Priklady slozitosti problémiu

Priklady LOGSPACE probléma:
e existence cesty mezi dvéma uzly v neorientovaném grafu.
Priklady NLOGSPACE-uplnych probléma:
e existence cesty mezi dvéma uzly v orientovaném grafu,

e 2-SAT (SATisfiability), tj. splnitelnost vyrokovych formuli tvaru konjunkce
disjunke{ dvou literalu (literél je vyrokovd proménnd nebo jeji negace), napt.
(931 V _\.’,Eg) A ("IEQ V 563).

Priklady P-dplngch probléma:

e splnitelnost Hornovych klauzuli (pAgA...At) = u, kde p, g, ... jsou atomické
formule predikatové logiky,

e nalezitost retézce do jazyka bezkontextové gramatiky,

e néslednost uzlu pii pruchodu grafem do hloubky (pro dané fazeni pfimych
néslednik).

Priklady NP-dplnijch problémai:
e 3-SAT a obecny SAT — viz déle,
e fada grafovych problému, napf.:

— existence kliky dané velikosti,

existence Hamiltonovské kruznice v neorientovaném grafu,

existence orientované Hamiltonovské kruznice v orientovaném grafu,

barvitelnost: 1ze dany neorientovany graf obarvit jistym poctem barev?,

uzlové pokryti neorientovaného grafu mmnozinou uzlt o urcité velikosti
(tj. mnozinou uzli, se kterou souvisi vSechny hrany),

e problém obchodniho cestujiciho,

e knapsack — mame polozky s cenou a hodnotou, maximalizujeme hodnotu
tak, aby cena neprekrodila uréitou mez.

Priklady co-NP-uplnych problémai:

e ekvivalence regularnich vyrazu bez iterace.
Priklady PSPACE-uplngch problémai:

e ekvivalence regularnich vyrazu,

e nalezitost Tetézce do jazyka kontextové gramatiky,

e model checking formuli linedrni temporalni logiky (LTL — vyrokova logika
doplnéné o temporalni operdtory until, always, eventually, next-time) s ohle-
dem na velikost formule,

e nejlepsi tah ve hie Sokoban.
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Priklady EXP-uplnych problémai:
e nejlepsi tah v Sachu (zobecnéno na Sachovnici n x n),

e model checking procest s neomezenym zdsobnikem (rekurzi) vici zafixované
formuli logiky vétviciho se ¢asu (CTL) — tj. EXP ve velikosti procesu.

e inkluze pro tzv. visibly push-down jazyky (operace push/pop, které provadi
prijimajici automat jsou soucasti vstupniho Fetézce).

Priklady EXPSPACE-upinych problémai:
e ckvivalence regularnich vyrazii doplnénych o operaci kvadrat (tj. r2).

k-EXP / k-EXPSPACE:

e rozhodovani splnitelnosti formuli Presburgerovy aritmetiky — tj. celoc¢iselné
aritmetiky se s¢itdnim, porovnavianim (ne nasobenim — to vede na tzv. Pe-
anovu aritmetiku, ktera je jiz nerozhodnutelnd) a kvantifikaci{ prvniho fadu
(napt. Va,y : « < z + y) je problém, ktery je v 3-EXP (2-EXPSPACE-
uplny).

Problémy mimo ELEMENTARY:

e ekvivalence regularnich vyrazt doplnénych o negaci,

e rozhodovani splnitelnosti formuli logiky WS1S — celo¢iselna aritmetika s
operaci +1 a kvantifikac{ prvntho a druhého faddu (tj. pro kazdou/existuje
hodnota, resp. mnozina hodnot, takova, ze ...),

o verifikace dosazitelnosti v tzv. Lossy Channel Systems — procesy komuniku-
jici pfes neomezenou, ale ztratovou frontu (cokoliv se muze kdykoliv ztratit).

7.5 SAT-problém

SAT-problém (problém splnitelnosti booleovskych formuli) byl prvnim problé-
mem, jehoz NP-iiplnost vzhledem k polynomialni redukci se podarilo dokazat.
V mnoha pripadech jej lze s Gspéchem pouzit k dikazu NP-tézkosti.

7.5.1 Polynomialni redukce

Definice 7.5.1 Polynomidlni redukce jazyka Ly nad abecedou X1 na jazyk Lo
nad abecedou Xo je funkce f: X7 — 35, pro kterou plati:

1.YweXi:weLl & f(w) € Ly
2. f je Turingovsky vycislitelnd v polynomidlnim case

Ezistuje-li polynomidlni redukce jazyka Ly ma Lo, Tikdme, Ze Ly se redukuje
na Ly a piseme Ly <} L.

Véta 7.5.1 Je-li Ly <P Ly a Ly je ve tfidé P, pak L; je ve t¥idé P.
Drikaz. Necht My je Turinglv stroj, ktery provadi redukci f jazyka L na Lo a

necht p(z) je jeho Gasova slozitost. Pro libovolné w € Ly vypocet f(w) vyzaduje
nanejvys p(|w|) kroku a produkuje vystup maximélni délky p(Jw|) + |w|. Necht

DEF
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My pfijimé jazyk Lo v polynomidlnim éase daném polynomem ¢(x). Uvazujme
Turingtiv stroj, ktery vznikne kompozici — My M. Tento stroj prfijima jazyk L,
tak, ze pro kazdé w € L; udéla stroj — MM, maximalné p(|w|) +¢(p(Jw|) + |w|)
krokt, coz je polynomem ve |w| a tedy L lez{ ve t¥idé P. O

Priklad 7.5.1 Funkce f : {z,y}* — {x,y,z}* definovdna jako f(v) = vzv je
polynomidini redukct jazyka Ly = {w|w je palindrom nad {z,y}} na jazyk Ly =
{wzwl|w € {z,y}*}.

Predchozi véta nam dava praktickou moznost jak ukazat, ze urcity jazyk je ve
tfidé P. Navic, preformulujeme-li tuto vétu takto: ,Jestlize plati L1 <5 Ly a Ly
nelezi v P, pak Lo také nelezi v P“, mizeme dokazovat, ze urcity jazyk nelezi v
P.

7.5.2 Problém splnitelnosti - SAT problém

Necht V' = {vy,va,...,v,} je konetnd mnozina Booleovskych proménnych (prvot-
nich formuli vyrokového poc¢tu). Literdlem nazveme kazdou proménnou v; nebo
jeji negaci v;. Klauzuli nazveme vyrokovou formuli obsahujici pouze literaly spo-
jené vyrokovou spojkou V (nebo).

Priklady klauzuli: v; Vvs, wve Vws, v1 VU3V uvs.

SAT-problém lze formulovat takto: Je dana mnozina proménnych V' a mnozina
klauzuli nad V. Je tato mnozina klauzuli splnitelna?

Kazdy konkrétni SAT-problém muzeme zakdédovat jedinym Fetézcem takto:
Necht V' = {v1,ve,...,v,}, kazdy literdl v; zakédujeme Fetézcem délky m, ktery
obsahuje samé 0 s vyjimkou ¢-té pozice, kterd obsahuje symbol p, jde-li o literal
v;, nebo n, jde-li o literal v;. Klauzuli reprezentujeme seznamem zakdédovanych
literalii oddélenych symbolem /. SAT-problém bude seznam klauzuli uzavienych
v aritmetickych zavorkach.

Priklad 7.5.2 SAT-problém obsahuje proménné vy, ve,v3 a klauzule v1 VT3, va V
v3, U1 VU3 V vy bude reprezentovdna retézcem: (p00/0n0)(0p0/00p)(rn00,/00n/0p0)

Oznacme Lgar jazyk obsahujici fetézce tohoto typu, které reprezentuji spl-
nitelné mnoziny klauzuli. Retézec (p00/0n0)(0p0/00p)(n00/00n/0p0) je prvkem
Lsar (1 = F,vy = F,v3 = T'), narozdil od Fetézce (p00,/0p0)(n00/0p0)(p00/0n0)
(n00/0n0), ktery je kédem nesplnitelné mnoziny klauzuli v1 V vg, 77 V va, v1 V Tz,
U1 V Ua.

Pfifazeni pravdivostnich hodnot budeme reprezentovat fetézcem z {p,n}™,
kde p v i-té pozici predstavuje pritazeni v; = true a n v i-té pozici predstavuje
prifazeni v; ~ false.

Pak test, zda urc¢ité hodnoceni je modelem mnoziny klauzuli (mnozina klauzuli
je pro toto hodnoceni splnéna), je velmi jednoduchy a ilustruje ho obrazek:

v,=true
v,=false
v,=fase—nnp

nnp nnp nnp

/

(pOO/ONO) ~ (OpO/00P)  (ROO/OON/OpO)

Xty

Xty
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Na uvedeném principu miizeme zkonstruovat nedeterministicky Turingtv stroj,
ktery prijima jazyk Lgar v polynomialnim case. Zvolime 2-paskovy Turinglv
stroj, ktery:

1. zaciné kontrolou, zda vstup reprezentuje mnozinu klauzuli,
2. na 2. pasku vygeneruje fetézec z {n, p}™ nedeterministickym zptisobem,

3. posouva hlavu na 1. pasce a testuje, zda pro dané ohodnoceni (na 2. pasce)
je mnozina klauzuli splnitelné.

Tento proces miize byt snadno implementovan s polynomialni slozitosti ptijeti
v zévislosti na délce vstupniho fetézce a tedy Lgar € NP.

Véta 7.5.2 Cookiv teorém: Je-li L libovolny jazyk z NP, pak L <% Lgar.

Diikaz. Protoze L € NP, existuje nedeterministicky Turingtv stroj M a polynom
p(x) tak, ze pro kazdé w € L stroj M prijimé w v maximélné p(|w|) krocich. Jadro
dukazu tvori konstrukce polynomiélni redukce f z L na Lgar: Pro kazdy fetézec
w € L bude f(w) mnozina klauzuli, které jsou splnitelné, pravé kdyz M pfijima
w. O

Véta 7.5.3 SAT je NP-uplng vzhledem k polynomidlni redukci.

Diikaz. Ptimo z predchoziho. o

7.5.3 NP-uplné jazyky

Po objeveni Cookova teorému se ukazalo, ze mnoho dalsich NP jazykt ma vlast-
nost podobnou jako Lgar, t.j. jsou polynomialnimi redukcemi ostatnich NP ja-
zyki.
Tyto jazyky se — jak jiz vime — nazyvaji N P-ipiné (N P-complete) jazyky.
Kdyby se ukazalo, ze libovolny z téchto jazyki je v P, pak by muselo platit
P = N P; naopak dtikaz, ze néktery z nich lezi mimo P by znamenalo P C NP.

7.5.4 Vyznacné NP-uplné problémy

o Satisfiability: Je boolovsky vyraz splnitelny?

e (lique: Obsahuje neorientovany graf kliku velikosti k7

e Vertex cover: Ma neorientovany graf dominantni mnozinu mohutnosti k?
e Hamilton circuit: M4 neorientovany graf Hamiltonovskou kruznici?

e Colorability: Ma neorientovany graf chromatické cislo k7

e Directed Hamilton circuit: Ma neorientovany graf Hamiltonovsky cyklus?

e Set cover: Je dana trida mnozin Si, Ss, ..., S,. Existuje podtfida k mnozin
s k . n
Sivs Sigs -, Sy, takova, ze U;_y Sij = U=, S5 7
e Fxact cover: Je dana tf¥ida mnozin Sy, 5s,...,S,. Existuje mnozinové po-

kryt{ (set cover) tvorené podtiidou po dvojicich disjunktnich mnozin?

Oo—
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7.5.5 Pouziti redukci k diikazu tGplnosti

Priklad 7.5.3 Dokdzeme, ze problém 3SAT ={¢| splnitelné formule ¢ v CNF
obsahujici v kaZdé klauzuli nanejvys 3 literdly } je NP-uplng.

Musime ukdzat:

e a)3SAT e NP
NTS si nedeterministicky zvoli prirazeni jednotlivym proménnym v 3SAT
formuli a v polynomidlnim case ovéeri, zda jde o splnujici privazend.

o b) SAT <, 3SAT
Zkonstruujeme polynomidlné vycislitelnou funkci f, pro kterou plati:

Ae SAT & f(A) € 3SAT

Funkce f pracuje ndsledovne:

Necht K = (a1, a2, as, ....a,) je klauzule v SAT kterd md vic nez 3 literdly.
Klauzuli K nahradime klauzulemi K; = (a1, a2,b) a Ko = (—b,as, ...,ay),
kde literdl b se nevyskytuje v puvodni formuli. Je zrejmé, Ze plati:

K, U K, je splnitelnd < K je splnitelnd

a navic klauzule Ko ma o jeden literal méné nez puvodni klauzule K. Ana-
logicky postupujeme, dokud formule obsahuje klauzule obsahujici vice neZ 3
literdly. Je zrejmé, Ze funkce f je polynomidlné vycislitelnd a navic pro ni
plati vyse wvedeny vztah.

Piiklad 7.5.4 Dokdzeme, Ze problém KLIKA = {(G,k)] G obsahuje tiplny
podgraf tvoteny k vrcholy} je NP-uplng Musime ukdzat:

e o) KLIKAe NP
NTS si nedeterministicky zvoli k vrcholi a v polynomidlnim case overi zda
tvort uplny podgraf.

e b)) SAT <, KLIKA
Zkonstruujeme polynomidiné vycislitelnou funkci f, pro kterou plati:

Ae SAT & f(A) e KLIKA

Funkce f vytvori z formule ¢ v CNF graf G a cislo k takové, Ze formule ¢
je splnitelnd, prdvé tehdy kdyz graf G obsahuje uplny podgraf tvoreny k vr-
choly. Cislo k odpovidd poctu klauzuli ve formuli. Vircholy grafu G odpovidaji
literdlim vyskytujicim se ve formuli. Hrana v G mezi dvéma vrcholy, které
odpovidaji dvéma literdlum, existuje prdve tehdy, kdyz tyto literdly nejsou
komplementdrni a nachdzeji se ve dvou ruznych klauzulich.

=

Predpoklddejme, Ze formule ¢ je splnitelnd a funkce H : {xl,...,z,} —
{0,1} je prirazend, které spliuje ¢. Pri tomto prirazeni existuje v kaZdé
klauzuli aspon jeden literdl, ktery md po tomto prirazeni hodnotu 1. Mezi
kazdymi dvéma vrcholy odpovidagjicimi temto literdlum existuje hrana, jelikoz
nejsou komplementdrni a nachdzeji se v ruznych klauzulich. Tudiz vznikly
graf patri do KLIKY .

Xty
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=

Predpoklddejme zZe vrcholy k1, ..., ky jsou vrcholy grafu, které tvori tuplngy
podgraf. JelikoZ mezi kaZdigmi dvéma vrcholy je hrana, musi byt odpovida-
jict literdly v navzdjem ruznych klauzulich a zdarover nemohou byt komple-
mentdrni. Tudiz téemto literdlum miZeme priradit hodnotu 1 a dostaneme
splniugici prirazent pro ¢.

Turingovy stroje jsou Casto pouzivany také pro popis a klasifikaci casové a pa-

vvvvvv

tFidam problému (jazykt) patii tiidy P, NP a NPC, avsak i ostatn{ t¥idy maji vy-
znam pro charakterizaci obtiznosti vypoctu. Reprezentativnim problémem tiidy
NPC je SAT problém.

7.6 Cviceni

Priklad 7.6.1

1.

Dokazte, Ze problém DoubleSat = {¢| formule ¢ v CNF kterd md dvé spl-
nitelné privazeni } je NP-iplng.

Dokazte, Ze problém rozhodnout, zda existuje obarveni neorientovaného grafu
tremi barvami, tak aby kazdé dva sousedni vrcholy mély ruznou barvu je NP-
uplny.

UvazZme problém 2SAT. Rozhodnéte, zda je NP tipiny nebo lezi v P.

Priklad 7.6.2

1.

Definujte casovou a prostorovou slozZitost viypoctu Turingova stroje nad da-
nym jazykem.

Proc se zavadi asymptotické omezeni sloZitosti? Pro danou funkci f definujte

mnozinu funkci O(f(n)), Q(f(n)) a ©(f(n)).

Definujte nasledujici slozitostni tridy P, NP, PSPACE, LOGSPACE,
NLOGSPACE a uvedte priklady problémi patrici do vijse uvedenyjch trid.

Uvedte jaky vliv md pouziti vicepdskovych TS a nedeterministickych TS na
sloZitost vypocti.

Vysvétlete Savitchiv teorém a jeho viznam.

Uvedte hierarchii sloZitostnich trid a zamyslete se na ostrosti jednotlivych
inkluzi.

Definujte obecné pojmy redukce, tézkost a dplnost. Ddle definujte polynomi-
alni redukci a vysvétlete na prikladu jeji pouZiti.

Definujte pojem NP-uplnost a wvedte priklady problémd, které jsou NP-
uplné.
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