1. termin zavérecné pisemky — MB101 — jaro 2013 — 22. 5.

Na fesen{ je 100 minut. Piste jen na pfedn{ strany listi. (Zadn{ strany nebudou opraveny ani skenovany.)
Veskeré odpovédi musf byt zdivodnény a vypocty musi byt doprovozeny komentéiem. (Reseni sestavajici
pouze z odpoveéd{ budou povazovéna za opsand a hodnocena 0 body.)

1. (5 bodu) Naleznéte vechny symetrické matice A rozméru 3 x 3 s jednickami na diagondle,
pro které plat{ A - (1,1,1)T = (1,2, 3)T.

2. (5 bodi) Necht ¢ je shodné zobrazeni prostoru R® do sebe a to symetrie podle roviny
zadané rovnici 7 — x3 = 0. Urcete matici zobrazeni ¢ ve standardni bazi.

3. (5 bodu) Pani Podlahové, aby si piivydélala k penzi, se rozhodla, ze zavaii a proda ovoce
ze své zahrady. Ma k dispozici 70 zavatovacich sklenic, 40 kg tfesni, 30 kg hrusek a cukr,
z néhoz vyrobi 9 kg nalevu. Na jednu sklenici zavafenych tfesni spotiebuje 0,6 kg tiesni
a 0,1kg nélevu, kdezto na sklenici zavarenych hrusek spotiebuje 0,5kg hrusek a 0,2kg
nalevu. Ptitom sklenici tfesni proda za 30 K¢ a sklenici hrusek za 40 K¢.

Urcete kolik méa ¢eho pani Podlahova vyrobit, pokud chce utrzit co nejvice penéz.

4. (5 bodu) Uvazujme jako Lesliecho model rustu néasledujici priklad, v némz farmar chova

ovece, a to vyhradné samice, nebot m4 specidlni vyslechténé plemeno, kde se samci rod{
naprosto vyjimecéné, a proto s nimi v nasem piikladé vubec nepocitdme.
Farmar ovce rozdéluje do ti{ vékovych kategorii: jehnata (0—1 rok), mladé ovce (1-2 roky)
a staré ovce (2-3 roky). Na konci kazdé sezény — v f{jnu — farmar prepocitava stado,
piicemz pravidelné zjistuje, Ze vidy polovina mladych ovei mu béhem roku porodila jedno
zdravé jehné a druhé polovina mladych ovei bud neporodila, nebo porodila jehné, které
neprezilo do konce sezény. Farmar proto pres zimu odesle na jatka tuto druhou polovinu
mladych ovel a dale vSechny staré ovce, protoze staré ovce se mu déle nevyplati chovat.
Prvni polovinu mladych ovci si ponechd a ony mu béhem nésledujiciho 1éta, nyni jiz jako
staré ovce, porodi po jednom jehnéti. Stejné tak si v chovu ponechd vSechna jehnata, ktera
se dozila t{jnového séitani a kterda mu potom béhem léta, nyni jako mladé ovce, porodi nova
jehnata jiz popsanym zpusobem. Takto se stard o své stado ovci jiz mnoho let.

Urcete, jak se farméri dati. Tj. rozhodnéte, zda se chov rozsituje, je stabilizovan na néjakém
poctu nebo vymira. Déle urcete, k jakému pomeéru se blizi pocty ovci v jednotlivych
veékovych kategoriich.



Vysledky
1. Matici A hleddme ve tvaru
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Podminka A - (1,1,1)T = (1,2, 3)T dava nésledujici soustavu rovnic pro nezndmé a, b, c.

l+a+b =
a+1l+4+c = 2
b+c+1 = 3

Resenim soustavy dostaneme a = —%, b= %, c= % Proto matice A existuje jedina a to
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Bodovani: tvar matice 1b, sestaveni soustavy 1b, vyreseni soustavy 2b, vysledek 1b.

2. Normalovy vektor roviny je u; = (1,0, —1) a muzeme déle volit dva vektory ze zaméreni
roviny: napi. ug = (1,0,1) a ug = (0,1,0). V bazi a = (uq, ug, u3) ma zobrazeni ¢ matici
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Pomoci vztahu (¢)c = (id)ea - (©)a,a - (id)q, dostaneme
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Pro ndvod jak se pocitaji matice prechodu (id)c o a (id)a,c doporucujeme znovu precist vzorové
feSeni druhé vnitrosemestralni pisemky.
Bodovdani: vybér vhodné bdze 1b, matice zobrazeni ve vhodné bazi 1b, matice prechodu 2x 1b,

vysledek 1b.

3. Oznacime-li x; pocet sklenic tfesni a x5 pocet sklenic hrusek, potom se jedna o 1lohu
linearniho programovani maximalizovat funkci 30 - xy + 40 - x5 pfi omezenich

T +xe <70,
0,6-z; < 40,
0,5-z9 < 30,
0,1-214+0,2-20 < 9.

Po nacrtnuti ptislusnych ptimek, vyznaceni polorovin urceni smérnic hrani¢nich ptimek ome-
zené oblasti zjistujeme, Ze maximum se naléz4 v pruseciku piimek z; + x5 = 70 a 0,1 - 7 +
0,229 =09, tj. v bodeé [50,20]. Maximalni zisk tak lze docilit vyrobenim 50 sklenic tfesni a 20
sklenic hrusek, a ¢ini 2 300 Ke.

Bodovani: sestaveni ulohy linedrniho programovani 2b, geometrické reseni 20, vysledek 10.
(Uhddnuti vysledku bez zdivodnéni 2b.)



4. Oznacme pocty jehnat, mladych ovei a starych ovel v n-té sezéné postupné j,, m, a s,.
Pro pocty na konci nasledujici sezény plati vztahy
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Maticové muzeme zapsat predchozi vztahy pomoci Leslieho matice
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jako (Jns1, Mans1, Sng1)? = L+ (Jn, My, 5,)T. Charakteristicky polynom matice L je —\3 + %)\ +
%. Dominantni vlastni ¢islo je A = 1 a chov je tudiz stabilizovany. Vlastni vektor ptislusny
vlastnimu éislu A = 1 je (2,2,1). Proto se chov stabilizuje ve struktute: 40% jehnat, 40%
mladych ovel a 20% starych ovei. Jinymi slovy: jehnat bude stejné jako mladych ovel a starych
ovci bude polovina tohoto poctu.

Poznamenejme, 7e dand matice L je primitivn{ (je tfeba spocitat L) a tedy jakdkoli pocétecnt
struktura stada skutecné konverguje k popsané stabilni struktufte.

Bodovdni: sestaveni matice 2b, vlastni kladné redlné cislo 1b, prislusny vlastni vektor 1b,
interpretace 10.



