3. termin zavérecné pisemky — MB101 — jaro 2013 — 11. 6.
SKUPINA — A

Na feSen{ je 150 minut. PiSte jen na predni strany listu. (Zadn{ strany nebudou opraveny ani skenovany.)
Veskeré odpovédi musi byt zdiivodnény a vypocty musi byt doprovozeny komentéfem. (Redeni sestdvajici

pouze z odpovédi budou povazovéna za opsané a hodnocena 0 body.)

1. (5 bodi) V roviné R? uvazujeme pravidelny dvandctithelnik A; A, ... Ao, ktery je vepsan
do kruznice s polomérem 2, se sttedem S = [0, 0] v po¢atku a vrcholem A; = [2,0]. Pfitom
vrcholy dvanactitihelniku A; A, ... Ajs jsou ¢éislovany v kladném smeéru, tj. vrchol A ma
obé souradnice kladné.

i) Urcete souradnice vrcholu As.
ii) Urcete obsah dvanéctitihelniku A; Ay ... Ajs.
iii) Urcete obsah trojuhelniku A; A5 As.
iv) Urcete velikost uihlu, ktery sviraji uhlopticky A;As a AgAs.
v) Urcete prusecik piimek AsAg a AjAsz.

2. (5 bodi) V prostoru R? je ddn ¢tyistéen ABCD, kde A = [0,1,0], B = [1,0,1], C =
[—1,1,1] a D = [3,2,1]. Bud P pata vysky spusténa z vrchlu D do roviny stény ABC.
Urcete soutradnice bodu P a velikost vysky DP.

3. (5 bodu) Uvazujme nésledujici piiklad jako Markovuv proces.

Roztrzity profesor s sebou nosi destnik, ale s jistou pravdépodobnosti jej zapomene tam,
odkud zrovna odchazi. Rano odchézi z domova do préace, a protoze byva po ranu v kondici,
pravdépodobnost, ze destnik zapomene doma, je pouze 1/3. Z prace chodi odpoledne
do restaurace a pravdépodobnost, ze destnik zapomene v préci, je 1/2. V restauraci si
da pozdni obéd a jde domu, pficemz pravdépodobnost, ze zapomene destnik v restauraci,
je rovna 2/3. Uvazujme pro jednoduchost, ze nikam jinam po dostateéné dlouhou dobu
profesor nechodi a ze v restauraci zustava destnik na profesorové oblibeném misté, odkud
si ho muze néasledujici den (pokud nezapomene) vzit.

Napiste matici tohoto Markovova procesu. (Je vhodné za casovou jednotku vzit jeden den
— od pulnoci do pilnoci.) Jaké je pravdépodobnost, ze se po mnoha dnech bude destnik
nalézat o pulnoci doma?

4. (5 bodu) Ve standardni bézi € je ddna nésledujici matice linedrniho zobrazeni ¢ vekto-
rového prostoru R? do sebe.

WIN WIN Wl

A= (SO)E,e =

Wl Wi Wi
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i) Ukazte, ze charakteristicky polynom zadané matice A je —A3 + A2 + X — 1.
ii) Urcete vlastni ¢isla a vektory matice A.
iii) Urcete, o jaké zobrazeni ¢ se jedna.
V édsti i) ocekdvdme odpovéd tvaru: je to kolmd projekce do roviny (resp. symetrie podle roviny, symetrie

podle primky, otdceni podél osy apod.). Vidy musi byt také prislusnd rovina nebo primka jednoznacéné

popsdna.



3. termin zavérecné pisemky — MB101 — jaro 2013 — 11. 6.
SKUPINA — B

Na feSen{ je 150 minut. PiSte jen na predni strany listu. (Zadn{ strany nebudou opraveny ani skenovany.)
Veskeré odpovédi musi byt zdiivodnény a vypocty musi byt doprovozeny komentéfem. (Redeni sestdvajici

pouze z odpovédi budou povazovéna za opsané a hodnocena 0 body.)

5. (5 bodi) V roviné R? uvazujeme pravidelny osmidhelnik B;B, ... Bg, ktery je vepsdn
do kruznice s polomérem 2, se stredem S = [0, 0] v po¢atku a vrcholem B; = [2,0]. Pfitom
vrcholy osmithelniku By B, ... Bs jsou cislovany v kladném smeéru, tj. vrchol By mé obé
soutadnice kladné.

i) Urcete soutadnice vrcholu Bs.
ii) Urcete obsah osmithelniku By B; ... Bs.
iii) Urcete obsah trojihelniku B, BsBy.
iv) Urcete velikost tihlu, ktery sviraji uhlopticky BoBs a BsBy.
v) Urcete prusecik piimek ByB; a By Bs.

6. (5 bodu) V prostoru R? je ddn ¢tyistén ABCD, kde A = [-1,0,1], B =[1,2,-1], C =
[—3,2,1] a D = [5,2,3]. Bud P pata vysky spusténd z vrchlu D do roviny stény ABC.
Urcete soutradnice bodu P a velikost vysky DP.

7. (5 bodu) Uvazujme nésledujici piiklad jako Markoviv proces.

Roztrzity profesor s sebou nosi destnik, ale s jistou pravdépodobnosti jej zapomene tam,
odkud zrovna odchézi. Rano odchazi z domova do prace, a protoze byva po rdnu rozespaly,
pravdépodobnost, Ze destnik zapomene doma, je rovna 2/3. Z préace chodi odpoledne do re-
staurace a pravdépodobnost, ze destnik zapomene v préci, je 1/2. V restauraci si da pozdni
obéd a jde domu, pricemz pravdépodobnost, ze zapomene destnik v restauraci, je pouze
1/3. Uvazujme pro jednoduchost, ze nikam jinam po dostatetné dlouhou dobu profesor
nechodi a ze v restauraci zustava destnik na profesorové oblibeném misté, odkud si ho
muze nasledujici den (pokud nezapomene) vzit.

Napiste matici tohoto Markovova procesu. (Je vhodné za casovou jednotku vzit jeden den
— od pulnoci do pilnoci.) Jaké je pravdépodobnost, ze se po mnoha dnech bude destnik
nalézat o pulnoci doma?

8. (5 bodu) Ve standardni bézi € je ddna ndsledujici matice linedrniho zobrazeni ¢ vekto-
rového prostoru R? do sebe.

B = (SO)E,e =
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i) Ukazte, ze charakteristicky polynom zadané matice B je —A3 + 2)\? — A,
ii) Urcete vlastni ¢isla a vektory matice B.
iii) Urcete, o jaké zobrazeni ¢ se jedna.
V édsti i) ocekdvdme odpovéd tvaru: je to kolmd projekce do roviny (resp. symetrie podle roviny, symetrie

podle primky, otdceni podél osy apod.). Vidy musi byt také prislusnd rovina nebo primka jednoznacéné

popsdna.



Vysledky — skupina A

1. i) Oznaé¢ime-li S stied dvandctithelniku A3 A, ... Ao, pak velikost £A;SAs je dvandctina
velikosti plného 1hlu 360°, tj. 30°. Proto vektor S A, ziskdme oto¢enim vektoru SA; o tento

uhel. Matice otaceni je
n_ [ cos 30° —sin30°
~\ sin30°  cos30° )°

Obraz (2,0) je R-(2,0)" = (v/3, ). (Jing postup: staci spustit kolmici z bodu Ay na zdkladnu
S Ay a urcit potrebné délky v prislusném pravouhlém trojuhelniku s whlem u vrcholu S velikosti
30°.) Tedy A, = [V/3,1].

ii) Obsah trojtihelniku A;S A, je 1, nebot m4 zakladnu 2 a vysku 1. (Jing postup: lze pouZit
determinant matice s Tadky S—Al> =(2,0) a 57@ = (v/3,1). Obsah trojihelniku ASAy je pak
jeho polovina.) Obsah dvandctithelniku Aj Ay ... Ajs je 12, protoze je sjednocenim dvandcti
shodnych trojuhelnika o velikosti 1.

iii) Jiz vime Ay = [v/3,1]. Podobné A5 = [~1,v/3] a As = [-V/3, —1]. Obsah tak miizeme
urcit jako polovinu determinantu matice s radky m = (-1 -v3,V3-1) a m =
(—2V/3,-2). Dostévame (2 + 2v/3 + 23" — 2V3| = 3-8 = 4. (Jing zpiisob: povsimneme
si, Ze As je obrazem bodu As pti otdcent o uhel 90° kolem pocdtku S. Stejné tak je Ag obrazem
bodu As, ddle Ay je obrazem bodu Ag a konecéné Ay je obrazem bodu Ai1 ve stejném otdcent.
Tedy Ay AsAs Ay je ctverec s uhloprickou délky 4. Strana tohoto Gtverce md velikost 2v/2 a obsah
ctverce je 8. Trojuhelnik AyAsAs je polovinou ctverce AsAsAgAq1, a md tedy obsah 4.)

, Y alsN

iv) Protoze vime, ze u = Ay A5 = (=1 —/3,V3 1) av = AyAg = (—2/3, —2), lze spocitat
odchylku « vektorti u a v pomoci skalarniho soucinu:

(u,v) _ 8 :Q
lull ol V84 27

Proto velikost £ A5A5Ag je 45°. (Jing postup: z druhého zdiuvodnéni v bodu iii) mizeme vidét,
Ze trouhelnik AyAsAs je pravouhly a rovnoramenny. Odtud snadno |£AsAsAg| = 45°.)
. - [

v) Protoze Ay = [V/3,1] a Ay = [~1, —/3], je vektor A;Ag = (—1 —+/3, —/3 — 1) ndsobkem
vektoru (1, 1). Tedy pifmka p prochézejici body A, a Ag ma parametricky popis [v/3, 1]+¢-(1, 1).
Néas zajima jeji prusecik s osou z, tj. hleddme takové ¢, aby druha soutadnice byla rovna 0.
Tedy t = —1 a dostavame prusecik primky p a osy x o soutadnicich [\/g —1,0].

Bodovani: pétkrat 1b.

2. Komentai: viz skupina B. Vysledek P = [2,0,0] a velikost vyiky je /6.
Bodovani: bod P 3b, velikost vysky 2b .

cosa =

3. Destnik se o pulnoci naléza na jednom ze ti{ mist, a to doma, v praci nebo v restauraci.
Maéame tedy tii stavy naseho systému a musime zjistit, jaké jsou pravdépodobnosti zmén stavu
za jednu ¢asovou jednotku (jeden den). Matice Markovova procesu je tedy rozméru 3 x 3, kde
prvni fadek i sloupec je vyhrazen pro stav ,destnik doma“, druhy tadek i sloupec je pro stav
ydestnik v praci® a tieti pro stav ,,destnik v restauraci®.

Zacnéme od konce a urceme, jaka je pravdépodobnost pi3, tedy pravdépodobnost, ze se
destnik premisti z restaurace domu. To je primo v zadani: p;3 = % Podobné p33 = % Dale
pa3 = 0, protoze pokud byl destnik o pulnoci v restauraci, nemuze byt o nasledujici pulnoci
v praci. Mame tedy urcen tieti sloupec matice.

Hodnota pis je pravdépodobnost, ze se destnik premisti z prace domu. Musi tedy pockat
v praci na profesora, potom musi s pravdépodobnosti % cestovat do restaurace a odtud musi

s pravdépodobnosti % cestovat s profesorem domu. Tedy p1o = %. Ziejmé poy = % a snadno



nahlédneme, ze po3 = % . % = é Podobné urcime py; = % . % = é aps =35"5°35= %. Trochu

opatrnéji musime ur¢it pq;, protoze mame dvé moznosti, jak se muze destnik béhem jednoho
dne dostat ze stavu ,doma“ do stavu ,doma*“. Bud destnik zistane hned rdno doma, nebo ho

profesor zanese do prace i do restaurace a pak vrati domu. Proto p;; = % + % . % . % = g. Celkem
dostavame
4 1 1
9 6 3
[ 11
M=|3 3 0
2 1 2
9 3 3

Povsimnéme si, ze se jednd skutectné o stochastickou matici (tj. soucet ¢isel v jednotlivych
sloupcich je 1) a ma tedy vlastn{ ¢islo 1. Navic je M i primitivni, protoze M? je zfejmé pozitivni
matice.

(Matici M je také mozné zkonstruovat jinak. Urcéime tii pomocné matice, které popisuji
pravdépodobnosti zmén stavu jednotlivych t7i cest pana profesora: My bude popisovat cestu
z domu do prdce, My cestu z prdace do restaurace a Mz cestu z restaurace doma.

£ 00 1 00 10 5
Mi=| 210 |, My=[02%2 0], My=|[010
001 011 00 2

Potom jiz snadno dostaneme M = Ms - My - M;.)
Nyni muzeme uréit vlastni vektor, ktery je feSsenim homogenni soustavy dané matici

M-—E=

Wl N[~ D=

Ol W= ©olut
W= O wi=

Vyfesenim soustavy ziskdme vlastni vektor (3,2,4), ktery vyndsobime ¢islem %, abychom do-
stali pravdépodobnostni vektor (3, 5, 5). Pravdépodobnost, Ze se po mnoha dnech bude destnik
nalézat o pulnoci doma, je tedy %

Bodovdni: matice 3b (z toho 1b pokud uvedend matice je Spatné, ale je stochastickd spravného

rozmeéru 3 x 3), vlastni vektor 1b, interpretace 1b.

4. Charakteristicky polynom lze napiiklad spocitat metodou popsanou ve skupiné B. V ma-
tici A—\F pricteme prvni fadek k tfetimu a dvojnasobek prvniho radku ke druhému. Pak pujde
z druhého a tietiho radku vytknout (1 — A) a determinant snadno dopoéitat. Vlastni ¢isla jsou
tedy 1 a —1 a k obéma je tieba spocitat vlastni vektory. Zkusme nejdiive A = 1, tj. feSime
homogenni soustavu s néasledujici matici, kterou ihned nédsobime 3 a eliminujeme.

1 2 1
2 4 2
1 2 1

Vidime, ze matice ma hodnost 1 a soustava ma feseni dimenze 2 a jsou to vektory kolmé k vek-
toru (1, —2,1). Podprostor vlastnich vektoru piislusnych vlastnimu éislu 1 jsou tedy linedrni
kombinace vektoru (1,1,1) a (1,0, —1). Nyni nenf tfeba nic dél poc¢itat. Nutné musi vyjit vektor
(1,-2,1) jako vlastni vektor piislusny vlastnimu ¢islu —1. Nicméné lze to spocitat i FeSenim
prislusné soustavy. Podprostor vlastnich vektoru prislusnych vlastnimu éislu 1 jsou tedy vSechny
nasobky vektoru (1, —2,1).

Zobrazeni ¢ je soumérnosti podle roviny kolmé k vektoru (1, —2, 1), tj. roviny dané rovnici
I —2[L‘2+l‘3 = 0.



Bodovani: charakteristicky polynom 1b, vypocet vlastnich vektoru 2b, typ zobrazeni 1b, popis
roviny 1b.

Vysledky — skupina B

5. Analogicky jako skupina A

i) Uhel £ B,S B, mé velikost 45°. Dostaneme By = [\/_ \/_]

ii) Obsah trojihelniku B;SB; je v/2, nebot mé zakladnu 2 a vysku y/2. Proto je obsah
osmithelniku By Bs ... Bs roven 8v/2.

iii) Plat{ By = [v2, 2, Bs = [2,0], By = [0, —2]. Tedy BoB, = (—2—v/2, —v/2) a By B, =
(=2, =2 — v/2). Obsah trojihelniku je 1[(2 4+ v/2)* — \/_2\ =2+ 2\/_

iv) Z predchoriho (BsBs, BaBy) = 2v/2(2 + V/2). Déle || ByBa||? = | Ba Bl = @+y2+
\/_ = 8 4 42 = 4(2 + V/2). Proto pro tihel 3, ktery sviraji vektory gB; a 8287, plati

cos 3 = g a thel 5 ma velikost 45°. (Pro znalce stredoskolské matematiky to neni prekvapent,

protoze se jednd o obvodovy thel ke stredovému tihlu £ BsS Bz, ktery md velikost 90°.)

v) [2v/2 —2,0].

Bodovani: pétkrat 1b.

6. Vektor AP je kolma projekce vektoru AD=D— A= (6,2,2) do roviny urc¢ené body A,
B a C. Pottebujeme tudiz urcit kolmou projekei vektoru w = (6, 2,2) do roviny U dané vektory
Uy = ﬁ =B-A=(2,2,-2)auy = 1@ =C—-A=(-2,2,0). Jednodussi bude urcit projekci
vektoru w do ortogonélniho doplitku U+. Vektor kolmy k vektortim u; a us je napiiklad vektor
v =(1,1,2). Hleddme tedy P, = a - v tak, aby w — P, byl v roviné U, tedy kolmy k v. (Tento
vektor w — P, je pak hledanou projekci do roviny U, tzn. je roven vektoru ﬁ Zaroven ﬁ
bude rovno P,.) Hleddme proto skalar a tak, aby (w — av,v) = 0. Odtud (w,v) —a-(v,v) =0

a dostaneme a = %;’:; =2 =2 Proto P, =av=1(2,2,4)aAP =w—P, = (6,2,2)—(2,2,4) =

(4,0,—2). Celkem dostavame P=A+ AP = —1,0,1] + (4,0,—-2) = [3,0, —1].
Velikost vysky je velikost vektoru PD = P = (2,2,4), coz je /22 + 22 + 42 = /24 = 21/6.
Bodovdni: bod P 3b, velikost vysky 2b .

7. Postup stejny jako ve skupiné A. Matice jsou nésledujici.

200 100 10 2 ¢ 3 2
Mi=| 3 10|, M=[034 0|, Ms=[010]|,M=]| 30
1 1 1 1 1

001 011 00 1 L i3

Vlastni vektor piislusny dominantnimu vlastnimu éislu 1 je (6,2, 1). Pravdépodobnost, ze se

po mnoha dnech bude destnik nalézat o ptulnoci doma, je tedy rovna g = %
Bodovdni: matice 3b (z toho 1b pokud uvedend matice je Spatné, ale je stochastickd spravného

rozmeéru 3 x 3), vlastni vektor 1b, interpretace 1b.

8. Charakteristicky polynom |B — AE| lze spocitat piimo, nicméné my upiednostnime
vypocet pomoci elementarnich fadkovych tprav. Prvni tadek pticteme k druhému a odecteme
od tretitho. Dostaneme

N T T R P B
B-AE|=| L} 2-x 1 |=/1-Xx 1-x 0
“Lol oz | S14a 0 1-0



Nyni muzeme vytknout (1 — \) jak z druhého, tak z tretiho fadku. Dostaneme

-

|B—ME|=(1-)\?-] 1
-1

0
1

wirN
W=

O = Wi

Nyni pticteme (%)—nésobek tretiho rddku k prvnimu a dostaneme matici, kde muzeme pouzit

rozvoj podle tietiho sloupce. Dostaneme

—A
IB—AE|=(1-)\?*| 1
~1

W

- A
1

=(1=N (1)1 = (1= 1" (=),

—_ Wl

O Wi
_ o O

Mdme charakteristicky polynom —\ - (1 — \)? a vlastn{ ¢fslo 1 (algebraické ndsobnosti 2)
a vlastni ¢islo 0.
Urceme nyni vlastni vektory piislusné vlastnimu ¢islu 1. Matice B — AE je rovna

Wl Wi Wl

Sy
|
&5
Il
W= Wi Wl

W= Wl Wl

Prvni a tfeti fadky jsou totozné, druhy je jejich (—1)-ndsobek. Hodnost matice je tedy 1.
Prostor feseni, a tedy prostor vlastnich vektoru V; ptislusnych vlastnimu ¢islu 1, ma dimenzi 2
a jednd se tedy o rovinu vektoru, které zobrazeni ¢ zobrazuje na sebe. Baze prostoru V; sestava
z jakékoli linedrné nezavislé dvojice vektoru, které fesi homogenni soustavu. Napiiklad (1,1, 0)
a (0,1,1).

Urceme nyni vlastni vektory piislusné vlastnimu ¢islu 0. Matice B — AE je rovna B. Podle
pocatecniho vypoctu (determinantu | B|) umime matici B upravit (pomoci elementéarnich fadkovych
uprav) na matici, kterou snadno prevedeme do schodovitého tvaru

2 1 1

2 4 4 1 1 0 110
1 1

1 1 0 0 0 0 000

Vyslednd matice mé hodnost 2, tudiz prostor vlastnich vektort je jednodimenzionalni a jedné
se o nasobky vektoru (1,—1,1). Protoze je to vektor kolmy k podprostoru V; a obraz vektoru
(1,—1,1) v zobrazeni ¢ je 0- (1,—1,1) = 0 dostdvame, ze ¢ je zobrazeni kolmé projekce do
roviny V. Obecnd rovnice roviny Vi je 1 — 29 + x3 = 0.

Bodovani: charakteristicky polynom 1b, vlastni vektory 2b, interpretace 2b (z toho urceni
zobrazeni ¢ 1b, rovina 1b).



