
3. termı́n závěrečné ṕısemky — MB101 — jaro 2013 — 11. 6.

SKUPINA — A

Na řešeńı je 150 minut. Pǐste jen na předńı strany list̊u. (Zadńı strany nebudou opraveny ani skenovány.)

Veškeré odpovědi muśı být zd̊uvodněny a výpočty muśı být doprovozeny komentářem. (Řešeńı sestávaj́ıćı

pouze z odpověd́ı budou považována za opsaná a hodnocena 0 body.)

1. (5 bod̊u) V rovině R2 uvažujeme pravidelný dvanáctiúhelńık A1A2 . . . A12, který je vepsán
do kružnice s poloměrem 2, se středem S = [0, 0] v počátku a vrcholem A1 = [2, 0]. Přitom
vrcholy dvanáctiúhelńıku A1A2 . . . A12 jsou č́ıslovány v kladném směru, tj. vrchol A2 má
obě souřadnice kladné.

i) Určete souřadnice vrcholu A2.

ii) Určete obsah dvanáctiúhelńıku A1A2 . . . A12.

iii) Určete obsah trojúhelńıku A2A5A8.

iv) Určete velikost úhlu, který sv́ıraj́ı úhlopř́ıčky A2A5 a A2A8.

v) Určete pr̊useč́ık př́ımek A2A9 a A1A7.

2. (5 bod̊u) V prostoru R
3 je dán čtyřstěn ABCD, kde A = [0, 1, 0], B = [1, 0, 1], C =

[−1, 1, 1] a D = [3, 2, 1]. Bud’ P pata výšky spuštěná z vrchlu D do roviny stěny ABC.
Určete souřadnice bodu P a velikost výšky DP .

3. (5 bod̊u) Uvažujme následuj́ıćı př́ıklad jako Markov̊uv proces.

Roztržitý profesor s sebou nośı deštńık, ale s jistou pravděpodobnost́ı jej zapomene tam,
odkud zrovna odcháźı. Ráno odcháźı z domova do práce, a protože bývá po ránu v kondici,
pravděpodobnost, že deštńık zapomene doma, je pouze 1/3. Z práce chod́ı odpoledne
do restaurace a pravděpodobnost, že deštńık zapomene v práci, je 1/2. V restauraci si
dá pozdńı oběd a jde domů, přičemž pravděpodobnost, že zapomene deštńık v restauraci,
je rovna 2/3. Uvažujme pro jednoduchost, že nikam jinam po dostatečně dlouhou dobu
profesor nechod́ı a že v restauraci z̊ustává deštńık na profesorově obĺıbeném mı́stě, odkud
si ho může následuj́ıćı den (pokud nezapomene) vźıt.

Napǐste matici tohoto Markovova procesu. (Je vhodné za časovou jednotku vźıt jeden den
– od p̊ulnoci do p̊ulnoci.) Jaká je pravděpodobnost, že se po mnoha dnech bude deštńık
nalézat o p̊ulnoci doma?

4. (5 bod̊u) Ve standardńı bázi ǫ je dána následuj́ıćı matice lineárńıho zobrazeńı ϕ vekto-
rového prostoru R
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i) Ukažte, že charakteristický polynom zadané matice A je −λ3 + λ2 + λ− 1.

ii) Určete vlastńı č́ısla a vektory matice A.

iii) Určete, o jaké zobrazeńı ϕ se jedná.

V části iii) očekáváme odpověd’ tvaru: je to kolmá projekce do roviny (resp. symetrie podle roviny, symetrie

podle př́ımky, otáčeńı podél osy apod.). Vždy muśı být také př́ıslušná rovina nebo př́ımka jednoznačně

popsána.



3. termı́n závěrečné ṕısemky — MB101 — jaro 2013 — 11. 6.

SKUPINA — B

Na řešeńı je 150 minut. Pǐste jen na předńı strany list̊u. (Zadńı strany nebudou opraveny ani skenovány.)

Veškeré odpovědi muśı být zd̊uvodněny a výpočty muśı být doprovozeny komentářem. (Řešeńı sestávaj́ıćı

pouze z odpověd́ı budou považována za opsaná a hodnocena 0 body.)

5. (5 bod̊u) V rovině R
2 uvažujeme pravidelný osmiúhelńık B1B2 . . . B8, který je vepsán

do kružnice s poloměrem 2, se středem S = [0, 0] v počátku a vrcholem B1 = [2, 0]. Přitom
vrcholy osmiúhelńıku B1B2 . . . B8 jsou č́ıslovány v kladném směru, tj. vrchol B2 má obě
souřadnice kladné.

i) Určete souřadnice vrcholu B2.

ii) Určete obsah osmiúhelńıku B1B2 . . . B8.

iii) Určete obsah trojúhelńıku B2B5B7.

iv) Určete velikost úhlu, který sv́ıraj́ı úhlopř́ıčky B2B5 a B2B7.

v) Určete pr̊useč́ık př́ımek B2B7 a B1B5.

6. (5 bod̊u) V prostoru R
3 je dán čtyřstěn ABCD, kde A = [−1, 0, 1], B = [1, 2,−1], C =

[−3, 2, 1] a D = [5, 2, 3]. Bud’ P pata výšky spuštěná z vrchlu D do roviny stěny ABC.
Určete souřadnice bodu P a velikost výšky DP .

7. (5 bod̊u) Uvažujme následuj́ıćı př́ıklad jako Markov̊uv proces.

Roztržitý profesor s sebou nośı deštńık, ale s jistou pravděpodobnost́ı jej zapomene tam,
odkud zrovna odcháźı. Ráno odcháźı z domova do práce, a protože bývá po ránu rozespalý,
pravděpodobnost, že deštńık zapomene doma, je rovna 2/3. Z práce chod́ı odpoledne do re-
staurace a pravděpodobnost, že deštńık zapomene v práci, je 1/2. V restauraci si dá pozdńı
oběd a jde domů, přičemž pravděpodobnost, že zapomene deštńık v restauraci, je pouze
1/3. Uvažujme pro jednoduchost, že nikam jinam po dostatečně dlouhou dobu profesor
nechod́ı a že v restauraci z̊ustává deštńık na profesorově obĺıbeném mı́stě, odkud si ho
může následuj́ıćı den (pokud nezapomene) vźıt.

Napǐste matici tohoto Markovova procesu. (Je vhodné za časovou jednotku vźıt jeden den
– od p̊ulnoci do p̊ulnoci.) Jaká je pravděpodobnost, že se po mnoha dnech bude deštńık
nalézat o p̊ulnoci doma?

8. (5 bod̊u) Ve standardńı bázi ǫ je dána následuj́ıćı matice lineárńıho zobrazeńı ϕ vekto-
rového prostoru R
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i) Ukažte, že charakteristický polynom zadané matice B je −λ3 + 2λ2 − λ.

ii) Určete vlastńı č́ısla a vektory matice B.

iii) Určete, o jaké zobrazeńı ϕ se jedná.

V části iii) očekáváme odpověd’ tvaru: je to kolmá projekce do roviny (resp. symetrie podle roviny, symetrie

podle př́ımky, otáčeńı podél osy apod.). Vždy muśı být také př́ıslušná rovina nebo př́ımka jednoznačně

popsána.



Výsledky — skupina A

1. i) Označ́ıme-li S střed dvanáctiúhelńıku A1A2 . . . A12, pak velikost ∡A1SA2 je dvanáctina

velikosti plného úhlu 360◦, tj. 30◦. Proto vektor
−−→
SA2 źıskáme otočeńım vektoru

−−→
SA1 o tento

úhel. Matice otáčeńı je

R =

(

cos 30◦ − sin 30◦

sin 30◦ cos 30◦

)

.

Obraz (2, 0)T je R · (2, 0)T = (
√
3, 1)T . (Jiný postup: stač́ı spustit kolmici z bodu A2 na základnu

SA1 a určit potřebné délky v př́ıslušném pravoúhlém trojúhelńıku s úhlem u vrcholu S velikosti
30◦.) Tedy A2 = [

√
3, 1].

ii) Obsah trojúhelńıku A1SA2 je 1, nebot’ má základnu 2 a výšku 1. (Jiný postup: lze použ́ıt

determinant matice s řádky
−−→
SA1 = (2, 0) a

−−→
SA2 = (

√
3, 1). Obsah trojúhelńıku A1SA2 je pak

jeho polovina.) Obsah dvanáctiúhelńıku A1A2 . . . A12 je 12, protože je sjednoceńım dvanácti
shodných trojúhelńık̊u o velikosti 1.

iii) Již v́ıme A2 = [
√
3, 1]. Podobně A5 = [−1,

√
3] a A8 = [−

√
3,−1]. Obsah tak můžeme

určit jako polovinu determinantu matice s řádky
−−−→
A2A5 = (−1 −

√
3,
√
3 − 1) a

−−−→
A2A8 =

(−2
√
3,−2). Dostáváme 1

2
|2 + 2

√
3 + 2

√
3
2 − 2

√
3| = 1

2
· 8 = 4. (Jiný zp̊usob: povšimneme

si, že A5 je obrazem bodu A2 při otáčeńı o úhel 90◦ kolem počátku S. Stejně tak je A8 obrazem
bodu A5, dále A11 je obrazem bodu A8 a konečně A2 je obrazem bodu A11 ve stejném otáčeńı.
Tedy A2A5A8A11 je čtverec s úhlopř́ıčkou délky 4. Strana tohoto čtverce má velikost 2

√
2 a obsah

čtverce je 8. Trojúhelńık A2A5A8 je polovinou čtverce A2A5A8A11, a má tedy obsah 4.)

iv) Protože v́ıme, že u =
−−−→
A2A5 = (−1−

√
3,
√
3−1) a v =

−−−→
A2A8 = (−2

√
3,−2), lze spoč́ıtat

odchylku α vektor̊u u a v pomoćı skalárńıho součinu:

cosα =
〈u, v〉

‖u‖ · ‖v‖ =
8√
8 · 4

=

√
2

2
.

Proto velikost ∡A5A2A8 je 45◦. (Jiný postup: z druhého zd̊uvodněńı v bodu iii) m̊užeme vidět,
že troúhelńık A2A5A8 je pravoúhlý a rovnoramenný. Odtud snadno |∡A5A2A8| = 45◦.)

v) Protože A2 = [
√
3, 1] a A9 = [−1,−

√
3], je vektor

−−−→
A2A9 = (−1−

√
3,−

√
3−1) násobkem

vektoru (1, 1). Tedy př́ımka p procházej́ıćı body A2 a A9 má parametrický popis [
√
3, 1]+t·(1, 1).

Nás zaj́ımá jej́ı pr̊useč́ık s osou x, tj. hledáme takové t, aby druhá souřadnice byla rovna 0.
Tedy t = −1 a dostáváme pr̊useč́ık př́ımky p a osy x o souřadnićıch [

√
3− 1, 0].

Bodováńı: pětkrát 1b.

2. Komentář: viz skupina B. Výsledek P = [2, 0, 0] a velikost výšky je
√
6.

Bodováńı: bod P 3b, velikost výšky 2b .

3. Deštńık se o p̊ulnoci nalézá na jednom ze tř́ı mı́st, a to doma, v práci nebo v restauraci.
Máme tedy tři stavy našeho systému a muśıme zjistit, jaké jsou pravděpodobnosti změn stav̊u
za jednu časovou jednotku (jeden den). Matice Markovova procesu je tedy rozměru 3 × 3, kde
prvńı řádek i sloupec je vyhrazen pro stav

”
deštńık doma“, druhý řádek i sloupec je pro stav

”
deštńık v práci“ a třet́ı pro stav

”
deštńık v restauraci“.

Začněme od konce a určeme, jaká je pravděpodobnost p13, tedy pravděpodobnost, že se
deštńık přemı́st́ı z restaurace domů. To je př́ımo v zadáńı: p13 = 1

3
. Podobně p33 = 2

3
. Dále

p23 = 0, protože pokud byl deštńık o p̊ulnoci v restauraci, nemůže být o následuj́ıćı p̊ulnoci
v práci. Máme tedy určen třet́ı sloupec matice.

Hodnota p12 je pravděpodobnost, že se deštńık přemı́st́ı z práce domů. Muśı tedy počkat
v práci na profesora, potom muśı s pravděpodobnost́ı 1

2
cestovat do restaurace a odtud muśı

s pravděpodobnost́ı 1

3
cestovat s profesorem domů. Tedy p12 = 1

6
. Zřejmě p22 = 1

2
a snadno



nahlédneme, že p23 = 1

2
· 2

3
= 1

3
. Podobně urč́ıme p21 = 2

3
· 1

2
= 1

3
a p31 = 2

3
· 1

2
· 2

3
= 2

9
. Trochu

opatrněji muśıme určit p11, protože máme dvě možnosti, jak se může deštńık během jednoho
dne dostat ze stavu

”
doma“ do stavu

”
doma“. Bud’ deštńık z̊ustane hned ráno doma, nebo ho

profesor zanese do práce i do restaurace a pak vrát́ı domů. Proto p11 =
1

3
+ 2

3
· 1
2
· 1
3
= 4

9
. Celkem

dostáváme
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Povšimněme si, že se jedná skutečně o stochastickou matici (tj. součet č́ısel v jednotlivých
sloupćıch je 1) a má tedy vlastńı č́ıslo 1. Nav́ıc je M i primitivńı, protože M2 je zřejmě pozitivńı
matice.

(Matici M je také možné zkonstruovat jinak. Urč́ıme tři pomocné matice, které popisuj́ı
pravděpodobnosti změn stav̊u jednotlivých tř́ı cest pana profesora: M1 bude popisovat cestu
z domu do práce, M2 cestu z práce do restaurace a M3 cestu z restaurace dom̊u.
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Potom jǐz snadno dostaneme M = M3 ·M2 ·M1.)
Nyńı můžeme určit vlastńı vektor, který je řešeńım homogenńı soustavy dané matićı

M − E =
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Vyřešeńım soustavy źıskáme vlastńı vektor (3, 2, 4), který vynásob́ıme č́ıslem 1

9
, abychom do-

stali pravděpodobnostńı vektor (1
3
, 2

9
, 4
9
). Pravděpodobnost, že se po mnoha dnech bude deštńık

nalézat o p̊ulnoci doma, je tedy 1

3
.

Bodováńı: matice 3b (z toho 1b pokud uvedená matice je špatně, ale je stochastická správného
rozměru 3× 3), vlastńı vektor 1b, interpretace 1b.

4. Charakteristický polynom lze např́ıklad spoč́ıtat metodou popsanou ve skupině B. V ma-
tici A−λE přičteme prvńı řádek k třet́ımu a dvojnásobek prvńıho řádku ke druhému. Pak p̊ujde
z druhého a třet́ıho řádku vytknout (1− λ) a determinant snadno dopoč́ıtat. Vlastńı č́ısla jsou
tedy 1 a −1 a k oběma je třeba spoč́ıtat vlastńı vektory. Zkusme nejdř́ıve λ = 1, tj. řeš́ıme
homogenńı soustavu s následuj́ıćı matićı, kterou ihned násob́ıme 3 a eliminujeme.
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Vid́ıme, že matice má hodnost 1 a soustava má řešeńı dimenze 2 a jsou to vektory kolmé k vek-
toru (1,−2, 1). Podprostor vlastńıch vektor̊u př́ıslušných vlastńımu č́ıslu 1 jsou tedy lineárńı
kombinace vektor̊u (1, 1, 1) a (1, 0,−1). Nyńı neńı třeba nic dál poč́ıtat. Nutně muśı vyj́ıt vektor
(1,−2, 1) jako vlastńı vektor př́ıslušný vlastńımu č́ıslu −1. Nicméně lze to spoč́ıtat i řešeńım
př́ıslušné soustavy. Podprostor vlastńıch vektor̊u př́ıslušných vlastńımu č́ıslu 1 jsou tedy všechny
násobky vektoru (1,−2, 1).

Zobrazeńı ϕ je souměrnost́ı podle roviny kolmé k vektoru (1,−2, 1), tj. roviny dané rovnićı
x1 − 2x2 + x3 = 0.



Bodováńı: charakteristický polynom 1b, výpočet vlastńıch vektor̊u 2b, typ zobrazeńı 1b, popis
roviny 1b.

Výsledky — skupina B

5. Analogicky jako skupina A
i) Úhel ∡B1SB2 má velikost 45◦. Dostaneme B2 = [

√
2,
√
2].

ii) Obsah trojúhelńıku B1SB2 je
√
2, nebot’ má základnu 2 a výšku

√
2. Proto je obsah

osmiúhelńıku B1B2 . . . B8 roven 8
√
2.

iii) Plat́ı B2 = [
√
2,
√
2], B5 = [−2, 0], B7 = [0,−2]. Tedy

−−−→
B2B5 = (−2−

√
2,−

√
2) a

−−−→
B2B7 =

(−
√
2,−2−

√
2). Obsah trojúhelńıku je 1

2
|(2 +

√
2)2 −

√
2
2| = 2 + 2

√
2.

iv) Z předchoźıho 〈−−−→B2B5,
−−−→
B2B7〉 = 2

√
2(2 +

√
2). Dále ‖−−−→B2B5‖2 = ‖−−−→B2B7‖2 = (2 +

√
2)2 +√

2
2

= 8 + 4
√
2 = 4(2 +

√
2). Proto pro úhel β, který sv́ıraj́ı vektory

−−−→
B2B5 a

−−−→
B2B7, plat́ı

cos β =
√
2

2
a úhel β má velikost 45◦. (Pro znalce středoškolské matematiky to neńı překvapeńı,

protože se jedná o obvodový úhel ke středovému úhlu ∡B5SB7, který má velikost 90◦.)
v) [2

√
2− 2, 0].

Bodováńı: pětkrát 1b.

6. Vektor
−→
AP je kolmá projekce vektoru

−−→
AD = D − A = (6, 2, 2) do roviny určené body A,

B a C. Potřebujeme tud́ıž určit kolmou projekci vektoru w = (6, 2, 2) do roviny U dané vektory

u1 =
−→
AB = B−A = (2, 2,−2) a u2 =

−→
AC = C−A = (−2, 2, 0). Jednodušš́ı bude určit projekci

vektoru w do ortogonálńıho doplňku U⊥. Vektor kolmý k vektor̊um u1 a u2 je např́ıklad vektor
v = (1, 1, 2). Hledáme tedy Pw = a · v tak, aby w − Pw byl v rovině U , tedy kolmý k v. (Tento

vektor w − Pw je pak hledanou projekćı do roviny U , tzn. je roven vektoru
−→
AP . Zároveň

−−→
PD

bude rovno Pw.) Hledáme proto skalár a tak, aby 〈w− av, v〉 = 0. Odtud 〈w, v〉 − a · 〈v, v〉 = 0

a dostaneme a = 〈w,v〉
〈v,v〉 = 12

6
= 2. Proto Pw = a·v = (2, 2, 4) a

−→
AP = w−Pw = (6, 2, 2)−(2, 2, 4) =

(4, 0,−2). Celkem dostáváme P = A+
−→
AP = [−1, 0, 1] + (4, 0,−2) = [3, 0,−1].

Velikost výšky je velikost vektoru
−−→
PD = Pw = (2, 2, 4), což je

√
22 + 22 + 42 =

√
24 = 2

√
6.

Bodováńı: bod P 3b, velikost výšky 2b .

7. Postup stejný jako ve skupině A. Matice jsou následuj́ıćı.

M1 =







2

3
0 0

1

3
1 0

0 0 1






, M2 =







1 0 0

0 1

2
0

0 1

2
1






, M3 =







1 0 2

3

0 1 0

0 0 1

3






, M =







7

9

1

3

2

3

1

6

1

2
0

1

18

1

6

1

3






.

Vlastńı vektor př́ıslušný dominantńımu vlastńımu č́ıslu 1 je (6, 2, 1). Pravděpodobnost, že se
po mnoha dnech bude deštńık nalézat o p̊ulnoci doma, je tedy rovna 6

9
= 2

3
.

Bodováńı: matice 3b (z toho 1b pokud uvedená matice je špatně, ale je stochastická správného
rozměru 3× 3), vlastńı vektor 1b, interpretace 1b.

8. Charakteristický polynom |B − λE| lze spoč́ıtat př́ımo, nicméně my upřednostńıme
výpočet pomoćı elementárńıch řádkových úprav. Prvńı řádek přičteme k druhému a odečteme
od třet́ıho. Dostaneme

|B − λE| =

2

3
− λ 1

3
−1

3

1

3

2

3
− λ 1

3

−1

3

1

3

2

3
− λ

=

2

3
− λ 1

3
−1

3

1− λ 1− λ 0

−1 + λ 0 1− λ

.



Nyńı můžeme vytknout (1− λ) jak z druhého, tak z třet́ıho řádku. Dostaneme

|B − λE| = (1− λ)2 ·

2

3
− λ 1

3
−1

3

1 1 0

−1 0 1

.

Nyńı přičteme (1
3
)-násobek třet́ıho řádku k prvńımu a dostaneme matici, kde můžeme použ́ıt

rozvoj podle třet́ıho sloupce. Dostaneme

|B − λE| = (1− λ)2 ·

1

3
− λ 1

3
0

1 1 0

−1 0 1

= (1− λ)2 · (−1)6 · 1 ·
1

3
− λ 1

3

1 1
= (1− λ)2 · (−λ).

Máme charakteristický polynom −λ · (1 − λ)2 a vlastńı č́ıslo 1 (algebraické násobnosti 2)
a vlastńı č́ıslo 0.

Určeme nyńı vlastńı vektory př́ıslušné vlastńımu č́ıslu 1. Matice B − λE je rovna

B −E =







−1

3

1

3
−1

3

1

3
−1

3

1

3

−1

3

1

3
−1

3






.

Prvńı a třet́ı řádky jsou totožné, druhý je jejich (−1)-násobek. Hodnost matice je tedy 1.
Prostor řešeńı, a tedy prostor vlastńıch vektor̊u V1 př́ıslušných vlastńımu č́ıslu 1, má dimenzi 2
a jedná se tedy o rovinu vektor̊u, které zobrazeńı ϕ zobrazuje na sebe. Báze prostoru V1 sestává
z jakékoli lineárně nezávislé dvojice vektor̊u, které řeš́ı homogenńı soustavu. Např́ıklad (1, 1, 0)
a (0, 1, 1).

Určeme nyńı vlastńı vektory př́ıslušné vlastńımu č́ıslu 0. Matice B − λE je rovna B. Podle
počátečńıho výpočtu (determinantu |B|) umı́me maticiB upravit (pomoćı elementárńıch řádkových
úprav) na matici, kterou snadno převedeme do schodovitého tvaru

B ∼







2

3

1

3
−1

3

1 1 0

1 1 0






∼







1 1 0

0 −1

3
−1

3

0 0 0






∼







1 1 0

0 1 1

0 0 0






.

Výsledná matice má hodnost 2, tud́ıž prostor vlastńıch vektor̊u je jednodimenzionálńı a jedná
se o násobky vektoru (1,−1, 1). Protože je to vektor kolmý k podprostoru V1 a obraz vektoru

(1,−1, 1) v zobrazeńı ϕ je 0 · (1,−1, 1) =
−→
0 dostáváme, že ϕ je zobrazeńı kolmé projekce do

roviny V1. Obecná rovnice roviny V1 je x1 − x2 + x3 = 0.
Bodováńı: charakteristický polynom 1b, vlastńı vektory 2b, interpretace 2b (z toho určeńı

zobrazeńı ϕ 1b, rovina 1b).


