2. vnitrosemestralni pisemka — MB101 — jaro 2013 — 25. 4.
SKUPINA — A

Na fegen{ je 45 minut. PiSte jen na piedni strany listu. (Zadni strany nebudou opraveny ani skenovény.)
Veskeré odpovédi musf byt zdivodnény a vypocty musi byt doprovozeny komentéiem. (Reseni sestdvajici
pouze z odpovédi budou povazovéna za opsané a hodnocena 0 body.)

1. (3 body) Necht je ddna matice (linedrntho zobrazen{ ve standardni bazi vektorového pro-
storu R* do sebe) A, o niz vime, Ze ma vlastn{ &fslo 2. Urcete podprostor vektorového
prostoru R* sestavajici z vlastnich vektort pifslusnych vlastnimu éfslu 2.

2 3 -2 1
1 —4 4 -1
A= 1 3 0 0
2 -3 2 -1

Pozndmka: ostatni vlastni ¢isla a jim prislusné vektory nehledejte.

2. (3 body) Ve vektorovém prostoru R* uvazme podprostor
U = {(z1, 79, 73,74) € R* | 39 + 223 + 324 = 0} .

a) Urcete néjakou bazi podprostoru U.
b) Urcete néjakou ortogonalni bazi podprostoru U.

Pripomenime, Ze ortogondlni bdaze sestavd z navzdjem kolmich vektoru. Neztrdcejte tedy cas s normovdnim vektoru

a hleddnim ortonormdlni bdze.

3. (4 body) Ve vektorovém prostoru R?® uvazme bdzi o = (uy,us,usz) slozenou z vektoru
up = (1,0,1), up = (0,1,1) a uz = (1,1,1). Déle bud ¢ : R> — R3 linearni zobrazen{
o némz vime, ze p(uq) = uy, p(u) = ug a p(uz) = us.
a) UrcCete matici pfechodu od baze a ke standardni bazi ¢ = ((1,0,0), (0,1,0), (0,0, 1)).
b) Urcete matici prechodu od béze € k bazi a.
c¢) Urcete matici zobrazeni ¢ v bazi e.
V édsti ¢) mizete zacit tim, Ze uréite matici zobrazend ¢ v néjakych bdzich (napriklad od bdze o k bdzi a nebo od

a k €) a poté vyuzijete matic uréengch v édstech a) a b).

Pokud neumdte matice v a) a b) vypoéitat, napiste aspon, jak byste postupovali, kdybyste jednu z nich znali.



2. vnitrosemestralni pisemka — MB101 — jaro 2013 — 25. 4.
SKUPINA — B

Na fegen{ je 45 minut. PiSte jen na piedni strany listu. (Zadni strany nebudou opraveny ani skenovény.)
Veskeré odpovédi musf byt zdivodnény a vypocty musi byt doprovozeny komentéiem. (Reseni sestdvajici
pouze z odpovédi budou povazovéna za opsané a hodnocena 0 body.)

1. (3 body) Necht je ddna matice (linedrntho zobrazen{ ve standardni bazi vektorového pro-
storu R* do sebe) A, o niz vime, Ze ma vlastn{ &fslo 3. Urcete podprostor vektorového
prostoru R* sestavajici z vlastnich vektort pifslusnych vlastnimu éfslu 3.

02 -3 2
-1 2 -6 4
A= 10 6 —2
01 3 1

Pozndmka: ostatni vlastni ¢isla a jim prislusné vektory nehledejte.

2. (3 body) Ve vektorovém prostoru R?* uvazme podprostor
U ={(z1,29,73,74) € R* | x1 — 223 4+ 224 = 0} .

a) Urcete néjakou bazi podprostoru U.
b) Urcete néjakou ortogonalni bazi podprostoru U.

Pripomenime, Ze ortogondlni bdaze sestavd z navzdjem kolmich vektoru. Neztrdcejte tedy cas s normovdnim vektoru

a hleddnim ortonormdlni bdze.

3. (4 body) Ve vektorovém prostoru R?® uvazme bdzi o = (uy,us,usz) slozenou z vektoru
up = (1,1,1), up = (0,1,1) a uz = (1,1,0). Déle bud ¢ : R> — R3 linearni zobrazen{
o némz vime, ze p(uq) = ug, p(u) = ug a p(uz) = u.
a) UrcCete matici pfechodu od baze a ke standardni bazi ¢ = ((1,0,0), (0,1,0), (0,0, 1)).
b) Urcete matici prechodu od béze € k bazi a.
c¢) Urcete matici zobrazeni ¢ v bazi e.
V édsti ¢) mizete zacit tim, Ze uréite matici zobrazeni ¢ v néjakych bdzich (napriklad od bdze o k bdzi a nebo od

a k €) a poté vyuzijete matic uréengch v édstech a) a b).

Pokud neumite matice v a) a b) vypodéitat, napiste aspon, jak byste postupovali, kdybyste jednu z nich znali.



2. vnitrosemestralni pisemka — MB101 — jaro 2013 — 25. 4.
SKUPINA — X

Na fegen{ je 45 minut. PiSte jen na piedni strany listu. (Zadni strany nebudou opraveny ani skenovény.)
Veskeré odpovédi musf byt zdivodnény a vypocty musi byt doprovozeny komentéiem. (Reseni sestdvajici
pouze z odpovédi budou povazovéna za opsané a hodnocena 0 body.)

1. (3 body) Necht je ddna matice (linedrntho zobrazen{ ve standardni bazi vektorového pro-
storu R* do sebe) A, o niz vime, Ze ma vlastn{ &fslo 3. Urcete podprostor vektorového
prostoru R* sestavajici z vlastnich vektort pifslusnych vlastnimu éfslu 3.

1 31 0
2 60 1
A= 4 -6 2 —1
2 -3 2 0

Pozndmka: ostatni vlastni ¢isla a jim prislusné vektory nehledejte.

2. (3 body) Ve vektorovém prostoru R* uvazme podprostor
U= {(1‘1,1‘2,1‘3,$‘4) S R* | T1 — Ty + 314 = ()} .

a) Urcete néjakou bazi podprostoru U.
b) Urcete néjakou ortogonalni bazi podprostoru U.

Pripomenime, Ze ortogondlni bdaze sestavd z navzdjem kolmich vektoru. Neztrdcejte tedy cas s normovdnim vektoru

a hleddnim ortonormdlni bdze.

3. (4 body) Ve vektorovém prostoru R?® uvazme bdzi o = (uy,us,us) slozenou z vektoru
up = (1,1,0), up = (1,1,1) a uz = (1,0,1). Déle bud ¢ : R> — R3 linearni zobrazen{
o némz vime, ze p(uq) = us, p(uz) = u; a p(uz) = us.
a) UrcCete matici pfechodu od baze a ke standardni bazi ¢ = ((1,0,0), (0,1,0), (0,0, 1)).
b) Urcete matici prechodu od béze € k bazi a.
c¢) Urcete matici zobrazeni ¢ v bazi e.
V édsti ¢) mizete zacit tim, Ze uréite matici zobrazend ¢ v néjakych bdzich (napriklad od bdze o k bdzi a nebo od

a k €) a poté vyuzijete matic uréengch v édstech a) a b).

Pokud neumidte matice v a) a b) vypodéitat, napiste aspon, jak byste postupovali, kdybyste jednu z nich znali.



2. vnitrosemestralni pisemka — MB101 — jaro 2013 — 25. 4.
SKUPINA — Y

Na fegen{ je 45 minut. PiSte jen na piedni strany listu. (Zadni strany nebudou opraveny ani skenovény.)
Veskeré odpovédi musf byt zdivodnény a vypocty musi byt doprovozeny komentéiem. (Reseni sestdvajici
pouze z odpovédi budou povazovéna za opsané a hodnocena 0 body.)

1. (3 body) Necht je ddna matice (linedrntho zobrazen{ ve standardni bazi vektorového pro-
storu R* do sebe) A, o niz vime, Ze ma vlastn{ &fslo 2. Urcete podprostor vektorového
prostoru R* sestavajici z vlastnich vektort pifslusnych vlastnimu éfslu 2.

-1 2 -3 2
0 0 3 1
A=1 41 4 4
1 -2 3 2

Pozndmka: ostatni vlastni cisla a jim prislusné vektory nehledejte.

2. (3 body) Ve vektorovém prostoru R* uvazme podprostor
U= {($1,$2,$3,$4) S R4 | To + 31‘3 — Ty = O} .

a) Urcete néjakou bazi podprostoru U.
b) Urcete néjakou ortogonalni bazi podprostoru U.

Pripomenime, Ze ortogondlni bdze sestavd z navzdjem kolmich vektoru. Neztrdcejte tedy cas s normovdnim vektoru

a hleddnim ortonormdlni bdze.

3. (4 body) Ve vektorovém prostoru R?® uvazme bdzi o = (uy,us,us) slozenou z vektoru
up = (1,1,0), up = (1,0,1) a uz = (1,1,1). Déle bud ¢ : R> — R3 linedrni zobrazen{
o némz vime, ze p(uq) = uy, p(uz) = ug a p(uz) = u.
a) Urcete matici pfechodu od baze a ke standardni bazi ¢ = ((1,0,0), (0,1,0), (0,0, 1)).
b) Urcete matici prechodu od béze € k bazi a.
c¢) Urcete matici zobrazeni ¢ v bazi e.
V édsti ¢) mizete zadit tim, Ze uréite matici zobrazend ¢ v néjakych bdzich (napriklad od bdze o k bdzi a nebo od

a k €) a poté vyuzijete matic uréengich v édstech a) a b).

Pokud neumdte matice v a) a b) vypodéitat, napiste aspon, jak byste postupovali, kdybyste jednu z nich znali.



Vysledky
Skupina A:

1. Odecteme vlastni ¢islo 2 na diagonédle a dostaneme homogenni soustavu:

0 3 -2 110
-1 -6 4 —-1]0
1 3 -2 0/0
2 -3 2 =310

A:

Eliminaci matice (pokud za¢neme napiiklad premisténim tfetiho fddku na prvni) obdrzime
matici ve schodovitém tvaru

13 -2 010
03 —21]0
A=190 0 00
00 000

Pi zavedeni parametru s a t za x3 a x4 dostaneme nasledujici vyjadireni podprostoru vlastnich
vektort {s(0,2,1,0) +t(1,—31,0,1) | s,t € R}. TudiZ se jednd o dvoudimenziondlni podprostor
s bézi napiiklad ((0,%,1,0), (1, —3,0,1)) nebo s bézi ((0,2,3,0), (3,-1,0,3)), pokud piedchozi
bazické vektory pronasobime vhodnym skalarem. Baze neni samoziejmé urcena jednoznacné,
tj. je vice moznych popisu podprostoru.

2. Zduraznéme, ze vysledek neni jednoznacny, tzn. je mozné vice spravnych odpoveédi!

a) V dané soustavé o jedné rovnici, lze za x3 a x4 vzit volné parametry, tj. z3 = s a x4 = t.
Potom xy = —2x3 — 314 = —2s — 3t a za r; muzeme vzit dalsi volny parametr z; = r. Tedy
feseni rovnice jsou tvaru (r, —2s — 3t, s,t) = r(1,0,0,0) + s(0,—2,1,0) + (0, —3,0, 1). Proto za
bazi muzeme vzit napiiklad ((1,0,0,0), (0,—2,1,0),(0,—3,0,1)).

b) Protoze prvni dva vektory predchozi béze jsou na sebe kolmé, zbyvéa nahradit tfeti vek-
tor vhodnym vektorem, ktery je k prvnim dvéma vektorum kolmy. Dle Gramova-Schmidtova
ortogonaliza¢niho procesu, hleddme vektor v = (0, —3,0,1) +a(1,0,0,0) + b(0, -2, 1, 0) kolmy
k vektorum v; = (1,0,0,0) a vo = (0,—2,1,0). Skalarni soucin vs s v; ddvd podminku 0 = a.
Skalarni sou¢in vz s vy dava 0 = 6 + 5b, tj. b = —g. Odtud v = (0, —%, —g, 1). Misto néj lze
také vzit jakykoli ndsobek, naptiklad —5v3 = (0, 3,6, —5). Ortogonalni béze je proto napiiklad
((1,0,0,0),(0,-2,1,0), (0,3,6,—5)).

Poznamenejme, Ze vs je dan, az na ndsobek, tim, Ze je kolmiy k vektorim vy a vy a také k vektoru
(0,1,2,3) a neni tedy nezbytné nutné pouzit Gramiv-Schmidtiv ortogonalizacni proces.
3. a) Matice prechodu od baze a k bézi € se sestavi tak, ze vektory z a ddme do sloupcu.

(id)e,a =

_ O =
_—_ O
—_

b) Matice prechodu od béze € k bazi « je inverzni matice k predchozi matici.

0 —1 1
(id)ac=| -1 0 1
1 1 -1

c) Matice zobrazeni ¢ v bézi « se sestavi tak, ze soufadnice obrazu bazovych vektortu dame
do sloupcu této matice. Tedy (p(u1))a = (u1)a = (1,0,0), (p(u2))a = (uz)e = (0,0,1) a
((u3))a = (u2)a = (0,1,0). Odtud

(P)aa =

OO =
—_ o O
O = O



Pro vypocet matice zobrazeni ¢ v béazi € pouzijeme ptedchozi vypocty. Plati

-1 -1 2
(90)6,6 = (id)e,a : (@)a,a : (id>a,e = 0 10
0 01

1 01 1 -1 1
a) (idea=1111 b) (id)s.=| -1 1 0
110 0 1 -1
0 0 1 -1 2 -1
¢) (@aa=1100 ], (©ec= 01 0
010 10 0
Skupina X:
1. {s(3,2,0,0) +¢(1,0,2,2) | s,t € R}
2. a) ((1,1,0,0),(0,0,1,0),(-3,0,0,1)), b) ((1,1,0,0),(0,0,1,0),(=3,3,0,2))
3.
111 1 0 -1
a) (idea=1110 b) (ida.=| -1 1 1
0 11 1 -1 0
010 1 0 0
c) (Plaa=|00 0], (Pe=| -1 1 1
1 01 2 —1 -1
Skupina Y:
1. {s(0,3,2,0) +¢(2,1,0,2) | s,t € R}.
2. a) ((1,0,0,0),(0,-3,1,0),(0,1,0,1)), b) ((1,0,0,0),(0,—-3,1,0), (0,1, 3,10)).
3.
111 1 0 -1
a) (ideo=111 01 b) (id)a. = 1 -1 0
011 -1 1 1
1 01 1 00
¢) (@aa=10001], (Pee=|1 00
010 1 -1 0

Zptusob bodovani

1. Sestaveni spravné homogenni soustavy 1b, eliminace do schodovitého tvaru 1b, spravny
popis podprostoru (napf. néjakou bazi nebo pomoci linedrnich kombinaci) 1b.

2. a) 1b, b) postup (Gramuv-Schmidtuv ortogonalizaéni proces nebo jiny vhodny postup)
1b, ortogonalni béaze 1b.

3. a) 1b, b) postup (tj. feceno, ze se jedna o inverzni matici k predchozi a postup vypoctu
inverzni matice) 0.5b, spravny vysledek 0.5b (Prohozeni matic v a) a b): srazka 0.5b ze 2b.)

¢) matice zobrazeni v néjakych bazich 1b, vhodna ptevodni formule pro vypocet matice
zobrazeni ve standardni bazi 0.5b, spravny vysledek 0.5b. (Jiny metody hodnoceny adekvétné.)

Po secteni zaokrouhleno na celé body nahoru.



