Linearni modely - 1. prednaska

Skalary, Kombinatorika a Diferen¢ni rovnice prvniho fadu

Ondrej Klima

21.2.2013

1. pfednaska Skalary, Kombinatorika a Diferenéni rovnice



Osnova prednasky

@ Skalary a Ciselné obory (komplexni Cisla)
@ Kombinatorika

@ Diferenéni rovnice prvniho fadu
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Objevovala se Cisla vyjadfujici pocet, vzdalenost, délku, vahu,
...a také potieba s nimi pracovat: s€itat, nasobit, ...

e N=1{0,1,2,8,...}, operace: +, -

e Z=4{...,-2,-1,0,1,2,...}, operace: +, -, —

e Q= {g | p€Z,qg e N—-{0}}, operace: +, -, —, : (Castecne)

Vv

@ R —realna Cisla (obsah kruhu, uhlopficka Gtverce),
—,operace” navic: pristi semestr; ¢asteCné odmocnovani
@ C — operace navic: odmocnovani
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Vlastnosti sc¢itani

MnozZina vybavena operaci + ma Casto tyto vlastnosti:
@ provsechna a,b,cplati(a+b)+c=a~+ (b+¢)
@ provSechna a,bplatia+b=b+ a
@ existuje prvek 0 tak, Ze pro véechna aje a+ 0 = a
@ pro v8echna a existuje (—a) tak, ze a+ (—a) =0

Hovofime o komutativnich grupach.

Kontrolni otdzka: Co mnoziny z predchozi strany?
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Vlastnosti nasobeni

Zjednodusené (tj. nespravné) zapsano

(a-b)-c = a-(b-c)
a-b = b-a,
1-a = a
a-a' = 1 (proa#0)
a-(b+c) = a-b+a-c,

Hovotime o poli (Casto také o komutativnim télese).

Prvky néjaké mnoziny s operacemi + a - splfiujicimi (ne nutné
vS§echny) predchozi vlastnosti budeme nazyvat skalary.
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Skalarni funkce

Nezkoumame pouze skalary, ale také zavislosti mezi nimi:
y =f(x),
kde ,zavisla“ veliina y je dana pomoci ,nezavislé“ veli€iny x.

@ danze mzdy ... f(x) =0.15-x

@ plocha kruhu ... f(x) = 7 - x2

o faktorial ... f(0) =1, f(n+1)=(n+1)-f(n)

@ méneé explicitni ... f(x) je nejmensi prvocCislo vétsi nez 10¥

ldedlni stav: f je dano vzorcem pomoci znamych operaci.
Casto ma f neformalini popis a prechod k explicitnimu popisu je
praveé Ukolem.

Je-li hodnotou skalar, hovofime o skalarni funkci.
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Skalarni funkce — poznamky

Hodnoty skalarni funkce mohou byt také dany pouze pfiblizné
nebo s jistou pravdépodobnosti.

@ méreni ve fyzice (vaha objektu x)
@ soucet na x kostkach

Formalné je funkce tzv. zobrazeni z mnoziny X do mnoziny Y:
pro libovolny prvek x € X je jednoznacné dan prvek f(x) € Y.
Dal$i priklady zobrazeni, které nejsou skalarni funkce:

@ Y = {lrue, false} ...vyrokové logika

@ X je mnozina studentd zapsanych v predmétu MB101,
f je pfifazeni hodnoceni, tj. Y = {A,B,C,D,E . F, -}
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Komplexni Cisla a jejich vlastnosti

Komplexni rovina.
C={a+ib, a,becR}
Absolutni hodnota = vzdalenost od pocatku
|z =zz=(a+ib)(a—ib)
Goniometricky tvar
z=|z|(cos ¢ + i sin¢)
Moivreova véta

z" = |z|" (cos(n¢) + i sin(n¢))
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Zakladni kombinatorické postupy

Zakladni kombinatorické principy
@ princip souctu (rozdilu)
@ princip soucinu (podilu)
@ princip bijekce (k6dovani)
@ princip inkluze a exkluze
@ rekurentni metody
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Priklad - reprezentace tridy

Ze tfidy 30 zaki mame vybrat 2 reprezentanty na Skolni
soutéz, pficemz nam nezalezi na jejich poradi.

Zadani jinak: ze 30 Cisel 1,...,30 mame vybrat 2 Cisla.
Reseni: rozdélme podle mensiho &isla (princip souétu).
Kolik je mozZnosti, kdy mensi reprezentant je 1? 29
Kolik je moznosti, kdy menSi reprezentant je 2?7 28

Kolik je moznosti, kdy mensi reprezentant je 29?7 1
Celkem: 29 +28 + 27 + -+ 1 =302 —15. 29,

Jiné feSeni: Dejme tomu, Zze nam na jejich poradi bude zalezet.
Pak jich je 30 - 29 (princip soucinu). Ted jsme kazdou moznost
zapogitali dvakrat, tzn. 2 - x = 30 - 29. Odtud odpovéd 2022,
Pozor vysledek musi byt pfirozené ¢islo.
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Priklad — fotbalova liga

Priklad (Liga — celkové poradi)

Kolik je moznych poradi fotbalové ligy (16 druzstev).

Regeni — princip souginu 16 -15-14 ... 2.1=16

Ptiklad (Liga — poharové pozice)

Kolik je moznych poradi na prvnich ¢tyfech mistech.

Regeni — princip soutinu 16 - 15-14.13 = 18

Priklad (Liga — poharové pozice — varianta)

Stejna uloha, jen ndm nezdlezi na poradi na prvnich 4 mistech,
ale pouze na tom, ktera muzstva tam jsou.

Reseni — predchozi 18 12, ProtoZze nam nezalezi na poradi,
kazda moznost je potitana vicekrat. Kolikrat? 4!. Tedy 124
Kontrolni otazka: Kolika zplsoby muze liga dopadnout, pokud nas zajiméa poradi na

prvnich 4 mistech a dale, ktera ¢tyfi muzstva sestupuji.
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Kombinacni (binomicka) Cisla

Priklad (Sportka)

Kolika zpUsoby Ize z mnoziny {1,...,49} vybrat 6 Cisel,
pricemz nam nezalezi na jejich poradi.

49!
73161

Priklad (Pocet podmnozin)

Je ddna mnozina M o n prvcich a Cislo k. Kolik existuje
k-prvkovych podmnozin mnoziny M?

Pro toto &islo se vyplati symbol: (i) = =Ry

Tzv. kombinacni Cislo, nebo také binomicky koeficient.

Pozn.: Pfedpokladame 0 < k < n. Jinak méa smysl polozit rovno 0.
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Binomicka véta

Pro libovolna a, b € ... plati

(a+b)" = Zn: (Z) ab" k.

k=0

(a+b)"=(a+b)-(a+b)-(a+b)---(a+b)
Koeficient u mocniny a“b"* je roven pravé poétu moznosti, jak
vybrat k-tici zavorek, kde bereme a.

Proto se hovofi o binomickych Cislech/ koeficientech.
Kombinacni Cislo se pouziva, protoze se hovori o kombinacich.
Permutace, variace, kombinace — pojd'me udélat poradek.
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Permutace

Permutace/poradi je usporadana n-tice (vSech) prvkl dané
n-prvkové mnoziny.

Véta
Pocet vsech permutaci konec¢né mnoZiny s n prvky je dan
funkci faktorial:

| A\

f(n) = n!

Priklad: Liga — celkové poradi
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Variace

Variace je usporadana k-tice prvkd z dané n-prvkové mnoziny.

Hovotime o variaci k-tého stupne tfidy n.
Véta
Pocet variaci k-tého stupné tfidy n je

nn—1)---(n—k+1) =

(n—k)!

kde 0 < k < n (a nula jinak).

Priklad: Liga — poharové pozice; Reprezentace tfidy
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Kombinace

Kombinace je neusporadana k-tice prvkd z dané n-prvkové
mnoziny.

Jinymi slovy: kombinace je k-prvkova podmnozina.
Hovofime o kombinaci k-tého stupné tfidy n.

Pocet kombinaci k-tého stupné tfidy n je (}) pro vSechna
0 < k < n (a nula jinak).

Priklad: Liga — poharové pozice — varianta; Sportka
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Permutace, variace a kombinace s opakovanim

V predchozich pfikladech byla dana mnozina prvku z které
jsme vybirali. Tj. kazdy prvek ma jeden exemplar.

V nasledujicim se podivAme na ulohy, kde prvky mohou byt
vybrany opakované (mame dostatek exemplari kazdého
prvku). Napf:

Pfiklad (PfesmycCky)
Kolik je mozné sestavit slov z pismen slova ANANAS?

Priklad (Pocet k-cifernych Cisel)
Kolik je 5-cifernych Cisel, které neobsahuiji cifru 0?

Priklad (Nakup ovoce)

V obchodé chceme nakoupit 10 kusl ovoce ze sortimentu
ananas, banan, jablko a pomeranc. Kolik moznosti takového
nakupu mame?
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Permutace s opakovanim

Véta
Necht je mezi n danymi prvKky py prvku prvniho druhu, po prvkd

druhého druhu, ..., px prvku k-tého druhu,
p1 + po + - -+ px = n. Potom pocet vsech poradi téchto prvku

Je
n!

il

Hovofime o permutacich s opakovanim.
Piiklad: PfresmycCky
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Variace s opakovanim

Variace s opakovanim je usporadana k-tice prvkl z dané
n-prvkové mnoziny, pficemz kazdy prvek mnoziny se mize v
této k-tici vyskytovat v libovolném poctu kopii.

Pocet variaci s opakovanim k-tého stupné tfidy n je n.

Pozn.: VSimnéme si, Ze nyni neni potfeba k < n
Ptiklad: PoCet k-cifernych Cisel
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Kombinace s opakovanim

Definice

Kombinace s opakovanim je neusporadana k-tice prvkl z dané
n-prvkové mnoziny, pficemz kazdy prvek mnoziny se maze v
této k-tici vyskytovat v libovolném poctu kopii.

Véta
Pocet kombinaci s opakovanim k-tého stupné tfidy n je

n+k—1
K .
Pozn.: Dukaz neni pfimocCary, opira se o princip bijekce/kédovani.
Priklad: Nakup ovoce

| \
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Zakladni kombinatorické principy

Zakladni kombinatorické principy
@ princip souctu (rozdilu)
@ princip soucinu (podilu)
@ princip bijekce (kbédovani)
@ princip inkluze a exkluze [ PHste ]
@ rekurentni metody

Kontrolni mechanismy a otazky
@ pocitam kazdy pfipad praveé jednou?
@ davam celoCiselnou odpoved?
@ dava odpoveéd smysl pro malé hodnoty?
@ umim vysledek spocitat vice zplsoby?
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Rekurentni metody

Priklad (Schody)

Kolika zpusoby Ize vyijit 10 schodu, pokud mohu délat kroky po
1, 2 nebo 3 schodech.

Re$me obecné pro n schodii. Oznaéme poget p(n).
Plati: p(1) =1,p(2) =2,p(3) =4 (1+1+1;1+2;2+1;3)
Pozn.: M& smysl uvazovat i p(0) = 1.
Rozdélime podle prvniho kroku:

@ 1schod ... zbyva n— 1 schodu. tj. p(n — 1) zpUsobu

@ 2 schody ... zbyva n — 2 schodu. tj. p(n — 2) zpUsobu

@ 3 schody ... zbyva n— 3 schodu. tj. p(n — 3) zplsobu
Celkem

p(n) =p(n—1)+p(n—2)+p(n-3).

Tj. p(4) = p(3) + p(2) + p(1) = 7, p(5) = 13, ..., p(10) = 274,

Jedné se o priklad diferencni rovnice.
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Diferenc¢ni rovnice

Diferenéni rovnice fadu k je formule

f(n+ k) = F(n, f(n), f(n+1), ... f(n+ Kk — 1)),

kde F je funkce v k + 1 promnénnych.
Poslopunost f(0), ..., f(k — 1) nazyvame pocCatecni podminky.

Funkce F a pocate¢ni podminky jednoznacné uréuji
posloupnost

(F(mM)nen = (F(n))nZo -

Priklad (Diferencni rovnice prvniho fadu)

f(n+1)="f(n)-(n+1), £f0)=1.
Zde F(x,y) = y - x + y. Rovnice zadava funkci f(n) = n!
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Linearni diferen¢ni rovnice

Definice

Diferencni rovnice se nazyva linearni, jestlize existuji
skalary(konstanty) ag, ay, . . . , ax, b takové, ze
F(XO,X1,...,Xk) = agXg + aixq + -+ axxx + b.

Priklad (Linearni diferencni rovnice tretiho radu)

Fromule z prikladu Schody

p(n+3) = p(n)+p(n+1)+p(n+2), p(0)=p(1)=1,p(2)=2
je linearni diferencni rovnice tretiho fadu.

Zde dokonce ag =b=0. (gg=a=a3=1)

Dost Casto, pfedstavuje promnénna n ¢asovy Udaj/parametr.
Potom ay = 0, znamena, Ze f(n) “je nezavislé na Case”, tj.
zavisi pouze na predchozich hodnotéach f(n— 1), f(n — 2), atd.
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Linearni diferencni rovnice prvniho radu

Linearni diferencni rovnice prvniho fadu (nezavisla na ¢ase):
f(n+1)=a-f(n)+b, abelk.

Pro b = 0 dostdvame snadno f(n) = a" - f(0).

Priklad (Malthusiansky model popula¢niho ristu)

Populace roste s konstatni umérou vzhledem k predchozimu
stavu. (Napt. “populace kraliki se za pul roku zdvojnasobi.”)

Pro b # 0 realngjSi (napf. umrtnost v populaci).
Vratime se k tomuto modelu pozdgji.

Ptiklad (Uro&eni — pujcky, sporeni)

VySe nesplaceného dluhu je v kazdém meésici UroCena, tj.
nasobime konstantou a (napf. a= 1,01 pfi mésiénim Groku
1%, tj. 12% p.a.) a snizena o vySi splatky b.
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Uro&eni — piiklad

Puj¢ime Castku C, pfi mési¢nim Uroku u a mésicni splatce S.
Jaka je vyse dluhu po n mésicich?

Predpokladame, ze banka uctuje na konci mésice, pficemz my
v posledni den mésice soucasné uhradime mésicni splatku. Tj.
banka pfipiSe urok z nesplaceného dluhu a snizi vzniklou
¢astku o nasi mésicni splatku. Vysi dluhu na konci n-tého

meésice oznaCme d,. Pfedné dy = C. Déle
di=(1+u)-do—S.
Obecné

dpy1=(14+u)-dy—S, a=1+u, b=-S.
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Uro&eni — piiklad — pokragovani

d = do‘(1+U)—
b = d1‘(1+U)—
d = dop-(1+uP-S-(1+uP-S-(1+u)-S

o : d-(1+u)"=S-[(14+u)" " +(1+u)+1]

Pozn.:Vime @' + 2" 2+ .-+ a+ 1= =1

(1+u)"—1

dh=C-(1+u)"-S- u
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Urogeni — vy$e splatky

Puj¢ime si ¢astku C, pfi mési¢nim Uroku u. Jaka ma byt
meésicni splatka pokud chceme dluh splatit po n mésicich?

n__
dn:C-(1+u)”—S-(1+uu)1

Chceme d, = 0. Pak

n.
s_c. (1+uw)" u

Pujcime si ¢astku C = 160.000, pfi rocnim Groku 13,9%
Pozn.: M&signi trok 13.9/12, tzn. u = 0,011583. Presnéj$i vypodet ¥/1.139 — 1.
na dobu n = 72 mésic? S =3.288
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Uro&eni — vy$e splatky — realita

Pajcime si ¢astku C = 160.000, pfi rocnim Uroku 13.9%
na dobu n = 72 mésicu? S=23.288

Pfedchozi pfiklad vznikl na motivy realné nabidky jedné banky:
Pujcka 160 tis., urok 13,9% p.a., 72 mésicl, splatka 3.549.
Pro¢?
@ Poplatek 1.000 za uzavfeni, vlastné C = 161.000.
@ Poplatek 150 mési¢né za vedeni dluhu. (spousta prace)
@ Stejné nevychazi, asi jiny model GUro€eni (po dnech,
spojité) nebo odlozena prvni splatka, nebo dalsi skryté
poplatky? Cert vi.
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Uro&eni — vy$e troku

PujCime si ¢astku C = 160.000 na n = 72 mésicl pfi mésicni
splatce S = 3.549. Jaky je skuteCny Urok?

(14+u) u
S=C-—-"——
(14+u)"—1
Chceme vypocitat u. Nevyjadiime explicitné, ale numericky Ize
urcit.
Pozn.: f(u) = ((1‘::)):;“1 je rostouci funkce v promnénné u.

u = 0,01407, tj. roéni cca 16,9%.
Proto se uvadi RPSN, coz je zhruba hodnota o niz jsme se
pokousSeli (pfesnéjsi).
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Linearni diferencni rovnice prvniho radu

Priklady:

@ Zjistit vySi splatek pujcky.

@ Zjistit délku splaceni pfi dané mésicni splatce.

@ Zjistit vySi “realného” uroku.

@ Sporeni.

poplatky).

P¥i presnych analyzach je tfeba brat do avahy inflaci, dané,
zmeény Urokovych sazeb, atd.

Dalsi pfiklady na linearni diferencni rovnice - viz skripta.
(kombinatorika - rekurentni metody)
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Skorolinearni diferencni rovnice prvniho radu

Pfedchozi odvozeni pro linearni rovnice prvniho fadu Ize
zobecnit na rovnice, kde F(x, y) je linearni vzhledem k y, tj.
tvaru F(x,y) = a(x) - y + b(x).

Tzn. na rovnice s tzv. promnénnymi koeficienty:

f(n+1)=an-f(n)+bn.
Pro tuto rovnici plati
n—1 n—1 n—1
f(n) = (H a,-) F0)+> | TI a | b
i=0 j=0 \J=j+1

Pozn.: Uvadime spiSe pro zajimavost.

Jednoduchy priklad: faktorial. Zde b, = 0 pro vSechna n.
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Shrnuti, pozadavky

@ Komplexni €isla: ndsobeni, déleni, umocrnovani. (K ¢emuz
je potfeba absolutni hodnota, algebraicky a goniometricky
tvar.)

@ Kombinatorika: elementarni priklady na princip souctu a
soucinu; permutace, variace a kombinace s opakovanim i
bez; rekurentni metody.

@ Linearni diferencni rce: jednoduché priklady na uroceni.
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