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Osnova prednasky

@ Simplexy, rovnobéznostény a dal$i konvexni mnoziny
@ Uloha linearniho programovani
@ Dvoudimenzionalni pfiklad

@ Simplexovy algoritmus
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Simplexy

Definice

Necht Aq, ..., Ak je k + 1 bodu afinniho prostoru A v obecné
poloze. Pak k-rozmérny simplex A = A(Ao, ..., Axk)
generovany témito body je definovan jako mnozina vSech
afinnich kombinaci bodl A; s pouze nezapornymi koeficienty,
tzn.

k
A ={toAo+ h A+ + kA | €[0,1],) =1},
i=0

Jednorozmérny simplex je Usecka, dvourozmeérny trojuhelnik.

vvvvvv

télesa.
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Rovnobéznostén

Necht uy, ..., uk jsou libovolné vektory v zaméfeni R”, A € A,
je libovolny bod. Rovnobéznostén Py (A; uy,...,ux) C A, je
mnozina

73k(Av U17...,Uk) =

={Atcu+ -+ |0< ¢ <1,i=1,... .k}

Jsou-li vektory uy, ..., ux nezavislé, hovofime o k-rozmérném
rovnobéznosténu P (A; uq, ..., ux) C Ap.

Tj. rovnobéznik v R3 je rovnobéznostén (dimenze 2).
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Konvexni mnoziny

Podmnozina M afinniho prostoru se nazyva konvexni, jestlize s
kazdymi svymi dvéma body A, B obsahuje i celou Usecku
A(A, B).

@ Kazda konvexni mnozina obsahuje s kazdymi k + 1 body
v obecné poloze i cely jimi definovany simplex.

@ Konvexnimi mnozinami jsou napf.:

prazdna podmnozina,

afinni podprostory,

Usecky, polopfimky p={P+t-v; t > 0},

obecnéji k-rozmérné poloprostory

a={P+t-vi+- -+t V| b, ..tk eR >0}

uhly v dvojrozmeérnych podprostorech

5:{P+t1'v1+t2'V2|f1 ZO,tzZO},

@ dalsi: nekonecny jehlan, kuzel, koule, mnohostény.

¢ © ¢ ¢

©
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Konvexni obal

Pfimo z definice také plyne, ze pranik libovolného systému
konvexnich mnozin je opét konvexni mnozina.

Pranik vSech konvexnich mnozin obsahujicich danou mnozinu
M nazyvame konvexni obal (M) mnoziny M.

Véta
Konvexni obal libovolné podmnozZiny M C A je

| A\

S
K(M) = {ti A1+ + t:As | SEN,Y ti=1, ;> 0,A € M}

i=1

Konvexni obaly kone¢nych mnozin bodl se nazyvaji konvexni
mnohostény. Jsou-li definujici body Ay, ..., Ax konvexniho
mnohosténu v obecné poloze, dostavame praveé k-rozmérny
simplex.
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Konvexni obal — priklad

Rozhodnéte, zda lezi bod X = [2, 1, 0] uvnitf konvexniho obalu
I

bodd [0,2,1], [1,0,1], [3,—2,—1], [-1,0,1].

Sestavime nehomogenni lin. soustavu, pro koeficienty t;, b, 13, t,
afinni kombinace danych bodd, ktera dava bod X (jsou urCeny
jednoznacné, pokud dané body nelezi v roving).

1 3 -1\ [t
0 -2 0|[¢&
1 -1 1
11 1

e\ -]
\
- O =N

Posledni rovnice udava, Ze jde o afinni kombinaci. Regenim
soustavy dostavame (i, t, t3, &) = (1,0,1/2, —1/2), nejedna se tedy
o konvexni kombinaci. Bod X nelezi v konvexnim obalu.
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Linearni optimalizacni tlohy

Priklad (Modifikace pfikladu 3.1 ze skript)
Firma vyrabi Sroubky a matice.
@ Sroubky i matice jsou lisovany — vylisovani krabicky
Sroubkd trva 1 minutu, krabicka matic je lisovana 2 minuty.

@ Sroubky i matice bali do krabiéek — krabi¢ka $roubku se
bali 1 minutu, krabiCka matic 4 minuty.

@ Firma ma k dispozici 2 hodiny ¢asu pro lisovani a 3 hodiny
¢asu pro baleni vyrobkd.

@ Vzhledem k poptavce chce firma vyrobit maximalné o 30
krabi¢ek matic vice nez krabi¢ek Sroubku.

@ Firma nemuze vyrobit vice nez 110 krabi¢ek Sroubku.
@ Zisk z jedné krabicky je 20 K¢ (Sroubky) a 100 K& (matice).

Kolik krabi¢ek Sroubku a matic ma firma vyrobit, chce-li
dosahnout maximalniho zisku?
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Matematicka formulace prikladu

@ Bud x; pocet krabi¢ek Sroubku, x» pocet krabicek matic.
@ Ze zadani dostdvame omezujici podminky:

Xy +2x% < 120

Xy +4x < 180
Xo < 30+ X
Xy < 110

@ Ugelova funkce (funkce udavajici zisk pti daném poétu
vyrobenych Sroubkl a matic) je 20x; + 100xo.

@ PFedchozi soustava nerovnic zadava v R? uréitou oblast
(implicitné x; > 0 a xo > 0) a optimalizace zisku znamena
najit v této oblasti bod (pfipadné body) s nejvyssi hodnotou
UcCelova funkce. Tj. Ize fesit ,geometricky”.

@ Optimalni feSeni: prasecik pfimek p : x; +4x, = 180 a
q:Xx =30+ xq.Tj.bod x; =12, x, = 42.
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Formulace obecné ulohy linearniho programovani

Obecnou ulohou linearniho programovani rozumime

max{c-x" |A-xT <b"}

kde ¢ = (¢4, ..., Cm) je vektor UCelové funkce, x = (xq,..., Xm)
vektor promnénnych, A € Maty ,(R) matice soustavy linearnich
omezeni a b € R¥ vektor (omezeni).

4

V nagem ptikladé: m = 2, ¢ = (20,100)a A- x” < b je tvaru
1 2 120
1 4 180
—1 1 Xq 30
1 0l <x2) = [ 110
10 0
0 1 0
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Manipulace s ulohami linearniho programovani

@ Minimalizaci nema smysl formulovat zvlast, nebot
min{c-xT| ...} jetotéz co max{—c-xT |...}.

@ Lze uvazovat i rovnice a- x™ = p, které jsou ekvivalentni
s dvojici nerovnica- x" < p, —a-x" < —p.

@ Naopak libovolnou nerovnici Ize zavedenim nové
proménné prevést na rovnici s dodate¢nou podminkou

(@1,....am)- (X1,..., Xm)T < by <=

(@1,...am1)-(X1,.... Xm,y)T =by,y > 0.

@ PoZzadavek nezapornosti feSeni Ize rozSifit na vSechny
proménné, nebot misto proménné x lIze vzit x = x’ — x”,
kde x’, x” > 0.

Standardni tlohou linearniho programovani rozumime

max{c-x" |A-x" =bT x> 0}.

10. prednagka Ulohy linearniho programovani



Priklad ve tvaru standardni Glohy

Mame 4 nerovnosti, takze potfebujeme 4 nové proménné:
V1,2, Y3, ya. Pak ¢ = (20,100,0,0,0,0)a A- x™ = b' je tvaru

X1
1 2 1 0 0O Xo 120
1 40100 yi| 1180
-1 10010 yo| | 30
1 000 0 1 Y3 110
Ya
Tabulkovy zapis standardni tlohy:
-20 —-100 0 0 0O O 0
1 21 0 0 0]120
1 4 01 0 0180
—1 10 01 0] 30
1 0 00 0 t1]110
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Existence reSeni ulohy linearniho programovani

VSimnéme si, Ze body splfujici systém omezeni tvofi konvexni
mnozinu. Jde totiz o prinik poloprostoru.

Pro kazdou ulohu linearniho programovani nastane prave
jedna z nasledujicich tfi moznosti:
@ Optimalni feSeni neexistuje, protoze neexistuje zadné
pripustné feseni.
@ Optimalni feSeni neexistuje z diivodu neohranic¢enosti.
(Uloha ma ale ptipustna feseni).
@ Existuji optimalni feSeni (muze jich byt vice).
My se zpravidla budeme potykat se situacemi tretiho typu,
protoZe jednak byvaji pfirozené ,omezeny zdroje“ a navic je
k dispozici ,trivialni“ (nulové) pfipustné feseni.
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Priklady z praxe na ulohy linearniho programovani

V riznych ekonomickych modelech chceme minimalizovat
naklady nebo maximalizovat zisk pfi omezenich.

o U/ohy financniho planovani, souvisejici s optimalizaci portfolia.
Uréujeme pfitom objemy investic do jednotlivych investiénich variant s cilem
drzet se danych omezeni na rizika a optimalizovat pfitom zisk, resp. pfi
ocekavaném objemu minimalizovat rizika.

o Marketingové ap/ikace, napt. alokace nékladl na reklamy v rdznych
médiich nebo umistovani reklam do ¢asovych termind. Omezujicimi
podminkami bude disponibilni rozpocet, rozlozeni cilovych skupin apod.

o Vyz"ivové prob/émy, tj. navrh davek rliznych komponent vyzivy s danym
sloZzenim a omezujicimi pozadavky na celkové objemy vyZivovych latek.

@ Personalni Ulohy, kdy jsou pracovnici s riznymi kvalifikacemi a dal$imi
predpoklady rozdélovani do smén.

@ Distribuce zboZi ze skiadu je treba distribuovat zbozi mezi zakazniky, pfi

minimalizaci nékladd na dopravu.
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Simplexovy algoritmus pro standardni ulohu

@ |dea — postupujeme z vrcholu do vrcholu po hranach
a vylepSujeme hodnotu ucelové funkce.

@ Resime zjednodugenou Ulohu, kde Ax < b, s b > 0, tudiz
mame ,bezpracné” pfipustné nulové feseni.

@ Obecné se musi startovni feSeni najit, resp. ukazat, ze
neexistuje. My nebudeme délat.
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Simplexovy algoritmus — tabulkovy zapis

Tabulkovy zapis standardni Glohy:

—-20 —-100 0 0 O O 0
1 2 1 0 0 0120
1 4 01 0 0180
—1 100 1 0] 30
1 0 000 1]110

@ Sloupce s pivotem — v pravém sloupci v fadku s pivotem se
nachazi aktualni hodnota pfislusné proménné.
Zde y; =120, y» = 180, y3 = 30, y4, = 110.

@ Sloupce bez pivota — pfisluSsna proménna je nulova. Zde
X1 = 0, Xo = 0.

@ Aktualni hodnota ucelové funkce — pravy horni roh. Zde 0.
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Simplexovy algoritmus — jeden krok vypoctu

—C ... —Cp ‘ 0
ai .. aim | by
a1 ... axm | bk

@ Vybereme prvni sloupec zleva, ktery ma v zahlavi zaporny
prvek. Necht je to j-ty sloupec.

@ V j-tém sloupci vybereme z kladnych ¢&isel aj to, pro které
je pomér a% minimaln.
© Eliminujeme cely j-ty sloupec této tabulky s pivotem a;;
(tzn. elementarnimi fadkovymi transformacemi dané
tabulky dosahneme toho, Ze ve vybraném sloupci bude
Cislo 1 na misté a; a jinak samé nuly).
Poznamenejme, ze pravy sloupec zlstava béhem vypoctu
nezaporny.
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Simplexovy algoritmus — priklad — prvni krok

0

120 120
180 180
30

110 110

o O O = | O
o O = O| O
o = O O| O
- O O O | o

20 | 2200

—1] 10
70
1] 140
1] 110

0 —100
2

o =+ O 0o|o
|
—

0
0
1
0
0

- O O O
O O O = | O

4
1
0

x1 =110,x2 =0,y1 =10,y2 = 70,y3 = 140,y4 = 0
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Simplexovy algoritmus — priklad — druhy krok

0 -100 0 0 0 20]2200
0 2100 -1 10 10
0 4010 -1 70 17,5
0 100 1 140 140
1 0000 1] 110
0 0 50 0 0 —30]2700
o1 00 -} 5
00 -210 1] 50
00 —5 01 3| 135
10 000 1] 110

X1 =110,% =5,)1 =0,y2 =50,y3 =135,y4 = 0
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Simplexovy algoritmus — priklad — treti krok

0 0 50 00 —30/2700
o1 S o0 -} 5
00 -210 1| 5 50
00 -5 01 3| 13 90
10 000 1| 110 110
0 0 —10 30 0 0]4200
01 -3 1 00| 30
00 -2 10 1] 50
00 3 -3 10| 60
10 2 -10 0| 60

X1 260,X2 230,}/1 :O,yg :O,y3 = 110,y4 =50
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Simplexovy algoritmus — priklad — Ctvrty krok

0 0 —10 30 0 04200
01 -5 3 00| 30
00 -2 10 1] 50
00 3 -3 10| 60 24
10 2 -100| 60 30
0 0 0 24 4 0]4440
010 ¢ 1 0| 42
000 -f 2% 1| 98
001 - 20| 24
1too -2 o0 12

X1 =12, % =42,y1 =24,y =0,y3 =0, )4 = 98
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Simplexovy algoritmus — konec

Konec vypoctu:
@ Celé zahlavi je nezaporné, mame optimalni feSeni.
@ Pokud béhem vypoctu narazime na sloupec se zapornym
Cislem v zahlavi, ktery je cely nekladny, pak optimalni
feSeni neexistuje z dlivodu neohrani¢enosti.

V nasem piikladé mame optimalni feSeni x; = 12, xo, = 42
s optimalni hodnotou ucelové funkce 4.440.
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Pozadavky

@ Konvexni obal — zda zadany bod je vnitfni bod.

@ Geometrické feSeni ulohy linearniho programovani v
roving.

@ Algoritmické feSeni zjednoduSené ulohy linearniho
programovani. (Jednoduché zadani, kde kromé
doplrikovych proménnych jsou maximalné 2 pavodni
proménné.)
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