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Osnova prednasky

@ Realné polynomy a jejich kofeny
@ Linearni diferen¢ni rovnice
@ Homogenni linearni diferen¢ni rovnice

@ Nehomogenni linearni diferencni rovnice
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Polynomy s realnymi koeficienty

@ Koren polynomu f € K[x] je ¢ € K takové, ze f(c) = 0.

@ Prvek c € K je kofenem f praveé tehdy, kdyz (x — c) | f.

@ Argument: délime se zbytkem f = (x —c)- g+ r, kde r je
polynom mensiho stupné, tzn. konstanta.

@ Necht f € K[x] je nenulovy polynom a ¢ € K koren f.
Prirozené Cislo k se nazyva nasobnost kofene c, jestlize
(x —c)k | fa(x —c)tT¢f.

@ Nenulovy polynom f € C|[x] stupné n ma pravé n kotenu,
pocitame-li je i s jejich nasobnosti.

@ Je-li ¢ dvojnasobny kofen f, pak f(x) = (x — ¢)?g(x). Proto
c je korenem

F(x)=2(x—c)g+ (x — ¢)?g' = (x — )(...).

@ Je-li f polynom s realnymi koeficienty a ¢ jeho koren,
potom komplexné sdruzené Cislo C je také kofenem f.

11. pfednaska Linearni diferenéni rovnice



Hornerovo schéma

@ Jak se efektivné pocita f(c)?
@ Necht f(x) = anx"+ a,_1x" ' +--- + a;x + ap. Pak

f(x)=((...((anx + an-1) - x+an-2)...) - x+ay) - x+ap
@ Proto po dosazeni ¢ mame
f(c)=((..-((anc+an-1)-c+apn-2)...)-c+ay) - c+ag

@ Hornerovo schéma je tabulkovy zapis tohoto vypoctu:

an an—1 a ... ... & aop
clap anc+ap.1 ... bi bi_1 ... by by f(c)

kde bj_y = b;j-c+ a;j, f(c) = by - ¢ + ap.
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Hornerovo schéma — priklad

UrCete zda je ¢ = —3 kofenem polynomu

f=2x%1+5x° —2x* —7x°+5x 3.

|2 5 2 0 -7 5 -3
3|2 -1 1 -3 2 -1 0

Proto f(—3) = 0.
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Hornerovo schéma — pokracovani

@ Pro déleni se zbytkem f(x) = (x —c¢) - g + r, plati r = f(c).
@ Necht f = apx"+ a,_1x" 1+ -+ ayx + ao,

q=bp_1x"" 4+ 4 byx + bg.
@ Porovnejme koeficienty v f(x) = (x — c¢) - g+ r. Dostaneme:

x" an = bp_1 by,—1 = an
X1 an—1 = bp_2 — bp_1C bp_2 = bp_1C+ an_1
x! ai=bj_41—bj-c bi_1=b;j-c+ a;
X a; = by — byc by = bic+ ap
ap=1r— bgc r=bgc+ ag
o
an an-1 ... ... a ... ... a Qo
C bn_1 bn_2 Co b,‘ b,'_1 C b1 bo r
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Hornerovo schéma — priklad — nasobnost korenu

UrCete nasobnost kofenu ¢ = —3 polynomu

f=2x%15x° _2x* —7x°+5x — 3.

|2 5 -2 0 -7 5 -3
-3[2 -1 1 -3 2 -1 0
@ Tedy f(x) = (x +3)(2x% — x* + x3 —3x% +2x — 1).
@ ¢ = —3je vicenasobny, jestlize je kofenem polynomu

2x% —x* +x® —3x2+2x—1.

2 1 1 -3 2  _{
—3]2 —7 22 —69 209 -628

o Neni.
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Racionalni kofeny

Véta

Necht f = anx" + ap1x"" ' + .- +ajx + a € Z[x] a § je
racionalni kofen polynomu f takovy, Ze p,q € Z,q > 0 a
nsd(p,q) = 1. Pakq | an,p | ao-

Ptiklad
Naleznéte v§echny racionalni kofeny polynomu
i b = ]

Pokud je racionalni Cislo ¢ kofenem f, pak

5 55 5

ce {17_1757_5757_5727_2}‘

Pozn: v pfedchozim pfikladu jsme nasobnost nemuseli zkouset.
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Diferenc¢ni rovnice

Definice
Diferenc¢ni rovnice fadu k je formule

f(n+ k) = F(n, f(n), f(n+1),....f(n+ k — 1)),

kde F je funkce v k + 1 promnénnych.
Posloupnost f(0), ..., f(k — 1) nazyvdme pocatecni podminky.

Funkce F a pocatecni podminky jednoznacné urcuji
posloupnost
(F(N)nen = (f(N)), € RY.
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Linearni diferen¢ni rovnice

Diferencni rovnice se nazyva linearni, jestlize existuji
skalary(konstanty) ag, a1, . . ., ax, b takové, ze
F(Xo,X1,...,Xk) = @oXo + @i Xy + -+ + axxx + b.

Pfiklad (Linearni diferencni rovnice druhého fadu)

Fibonacciho posloupnost (vychazeni schodu)
p(n+2)=p(n+1)+p(n), p0)=p()=1
je linearni diferenéni rovnice.

Zde dokonce ag=b=0. (a;=a=1).
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Homogenni linearni diferencni rovnice

Homogenni linearni diferenéni rovnice fadu k je formule

f(n+ k) = a1f(n)+ axf(n+1),---+af(n+ k—1).

@ PiSeme také:
Xp+b1Xp_1 + -+ beXp_k = 0.

@ Hovofime téZz o homogenni linearni rekurenci.

@ Reseni je nekoneéna poslopnost x = (Xn)52, € R¥.

@ Soucet dvou feseni je opét fesSeni.

@ Skalarni nasobek feseni je opét feseni.

@ Mnozina feSeni je vektorovym prostorem a kazdy vektor je
jednozna¢né dan posloupnosti x = (x,,)’,‘;gJ € RX,

@ Tzn. dimenze je rovna fadu k.

@ Radi bychom nalezli vhodna bazicka reseni.

@ Ostatni feSeni dostaneme jako jejich linearni kombinace.
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Hledani bazickych reseni

@ Uvazujme moznost x, = A" pro néjaky skalar \.
@ Pak dostavame podminku

A=K £ b AT b ) =0

@ Ta znamen4, Ze bud A = 0 nebo je A\ kofenem tzv.
charakteristického polynomu v zavorce.

@ Zde predpokladame by # 0, tj. 0 neni kofenem
charakteristického polynomu.

@ Predpokladejme, Ze charakteristicky polynom ma k
riznych kofenl A1, ..., \k.

@ Kazdy z kofentd nam dava jedno mozné feSeni x, = (\;)".

@ Mlzeme za timto Ucelem rozS§ifit uvazované pole skalard z
R na C (pozdgji).
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Hledani bazickych feSeni — pokracovani

@ Nezavislost plyne z nezvislosti k vektoru
(1,0, A2, ... Ak,
@ Ktomu se pouzije Vandermonduv determinant:

T A A2 0 T
1T A A3 ... T
K—
1 A A2 .0 N T -
P : 1<i<j<k
T M A2 L AT

@ Potom libovolné feSeni zadané homogenni linearni
diferencni rovnice je tvaru

Xn = CIAY + CAJ + -+ + CkAR.

@ Konstanty ¢; urCime tak, abychom splnili poc¢ate¢ni
podminky. Re§ime soustavu k rovnic s neznamymi c;.
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Priklad — Fibonacciho posloupnost

@ Rekurence x, = Xp_1 + Xp_2, X9 =Xy = 1.

@ Charakteristicky polynom: A2 — X\ — 1.

@ Kofeny \j = %, Ao = %

@ Explicitni vztah p(n) = c- A + d - \J, kde p(0) = p(1) = 1.
@ Tedy1=c+daft :c'%er'%.

@ Odkud ¢ = %M,d = —LSAZ.

v
@ Celkem

(n)_i 1+\/§ n—H_L 1_\/5 n+1
P ="71"2 NAWE '

@ Vsimnéme si, Ze p(n) € N.

Technické komplikace: nasobné kofeny, nerealné koreny,
nehomogenni rovnice.
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Nasobné koreny

@ Necht' A je dvojnasobny kofen charakteristického
polynomu f(x).Tedy f'(A) = 0.

® Pro f(x) = x¥ + byx*=" + ... 4+ bx® vime
f'(x) = kx*=1 4 by(k — 1)x*=2 4 ... 4+ bx_1 + 0 a proto

0=A'(\) = kXN + by (k— DX 4o b1 (1A + be(0)A°

@ Dostavame feSeni x, = n- \" zadané diferenéni rovnice.
@ Podobné se postupuje — pouzitim vy$Sich derivaci —
v pfipadé vicenasobnych korenda.
o Dostavame dale feSeni: x, = (5) - A", xp = (3) - A", ...
@ Nebo vybérem jiné baze: x, = n/\"proj=0,...,¢— 1.
@ Opét nezavislé vektory/posloupnosti.
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Priklad — nasobné koreny

@ Rekurence x, = 4x,_1 —4Xp_2,X =0,x1 = 4.
@ Charakteristicky polynom: A% — 4\ +4 = (A — 2)2.
@ Dvojnasobny kofeny A\ = 2.
@ Explicitni vztah p(n) = c-2" +d - n2", kde

p(0) =0,p(1) = 4.
@ TedyO=cad4=c-2+d-2.Tj.d=2.
@ Celkem

p(n) =n-2mM1,
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Nerealné koreny

@ Necht \; je nerealny kofen charakteristického polynomu
f(x). Tedy f(A\1) = 0, kde A\ = |z|(cos(p) + isin(¢)) a
A2 = |z|(cos(p) — isin(y)).

@ Potom \{ = |z|"(cos(ny) + isin(ny)) a
AJ = |z|"(cos(ny) — isin(ny)).

@ Odtud F(\7 + ) = |z|" cos(ny) € R a také
2 (A7 — ) = |z|"sin(ny) € R (pro libovolné n).

@ Reseni rekurence jsou také
Xp = C- |z|"cos(ny) + d - |z|" sin(ny), kde ¢, d jsou
libovolna reélna Cisla.

@ Opét potfebujeme nezavislost a miizeme kombinovat s
ostatnimi bazickymi feSenimi.
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Priklad — neredalné koreny

@ Rekurence x, = 2Xp_1 —2Xp_2,X% = 0,x1 = 1.

@ Charakteristicky polynom: A2 —2)\ +2 = (A —1)2 + 1.

@ Kofeny A\jo=1%i=+2(cosZ £ising).

o Explicitni vztah p(n) = ¢ v2" cos(2) + d - v2" sin(Zr),
kde p(0) =0,p(1) = 1.

@ TedyO=cal=c+d. T.d=1.

@ Celkem

nm

p(n) = V2" sin( )
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Nehomogenni diferencni rovnice

@ Nehomogenni linearni diferencni rovnice fadu k je formule
f(n+ k) = a1f(n) + axf(n+1),---+axf(n+k—1)+ b(n),

kde ay, ..., ak jsou skalary (z R) a b polynom (nad R).

@ VSechna feSeni nehomogennich linearnich diferen¢nich
rovnic mizeme dostat tak, Ze najdeme jedno feSeni a
priCteme cely vektorovy prostor dimenze k feseni
odpovidajicich zhomogenizované diferencni rovnici.

@ Hledame (tzv. partikularni) feSeni ve tvaru polynomu
Xn:ao+a1n+---+asns

s neznamymi koeficienty aj, i = 1,..., s, kde s je stupen
polynomu b.

@ Dosazenim do diferenéni rovnice dostatneme systém s + 1
rovnic pro s + 1 proménnych «;.
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Priklad — nehomogenni diferenéni rovnice

Najdéte posloupnost, ktera vyhovuje nehomogenni diferenéni
rovnici s pocatec¢nimi podminkami:

Xni2 = Xny1 +2Xp— N, Xg =2, Xy = 5.

@ Obecné feSeni zhomogenizované rovnice je tvaru
a(—1)"+ b2".

@ Partikularnim fesenim je 2 + 1.

@ Obecné feSeni dané nehomogenni rovnice bez
pocatecnich podminek je tedy a(—1)" 4+ b2" + § + %.

@ Dosazenim do pocatecnich podminek zjistime konstanty
a= —%, b = 2. Dané rovnici s pocateCnimi podminkami
tedy vyhovuje posloupnost

1 n 1
—(—1 n+1 2n+1 o -
A A A
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@ Prostor vSech feSeni homogenni lineéni diferencni rovnice
fadu k je vektorovy prostor dimenze k.

@ VSechna feSeni jsou generovana fundamentalnim
systémem k feSeni, ktery Ize obdrzet z kofenu
charakteristického polynomu.

@ VSechna feSeni nehomogenni lineani diferen¢ni rovnice
obdrzime, kdyz pfi¢teme jedno pevné zvolené partikularni
feSeni ke vSem feSenim zhomogenizované lineani
diferen¢ni rovnice.

@ Reseni vyhovuijici danym pogateénim podminkam
Xo = fo,..., Xx_1 = fx_1 hledame z obecného feseni
dosazenim podminek a uréenim koeficientd lineani
kombinace fundamentalnich feseni.
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Pozadavky

Regeni linearnich diferenénich rovnic
@ fadu2a3
@ a to homogennich i nehomogennich
@ s to i s ndsobymi a komplexnimi kofeny
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