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Osnova prednasky

@ Priklad popula¢niho modelu
@ Leslieho model ristu
@ Pozitivni a primitivni matice

@ Markovovy procesy
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Priklad populaéniho modelu — stado ovci

@ Stado ovci, 5 kategorii: nova jehnata(0-1), stara
jehnata(1-2), mladé ovce(2-3), ovce(3-4) a staré ovce(4-5).
@ Pocet kusu v Case t (napf. roky od za¢atku chovu) znagime
Xo(t) (nové jehnata), xq (t) (stara jehnata) atd. Stav stéada v
Case t je tedy X(t) = (xo(t), X1 (1), x2(1), x3(1), X4 (1)) 7.
@ Zname relativni roCni zmeény:
o Uhyn v jednotivych kategoriich:
X4(t+1) =0.6- x3(1) x3(t+1)=0.7-x(t)
Xo(t+1) = 0.8 x(t) xi(t+1) = 0.95 - xo(t)
@ Reprodukce: xp(t+1) = 0.2 - x1(t) + 0.8 - Xo(t) + 0.6 - x3(¥)
@ Tedy X(t+1) = A- X(t) s konstantni matici A:
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Stado ovci — pokracovani

Vlastni Cisla (pfiblizné): 1.03, 0, —0.5, —0,27 + 0.74i,
—0.27 — 0.74i s velikostmi 1.03,0,0.5,0.78,0.78
Idealni stav: pét rliznych vlastnich Cisel A}, tj. vlastni
vektory v; tvofi bazi C°. Pouze pro \g = 1.03 je |\g| > 1.
Libovolny vektor v C° Ize (jednoznaéné) vyjadrit
V=agVp+ aivs +---+ asv4 a miizeme spocitat
Av=A-a - wt+A a -vi+ -+A a v=

= Ag@oVo + MaiVvy + -+ \gagvy.
Obecné A% . v = Xsagvp + \ayvy + - + Niayva.
Pro zvétdujici se k se budou mocniny X, ..., \K bliZit 0.
Tzn. pro velka k mame AX - v ~ \fagvp.
Pomérna vékova struktura stada bude konvergovat k
pomértm ve vlastnim vektoru vy (nebo vymre).
Zde v, je priblizné (30,27,21, 14, 8). (Souctem soufadnic
je 100, tj. vidime vysledné procentni rozloZeni populace.)
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Linearni iterované procesy

@ Procesy byvaji popsany prostiednictvim linearni
transformace pro jednotliva ¢asovéa obdobi (linearizovany
model). Budeme chtit studovat jeho chovani béhem delsi
doby.

@ Napfriklad zkoumame néjaky systém jednotlivcl
(péstovand zvifata, hmyz, bunécné kultury apod) rozdéleny
do m skupin (tfeba podle stafi, fazi vyvoje hmyzu apod.).

@ Stav, zavisejici na okamziku f,, ve kterém systém
pozorujeme, je tedy dan vektorem
Xn = (x4(n),...,xm(n)T.

@ Linearni model vyvoje takového systému je dan matici A
dimenze n, ktera zadava zménu z vektoru X, na vektor
Xni1 = A- X, pfi prechodu z t, na t,4.
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Leslieho model rustu

Prikladem line&rnich procesu je Leslieho model ristu s matici

f1 f2 f3 fm_1 fm
Hn 0 0 0 0
0 m» 0 0 0
A=10 0 = 0o 0/
0 0 0 Tmq O

ve které:

@ f; oznaCuije relativni plodnost pfislusné vékové skupiny
(ve sledovaném ¢asovém obdobi vznikne z N jedincu v
i—té skupiné f;N jedincl novych, tj. ve skupiné prvni);

@ 7; je relativni umrtnost i-té skupiny béhem jednoho obdobi.

@ Plati 7; € [0,1] a f; > 0. Lze dok&zat, Ze existuje jediné
kladné realné vlastni Cislo. (Idea nasleduije.)
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Leslieho model rustu — charakteristicky polynom

fi=X b f5 .. foq fn

S 0 0

0 7 -\ . 0 0

A=l o0 0 = . 0 0
0 0 0 Tt —A

Dm = —ADm_1 + fn( m+1HT
dm = (—1)"Dm = Adpm_y — fm H Ti

k—1
dmn=\" — (Z)\m—k - fi H i)
k=1 i1



Perronova—Frobeniova teorie

Necht A je realna ¢tvercova matice dimenze m s nezapornymi
prvky, jejiz néjaka mocnina AX mé samé kladné prvky. Pak plati
@ existuje redlné viastni ¢islo \,, matice A takové, Ze pro

vSchna ostatni viastni Cisla X\ plati |\| < A\m —tzv.
dominantni viastni ¢islo,

@ viastni ¢islo \,, ma algebraickou ndsobnost jedna,

@ viastni podprostor odpovidajici \,, obsahuje vektor se
vSemi souradnicemi kladnymi

© plati odhad min; >°; @ < Am < max; 3, aj.

@ Aje pozitivni, jestlize je Ctvercova realna matice jejiz
v8echny prvky jsou kladné.

@ A je primitivni, jestlize je Ctvercova realna matice a existuje
k tak, ze Ak je pozitivni.
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Aplikace na Leslieho model

@ Pokud je matice v Leslieho modelu primitivni, pak mame
jediné dominantni vlastni Cislo.

@ Existuje pfislusny vlastni vektor vy, ktery ma kladné
vSechny slozky. A tento vektor tvofi stabilni generacni
distribuci.

@ Pokud jsou ostatni vlasni Cisla velikosti menSinez 1 a
dominantni vlastni Cislo je vétsi nebo roveno 1, pak kazda
pocatecni generacni distribuce konverguje k pomérdm v
stabilni distribuci vy nebo konverguje k nulové distribuci
(populace vymre).

@ Pokud jsou v8echna vlastni Cisla mensi nez 1, pak kazda
pocatecni generacni distribuce konverguje k nulové
distribuci.

@ Leslieho matice je primitivni napfiklad pokud jsou vSechny
parametry f;, 7; kladné.
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Priklady na Leslieho model rustu

V Leslieho modelu feSime ulohy:
@ Zjistit tendenci vyvoje v dlouhodobém horizontu (viz pfiklad
s ovcemi):
@ vymrieni populace, stabilizace nebo expanze (pfemnozeni),
@ pomeérna struktura populace.
@ Urcit vhodnou modifikaci parametru, aby doslo ke
stabilizaci populace:
@ odbér péstovanych kusu na prode;j,
@ nasazeni pfirozenych nepratel zabranujicich pfemnozeni
v modelu dravec-kofist.

V prikladu ,stado ovci“ urcete, kolik procent novych jehnat Ize
kazdy rok prodat.
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Priklad — stado ovci — kontrola populace prodejem

0 02 08 06 O
095 0 0 0 O
0O 08 0 0 O
0 0 07 0 O
0

0 0O 0 06
Nyni chceme urcit z tak, aby matice A méla vlastni vektor 1:

0 0.2 08 0.6
z 0 0 0
0O 08 O 0
0O 0 07 O
0O O 0O 06
P(A) = (=1)5(NS = M4y — N3fory — N2famomy — AfymaToTy — AsT4TaToty)
p(1) =1 —fhry — 3oy — 4137y =
~1-2(02+08-08+06-07-08) =1—2-1.176
Odtud z = - ~ 0.85. Cca 0.95 — z = 0.1 ~ 10% Ize prodat.
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Priklad — stado ovci — poznamky

@ Neni tfeba pocitat (natoz znat zpaméti vzorec pro)

charakteristicky polynom Leslieho matice.

-1 02 08 06 O
z -1 0 0 O
0O 08 -1 0 O
0O 0 07 -1 0O
0O 0 O 06 -1

A-\E=A_E=

@ Pokud nechceme pocitat se zlomky, tak mdzeme vzit
matici 10A, ktera ma vlastni Cisla desetinasobky vlastnich

Gisel A.
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Markovovy procesy

DalSi pfipad linearnich procesl popisuje systémy, ktery se
nachazi v m riznych stavech s riznou pravdépodobnosti.
V urcitém Case je systém ve stavu s; s pravdépodobnosti
p;. Tzn. popis systému v daném Case t je dan vektorem
P(t) = (p1,P2; - - -, pm)- Plicemz 3-1"  pi = 1, p; € [0,1].

K pfechodu z mozného stavu j do stavu i dochazi vzdy (t;.
nezavisle na Case) s pravdepodobnosti ;.

Naptiklad pravdépodobnost stavu sy v Case t + 1 se
spoCité jako pi(t + 1) = a11p1(t) + arzpa(t) + . .. @1mpPm(t).
Rozdéleni pravdépodobnosti pro ¢as n+ 1 je dano
vynasobenim pravdépodobnostni matici pfechodu

A= (ay),tj. P(t+1)=A-P(t).

Pfitom pro libovoIné j plati " ; tj = 1. (Soucet v sloupci.)
Matice A = (a;) je tzv. stochasticka.

Takovému procesu fikame Markovuv proces.

12. pfednaska Linearni procesy



Stochastické matice

Vlastnosti stochastickych matic.

@ Kazdy pravdépodobnostni vektor p = (p1,p2, ..., Pm) j€
opét zobrazen na vektor se sou¢tem souradnic jedna:

DO ap)=> O app=>_p=1
J i j

i j

@ Ztoho také plyne, Ze soucin dvou stochastickych matic je
stochasticka matice. Proto je stochasticka kazda matice
Ak, kde A je stochasticka a k libovolné pFirozené &islo.

@ ProtoZe je soucet kazdého sloupce matice Aroven 1, je
soucet kazdého sloupce matice A — E roven 0. Jsou proto
radky matice A — E linearné zavislé a matice A— E ma
nulovy determinant.

@ Tedy |A— E| =0a X\ =1 je vlastni Cislo matice A a musi k
ni existovat viastni vektor.
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Aplikace Perronovy-Frobeniovy véty

Dasledkem Perronovy-Frobeniovy véty pro Markovovy procesy
s matici, ktera nema zadné nulové prvky (nebo jejiz néktera
mochina ma tuto vlastnost), je
@ existence vlastniho vektoru p., pro vlastni Cislo 1, ktery je
pravdépodobnostni vektor
@ priblizovani hodnoty iteraci A¥p(0) k vektoru p., pro
jakykoliv pravdépodobnostni vektor py.
Prvni tvrzeni vyplyva pfimo z kladnosti soufadnic vlastniho
vektoru zminéné v Perronové-Frobenioveé véte, druhé pak z
toho, Ze absolutni hodnoty v§ech ostatnich vlastnich Cisel musi
byt ostfe mensi nez jedna.

Druhou vlastnost je také mozné formulovat tak, ze posloupnost
matic AK konverguije, pFi zvétsujicim se k, k matici B, jeZ je
tvofena stejnymi sloupci, a to p...
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Markovulv proces — priklad

Priklad (Sledovanost televizi)

Vysilaji tfi televizni stanice. Z vefejného vyzkumu vyplynulo, Ze
po jednom mésici prejde 1/4 divaku prvni stanice ke druhé
stanici a 1/4 divaku ke tfeti stanici. Tzn. 1/2 divakd zlistane u
prvni stanice. Déle, Ze z divaku druhé stanice prejde 1/3
divakl k prvni stanici a 1/3 divaku ke tfeti stanici. Kone¢né z
divaku treti stanice prejde 1/2 divakud k prvni stanicia 1/2
divakl ke druhé stanici. Popiste Casovy vyvoj poc¢tu divaku
sledujicich dané stanice jako Markovilv proces.

A=

FSENSNEY TN
Wl l—= l—
O M= Nl=

Matice ma dominantni vlastni hodnotu 1, pfislusny vlastni
vektor je (4,3,2). Pomér divaku se ustali na poméru 4 : 3 : 2.
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Priklad bez Perronovy-Frobeniovy véty

Piiklad (Ruleta)

Hrac rulety ma nasledujici strategii: pfisel hrat se 100 K&. Vzdy
vS§echno, co aktualné ma. Sazi vzdy na Cernou (v ruleté je 37
Cisel, z toho je 18 Cernych, 18 Cervenych a nula). Hra¢ skondi,
pokud nic nema, nebo pokud ziska 800 Uvazte tuto ulohu jako
Markovlv proces a napiste jeho matici.

Jednotlivé stavy systému jsou dany aktualni hodnotou, kterou
hra¢ ma. Jsou to tedy ¢astky 0, 100, 200, 400 a 800 K¢&.
Vysledna matice je:

>

I
cocooo -~
COoOT O
oOcT oo
ToOo0OO0OND
—~—oooo

oo

kdea=2ab=.
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Priklad bez Perronovy-Frobeniovy véty — pokracovani

1 a a a o0 1 at+ab at+ab a 0
000O0O O 0 © 0 00
A=|0 b 0 0 0|,A2=|0 o0 0 0 0],
00 b OO 0 b 0 00
0 00 b 1 0 © b2 b 1
1 a+ab+ab® at+ab a 0
0 0 0 00
A=10 0 0 0 0f,A*=A3.
0 0 0 00
0 b3 b2 b 1

@ Proto Ak = A3 pro libovoIné k > 3. Matice A neni primitivni.

@ Nicméné Ize potitat A% - P(0) pro libovolny pocateéni
pravdépodobnostni vektor P(0).

@ Zejména AX - (0,1,0,0,0)" = (a+ ab + ab?,0,0,0, b3)
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Permutacni matice — priklad

@ Priklad
01 0O0O
100 00
A=1]10 0 0 0 1
001O0O0
00010

@ Muzeme psat

A= <§ g) kde B = <? 8),0: (? 0 ;)
010
@ Potom .
Ak = <BO gk>,32 =FE, C®=E;
@ Tedy A® = E. A dochézi k periodickému opakovani.
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Pozadavky

Piiklad ktery se mlze objevit na zkouSce:
@ Leslieho model rastu — urcit tendenci vyvoje v
dlouhodobém horizontu.
@ Leslieho model ristu — modifikovat parametry tak, aby
doslo ke stabilizaci populace.
@ Markovovy procesy s primitivni matici — urcit limitni
pravdépodobnostni rozloZeni (vektor).
Ve vSech pfipadech je tteba umét zkonstruovat matici ze
slovniho zadani. Je také vhodné umét rozhodnout, zda matice
je primitivni a védeét zda Ize pouzit Perronovu-Frobeniovu teorii
v pIném rozsahu.
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