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Osnova prednasky

@ Kuzelosecky — pfiklad
@ Symetrické matice
@ Klasifikace kuzelosecek

@ Kvadratické formy
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Kuzelosecka — priklad

Popiste kuzeloseku 3x2 + 8xy — 3y = 10.

Véta
Necht A je symetricka matice, ktera je matici linearniho
zobrazeni ¢ : R" — R". Potom plati nasledujici.
@ Vlastni Cisla jsou véechna realna.
@ Vlastni vektory pfislusné riznym viastnim &islum jsou
navzajem kolmé.
@ Existuje ortonormaini baze tvorena vlastnimi vektory, v niz
ma zobrazeni ¢ diagonalni matici.
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Kvadratické formy

Méjme bilinearni symetrickou formu F : R” x R" — R. Pro
libovolnou bazi na tomto vektorovém prostoru bude hodnota
f(x) na vektoru x = xyeq + - - - + xpep dana vztahem

f(x) = F(x,x) = ZX'X/ (e, 6)=x"-A-x

kde A = (aj) je symetricka matice s prvky a; = F(e;, g)).
Takovymto zobrazenim f fikame kvadratické formy a vySe
uvedeny vzorec pro hodnotu formy s pouzitim zvolenych
soufadnic se nazyva analyticky tvar formy. Jestlize zménime
bazi e; na jinou bazi €, . .., e, dostaneme pro stejny vektor
jiné souradnice x = S - x” a tedy

f(x)=(S-X)T-A-(S-x)=(x)T-(ST-A-S)-x.

13. prednaska Kuzelosecky, kvadratické formy a symetrické matice



Ortonormalni baze pro kvadratické formy

Pfedchozi vypocet na prostoru se skalarnim soucinem
muzeme shrnout: matice bilinearni formy F a tedy i kvadratické
formy f se transformuje pfi zméné souradnic zptisobem, ktery
pro ortogonalni zmény souradnic splyva s transformaci matic
zobrazeni (skutecné, pak je S—' = ST):

Necht' V je realny vektorovy prostor se skalarnim soucinem.
Pak vztah

g £, H(u) = F(u,u) = (U, (u))

zadava bijekci mezi symetrickymi linearnimi zobrazenimi a
kvadratickymi formami na V.

Pro kazdou kvadratickou formu f existuje ortonormalni baze
zameéreni, ve které ma f diagonalni matici (a diagonalni
hodnoty jsou jednoznacné ureny az na poradi).
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Euklidovska klasifikace kvadrik

Pfedpokladejme tedy pfimo rovnici ve tvaru

n n
Z:)\,'X,-2 —|—Zb,'X,'—|-b: 0.
i=1 i=1

V dal$im kroku pro soufadnice x; s \; # 0 provedeme doplInéni
do Ctvercu, které ,pohlti“ kvadraty i linearni ¢leny tychz
neznamych (tzv. Lagrangelv algoritmus). Tak nam zdstanou
nejvyse ty neznamé, pro které byl jejich koeficient u kvadratu
nulovy, a ziskdme tvar

n
Z Ai(xi — pi)? + Z bix;+ ¢ =0.
i= J spliujici A; =0
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Pripad &, tj. kuzelosecky v roviné

Pdvodni rovnice ma tvar
a1 X% + anpy? + 2a1oxy + a1x + ay + a= 0.

Volbou vhodné baze zaméfeni a naslednym doplnénim ¢tverct
dosahneme tvaru (opét pouzivame stejného znaceni x, y pro
nové souradnice):

anx®+ any® +aix +ay +a=0

kde a; miaze byt nenulové pouze v pfipadé, ze a; je nulové.
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Pripad &, tj. kuzelosecky v roviné — pokraCovani

Poslednim krokem obecného postupu, tj. v dimenzi n = 2 jen
pfipadnou volbou posunuti, dosdhneme prave jedné z rovnic:

0=x%/a+y?/b? +1
0=x2/a%+y?/b? — 1
0=x%/a—y?/b? -1
0=x2/a® - 2py

0 =x2/a + y?/b?
0=x2/a°— y?/b?

0=x%-2a
0= x2
0=x%+2

prazdna mnozina
elipsa

hyperbola

parabola

bod

2 riznobézné primky
2 rovnobézné primky
2 splyvajici pfimky
prazdna mnozina
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Lagrangeulv algoritmus

Lagrangeuv algoritmus doplfiovani na Ctverce

Necht V je realny vektorovy prostor dimenze n, f: V — R
kvadraticka forma. Pak na V ziskdme polarni bazi pro f takto:
(1) Necht A je matice fvbaziu = (uy,...,up) na Va
predpokladejme ay; # 0. Pak mizeme psat

2 2
f(X1,...,Xn) = a11X] +2a12X1Xo + - + a2X5 + . ..
—1 2
= ay; (@11X1 + @i2Xe + - -+ + @1pXn)
+ Cleny neobsahujici x4

Provedeme tedy transformaci soutradnic (tj. zménu baze) tak,
aby v novych soufadnicich bylo

/ / /
Xy = a1 Xy + aeXo + - -+ @1pXn, Xop = X2, ..., Xp = Xn.
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Lagrangeuyv algoritmus — 2. ¢ast

Baze vy = 31_11 Uy, Vo = Up — 31_11 ayoUq,...,Vp = Un — 31_11 anUy
a tak jak Ize oCekavat, v nové bazi bude prislusna symetricka
bilinerani forma splfovat g(v4, v;) = 0 pro vSechny i > 0. M&
tedy f v novych soufadnicich analyticky tvar a;; x|2 + h, kde h
je kvadraticka forma nezavisla na proménné x;.

Z technickych davodu byva lepSi zvolit v nové bazi vy = uy,
opét dostaneme vyraz f = f; + h, kde f; zavisi pouze na xj,
zatimco v h se x] nevyskytuje. Pfitom pak g(vy, v1) = a11.

(2) Predpokladejme, Ze po provedeni kroku (1) dostaneme pro
h matici (fadu o jednicku mensiho) s koeficientem u x32 raznym
od nuly. Pak mizeme zopakovat pfesné stejny postup a
ziskame vyjadreni f = f; + f, + h, kde v h vystupuji pouze
proménné s indexem vétsim nez dvé. Tak muzeme postupovat
tak dlouho, az bud provedeme n — 1 kroku a ziskame
diagonalni tvar, nebo v feknéme i-tém kroku bude prvek a;;
dosud ziskané matice nulovy.
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Lagrangeuyv algoritmus — 3. ¢ast

(3) Nastane-li posledni moznost, ale pfitom existuje jiny prvek
aj # 0 s j > i, pak staci prehodit /-ty prvek baze s j-tym a
pokracovat podle prfedeslého postupu.

(4) Pfedpokladejme, Ze jsme narazili na situaci a; = 0 pro
vSechny j > i. Pokud pfitom neexistuje ani zadny jiny prvek
ax #0sj>i, k> i, pakjsme jiz Gplné hotovi nebot jsme jiz
dosahli diagonalni matici. Pfedpokladejme, ze ajy # 0.
PouZijeme pak transformaci v; = u; + u, ostatni vektory baze
ponechame (1. x; = xx — X;, ostatni zGstavaji). Pak

h(V/‘, V/) = h(Uj, Uj) aF h(Uk, Uk) T 2h(Uk, Uj) = 2ajk #0a
muzeme pokracovat podle postupu v (1).
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Signatura kvadratickeé formy

Po vypoctu polarni baze Lagrangeovym algoritmem muizeme
jesté vylepsit bazové vektory pomoci nasobeni skalarem tak,
aby v pfisluSném analytickém vyjadfeni nasi formy vystupovaly
v roli koeficienttl u kvadratl jednotlivych soufadnic pouze
skalary 1, —1 a 0.

Pocty jedniCek a minus jedni¢ek nazyvame signaturou
kvadratické formy. Opét tedy dostavame Upliny popis
kvadratickych forem ve smyslu, Ze dvé takové formy jsou
prevoditelna jedna na druhou pomoci afinni transformace tehdy
a jen tehdy, kdyz maji stejnou signaturu:
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Véta o setrvacnosti

Véta (véta o setrvacnosti)

Pro kaZdou nenulovou kvadratickou formu hodnosti r na
realném vektorovém prostoru V existuje celé ¢islo0 < p <r a
r nezavislych linearnich forem ¢+, ..., ¢, € V* takovych, Ze

F(u) = (1) + - + (9p(1))? = (wpr1(u))® = - = (r(w))?.

Existuje tedy polarni baze, ve které ma f analytické vyjadreni

f(X1,... X)) = X; 4+ X5 — X5, 4 — -+ — XF.
Pocet p kladnych diagonalnich koeficientd v matici dané
kvadratické formy nezavisi na volbé polarni baze.
Dvé symetrické matice A, B dimenze n jsou maticemi téZe
kvadratické formy v riznych bazich prave, kdyZz maji stejnou
hodnost a kdyz matice prislusnych forem v polarni bazi maji
stejny pocet kladnych koeficientu.
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Definitnost forem

P¥i diskusi symetrickych zobrazeni jsme hovofili o definitnich a
semidefitnich zobrazenich. Tataz diskuse ma jasny smysl i pro
symetrické bilinearni formy a kvadratické formy.

Kvadratickou formu f forma na realném vektorovém prostoru V
nazyvame
@ positivné definitni, je-li f(u) > 0 pro vSechny u # 0
Q@ positivné semidefinitni, je-li f(u) > 0 pro vSechny u € V
@ negativné definitni, je-li f(u) < 0 pro véechny u # 0
© negativné semidefinitni, je-li f(u) < 0 pro véechny u € V
@ indefinitni, je-li f(u) > 0 a f(v) < 0 pro vhodné u,v € V.

.

Stejné nazvy pouzivame i pro symetrické realné matice, jsou-li
maticemi patficnych kvadratickych forem. Signaturou
symetrické matice pak rozumime signaturu pfislusné
kvadratické formy.
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Pozadavky

Dnes nic. Provedeme rekapitulaci nejpodstatnéjsSich pozadavk
a témat béhem semestru.

]

(1) Kombinatorika: elementarni ptiklady na princip souctu
a soucinu; permutace, variace a kombinace s opakovanim
i bez; rekurentni metody.

(2) Pravdépodobnost: elementarni pfiklady, podminénd a
geometricka pravdépodobnost, princip inkluze a exkluze
(n<5).

(3,5,7) Matice a soustavy linearnich rovnic: determinant,
inverzni matice, vlastni Cisla a vektory.

(4) Geometrie v roviné: velikosti Usecek a uhlu, viditelnost,
obsah, otaceni, pravidelné n-thelniky.

(6) Vektorové prostory: baze a dimenzi podprostoru,
soufadnice vektort, skalarni soucin a ortogonalni baze.
(7) Linearni zobrazeni: matice linearniho zobrazeni v dané
bazi, zména baze — matice prechodu, identifikace
shodnych zobrazeni analyzou vlastnich vektoru.

13. prednaska Kuzelosecky, kvadratické formy a symetrické matice



PoZadavky Il

@ (8) Afinni geometrie pfimek a rovin (zejména) — implicitni a
parametricky popis, praniciky, pficky a osy mimobézek.

@ (9) Euklidovska geometrie: vzdalenost podprostoru, kolma
projekce, ortogonalni doplnék, odchylka dvou pfimek.

@ (10) Linearni programovani: geometrické reSeni tlohy v
roviné nebo algoritmické feSeni zjednoduSené ulohy.

@ (11) Linearni diferen¢ni rovnice (fadu 2 a 3): homogenni i
nehomogenni, i s ndsobymi a komplexnimi kofeny
charakteristického polynomu.

@ (12) Linearni procesy: Leslieho model rustu, Markovovy
procesy s primitivni matici.

Preji mnoho zdaru.
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