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2. prednaska Pravdépodobnost



Osnova prednasky

@ Klasické pravdépodobnost
@ Geometricka pravdépodobnost
@ Podminéna pravdépodobnost

@ Princip inkluze a exkluze

Pozn.: Dlouhé slovo ,pravdépodobnost” budeme obc¢as nahrazovat zkratkou ,prst*.
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Hazeni kostkami

Pfiklad (2 poctivé kostky)

Hazime ¢ervenou a modrou poctivou kostkou. Jaka je
pravdépodobnost, ze padne soucet 67

Pravdépodobnost je podil poctu pFiznivych moznosti ku poctu
vSech moznosti. Mame 36 moznosti (uspofadané dvojice).
Pfiznivych je 5:  (1,5),(2,4),(83,3),(4,2),(5,1).
Pravdépodobnost je tedy % tj. cca 13,9%.

soudet |2]3|4|5]6]|7[8]|9]10]11]12]
prst w |1]2]3|4]5]6|5[4]3[2] 1]

Dalsi priklady:
Pravdépodobnost, ze padne sudy soucet, je %
Pravdépodobnost, Ze na ¢ervené kostce padne 1, je £.

Prst, Ze padne sudy soucet a na Cervené kostce 1, je 55 = 15.
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Pfiklad (H&déni Cisla)

Myslim si Cislo od 1 do 50. Kazdy student z 50 si tipne, jaké je
to Cislo. Jaka je pravdépodobnost, ze se nékdo trefi?

Pravdépodobnost, ze se trefi jeden konkrétni student, je %.
Pravdépodobnost, Ze se tento student netrefi, je %.
Prst, Ze se netrefi padesat studentd, je (23)%° ~ 0, 364.
Prst, Ze se trefi aspon jeden student, je 1 — (£3)%°.
Odpoved je:

cca 63,6%.

Kontrolni otazka: Jak se zméni odpovéd’, pokud muze kazdy student volit 2 ¢isla?

Dalsi priklad:
Prst, Ze studenti zvoli riizna &isla je 550% ~3,42-10721,

2. prednaska Pravdépodobnost



Volba predsedy

Priklad (Volba pfedsedy)

Pétice delegatu voli ze tfi kandidatd A, B a C predsedu strany.
Volba probiha tak, ze kazdy napiSe na listek jedno jméno a
kadidat je zvolen pokud se objevi aspon na 3 listcich. Jaka je
pravdépodobnost, Ze bude zvolen néktery kandidat?

VyfeSte samostatné.

153 .

Piiklad (Sportka - minula prednaska)

Jaka je pravdépodobnost vyhry prvniho poradi ve sportce?
(Na tiketu tipujeme pouze jednu Sestici.)

Musi se uhodnout vS8ech 6 ¢isel. Po¢et vSech moznosti
(5) = 13983816. Prst je 13ga5g75 ~ 0,000007 151%.
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Nejjednodussi model pravdépodobnosti

Q mnozina v8ech moznych vysledk, tzv. zakladni prostor.
V pfedchozim Q = {w1,...,wn} byla vzdy kone¢na mnozina.
Prvky wj jsou tzv. mozné vysledky.

Kazda podmnozina A C Q pfedstavuje mozny jev.

Pricemz pravdépodobnost jevu A je

_ Al

PIA) =11
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Vlastnosti pravdépodobnosti

Takto definovana skalarni funkce P : P(2) — R m4 vlastnosti:
@ je nezaporna, tj. P(A) > 0 pro vSechny jevy A,
@ je aditivni, tj. P(AU B) = P(A) + P(B), kdykoliv je
AN B = (), (additivnost plati pro jakykoliv koneény pocet po
dvou disjunktnich jevl A; C Q, i € ),
° P(Q) =1,
@ pro vSechny jevy A plati P(A°) =1 — P(A).
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SlozitéjSi model pravdépodobnosti

Zakladni prostor 2 nemusi byt konecny.
Misto v8ech podmnozin A C Q uvazujeme jen nékteré. Tzn. ne
vSechny ,podmnoziny“ mohou nastat. Hovofime pak o jevovém
poli A. Zde kazdy jev A € A je podmnozina 2. Pozadujeme
pritom:

@ Q € A, tzn. zakladni prostor je jevem,

@ pokud A,Bec A, pak AUBec A, ANBe A, A°=Q\Ac A

Tzv. Booleova algebra.
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Terminologie

@ Cely z&kladni prostor Q2 se nazyva jisty jev.
@ Prazdna podmnozina ) = Q° € A se nazyva nemozny jev.

@ Jednoprvkové podmnoziny {w} € Q se nazyvaji
elementarni jevy.

@ SpoleCné nastoupeni jevl A;, i € 1, odpovida jevu Njc/A;.

@ Nastoupeni alespon jednoho z jevu A, i € I, odpovidé jevu
Uic/Aj-

@ Jevy A, B € A jsou neslucitelné, je-li An B = ().

@ Jev Ama za dusledek jev B, jestlize A C B.
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Pravdépodobnostni funkce

Méjme zékladni prostor Q2 a konecné jevové pole A.
Pravdépodobnostni funkce P : A — R je funkce, kterd ma
nasledujici vlastnosti:

@ nezapornost, tj. P(A) > 0 pro vSechny jevy A,
@ aditivnost pro jakykoliv konecny pocet neslucitelnych jevu
A,'QQ,I'E I,tj.

P(UiciA) = > P(A), kdykolivje AN Aj=0,i % j,ij € I.

iel

o P(Q)=1.
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Falesné kostky

Piiklad (FaleSné kostky)

Méjme dvé faleSné kostky, na kterych pada Cislo 6 s vétsi
pravdépodobnosti nez &islo 1. Pfesnéji p(6) = ,

p(5) = p(4) = p(3) = p(2) = &, p(1) = 5. Jaka je
pravdépodobnost, ze padne soucet 67

P(175) = P(5, 1) = 11—2 : %, Pozn.: Fromalné spravné P({(1,5)}).
P(suma6)=%(1+2+2+2+1):%:1_
soutet |2|3|4]|5 |6 |7
prst | 1]4[8[12]16]22

Dalsi pfiklady:
Pravdépodobnost, Zze padne sudy soucet, je 144
Pravdépodobnost, Zze na prvni kostce padne 1, je 112.

Pravdépodobnost, ze padne sudy soucet a na prvni 1, je 3.
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Nekonecny zakladni prostor - priklad

Pfiklad (Nahodné €islo)

Volime nahodné prirozené Cislo, pficemz pravdépodobnost, ze
&islo bude vétsi nebo rovno 1000000 je 10-6 = 0.000001 a
ostatni &isla maji stejnou pravdépodobnost, tj. také 10-6. Jaka
je pravdépodobnost, ze dvé ndhodné vybrana Cisla jsou mensi
nez 1000000 a budou mit stejny pocet cifer?

Q = N. Jevy z A jsou kone¢na sjednoceni elementarnich jevu
{n}, kde n < 1000000, a {x € N| x > 1000000}.

VyfeSte samostatné.

Jesté obecnéji nemusi byt jevové pole A konecné. Pak ale
musime mit dal§i rozumné predpoklady ohledné nekonecné
mnoha disjunktnich jevl a scitani jejich pravdépodobnostni.
Pfedné musime umét sc¢itat nekonecné soucty.
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Geometricka pravdépodobnost — priklad

Piiklad (Setkani v menze)

Petr s Pavlem se dohodli, ze se potkaji v menze v dobé 12.00
az 14.30. Oba obédvaji 30 minut a pfijdou nahodné v intervalu
12.00 az 14.00. Jaka je pravdépodobnost, Ze se potkaji?

@ Zakladni prostor Q = (12, 14) x (12, 14) je Ctverec v roviné
— prvky jsou usporadané dvojice Casl prichodu.

@ Jev, Ze se Petr s Pavlem potkaji, je reprezentovan jistym
atvarem A ve Ctverci Q, téch bodu (x, y), Zze |[x — y| < 0.5.

@ Podil obsaht Y34 pak dava P(A) = 1.

Dalsi pfiklady:

Prst, Ze Petr pfijde v dob& 12.00-13.00 a potkaji se, je 5 - i%.
Prst setkani za predpokladu, ze Petr pfijde 12.00-13.00, je %
Prst setkani za prfedpokladu, Ze oba pfijdou 12.00-13.00, je %.



Geometricka pravdépodobnost

@ Q C R? se zndmym obsahem.

@ Jevové pole A je vhodny systém podmnozin, u kterych
umime urcit jejich obsah.

@ Pravdépodobnostni funkce P : A — R je dana vztahem

vol A
(4) = vol Q'

Priklad (Lamani usecky)

Je dana ty¢ délky 2, na které nahodné zvolime dva body v
nichz ty¢ prefizneme. Jaka je pravdépodobnost, ze tfi vzniklé
usecky tvofi strany trojuhelniku?

VyfeSte samostatné.

2. prednaska Pravdépodobnost



Podminéna pravdépodobnost a nezavislé jevy

Definice
Necht H je jev s nenulovou pravdépodobnosti. Podminéna
pravdepodobnost jevu A za pfedpokladu, ze nastane jev H je
definovana vztahem

P(AN H)

PAI H) =~

Pokud P(A | H) = P(A), fikame, Ze jev A je nezavisly na H.

Vztah P(A) = P(A | H) znamena P(AN H) = P(A) - P(H) a
tudiz i P(H) = P(H | A) (za pfredpokladu P(A) # 0). Castéji
proto fikame, ze dvojice jevl A a H je (stochasticky) nezavisla.

Pozn.: Jesté 1épe je nezavislost definovat pfimo formuli P(AN H) = P(A) - P(H).
Pozn.: V§imnéte si, Ze dva neslucitelné jevy nemohou byt nezavislé.
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Podminéna pravdépodobnost — revize prikladu

Priklad (Setkani v menze — nezavislost jevi)

Jev A... potkaji se ... P(A) = £.

Jev B ... Petr pfijde pted jednou hodinou ... P(B) = %
P(ANB) =} & = P(B) - P(A), jevy Aa B jsou nezavislé.
Jinak té2 P(A | B) = Z = P(A).

Jev C ...oba pfijdou pfed jednou hodinou ... P(C) = 1.
P(A| C) =3 # P(A), jevy Aa C nejsou nezavislé.

Kontrolni otazka: Je jev A nezavisly na jevu ,Petr pfijde v dobé 12.00-12.30?
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Podminena pravdépodobnost — revize prikladu - I

Priklad (Hadani Cisla — nezavislost jevl)
Jev A ... nékdo se trefi ... P(A) ~0,636.

Jev B ... studenti zvoli rizné &isla ... P(B) ~ 3,42 - 1072,
P(A| B) =1 # P(A), jevy A a B nejsou nezavislé.

Priklad (Poctivé a faleSné kostky)

Jev padnuti sudého souctu a jev padnuti 1 na prvni kostce, jsou
jevy stochasticky nezavislé pro poctivou kostku, ale nejsou
stochasticky nezavislé pro faleSnou kostku.
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Stochasticky nezavislé jevy

Jevy A4, ..., A jsou stochasticky nezavislé, jestlize pro
libovolné z nich vybrané jevy A; ..., A;,, 1 < ¢ < k plati
P(A,’1 NN Aiz) = P(A,1) et P(Aiz)'

Priklad (Dvanactisténna kostka)

Zakladni prostor Q = {1,2,...,12}.
JevA=1{2,4,6,810,12} — padne suda - P(A) = 2

Jev B = {3,6,9,12} — padne ¢islo délitelné 3 — P(B) = 1.
ANnB=1{6,12}; P(ANB) = % = P(A) - P(B).

Jev C ={1,2,3,4,8,9}; P(C) %

ANC=1{2,4,8}; P(ANC) =15 = P(A) - P(C).
BNnC=1{3,9}; P(BNC) = i 1 ( )- P(C).
AnBNnC=0; PANBN C) = 0#12 = %%% = P(A)P(B)P(C).
Jevy A, B a C jsou po dvou nezavislé, ale nejsou nezavislé.

|| m|°° Il
|| I

ot
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Stochasticky nezavislé jevy — vlastnosti

@ Podsystém nezavislych jevl je opét nezavisly.
@ Pro dva stochasticky nezavislé jevy A, B plati

P(AnB®) = P(A\ B) = P(A)— P(AN B)

= P(A)(1 — P(B)) = P(A)P(B°).

@ Odtud Ize odvodit, postupnou voloou A= A; N---NA,_,,
Zze zaménou jednoho (nebo vice) nezavislych jevl za jejich
opacné jevy obdrzime opét nezavislé jevy.

2. prednaska Pravdépodobnost



Sjednoceni nezavislych jevl

Casto se hleda pravdépodobnost, Ze nastane alespoii jeden ze
stochasticky nezavislych jevu, tzn. hledame P(A; U --- U Ag).

Protoze
AU - UA(=(ASN---NAS)S,

dostavame
P(AjU---UAk) =1=P(ASN---NAL) = 1—(1—=P(A1))...(1-P(Ax)) .

Pozn.: Vzpomenme pfiklad Hadani ¢isla.
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Pravdépodobnost sjednoceni jevl

@ Stochasticky nezavislé — predchozi strana.

@ Neslucitelné jevy
P(A1UA2U UAk) P(A1)—|—P(A2)—|——|—P(Ak)
e AUB= (A\B)(AmB)(B\m
kde P(A\ B) = P(A) — P(AN B).
Odtud P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B).
@ P(AUBUC) =P(A)+ P(B)+ P(C) — P(AN B)
—P(ANnC)—-P(BNC)+ P(ANBNC).

Princip inkluze a exkluze.

Piiklad (Dvanastisténna kostka — sjednoceni)

P(AU BU C) = P(A) + P(B) + P(C) ~ P(AnB) ~ P(ANC) -

12(6+4+6 2-3-2)= 2:
Zde AUBUC — {1,2,3.4,6,8,9, 10, 12}.
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Priklad na princip inkluze a exkluze

Priklad (Rozesilani dopisu)

Mame poslat Ctyfi dopisy na Ctyfi adresaty. NapiSeme dopisy,
vlozime do obalky a zalepime. Nyni nevime, na kterou obalku
ktera adresa patfi, a proto napiSeme adresy nahodné. Jaka je
pravdépodobnost, Zze nikdo nedostane svij dopis?

@ Jev A, ... i-ty dopis bude v i-té obalce.

@ Q... v8echna poradi Cisel 1,2,3,4. Tedy |Q| = 4! =24

@ Chceme urcit pravdépodobnost jevu (A; U As U Az U Ay)¢
— pouzijeme princip inkluze a exkluze.

@ A; ={1234,1243,1324,1342,1423,1432}, |A{| = 3! = 6.
Podobné |A;| = 3! pro vSechna i.

@ AiN Ay ={1234,1243}, |A; N A;| = 2! pro v8echna i # j.

® AN AxN As : pokud dame tfi dopisy do spravnych obalek,
pak dame i Ctvrty. Tedy pro trojice mame |A; N A; N Ag| = 1.
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Priklad na princip inkluze a exkluze — pokraCovani

(A UA U A UAL = 191~ 1Ay — 1A2] — 1As] — |Aq
+|A1 N Az + -+ + |Az N Ay
—[ATNANAs| — ... — |A2 N Az N Ay
+|A1 N Az N Az N Ayl

M —4.3146.20—4.1+1

— 24-24412-4+1=9

Pravdépodobnost, ze nikdo nedostane svij dopis je
& =3 =37,5%.

Kontrolni otazka: Ovérte vypisem vSech deviti moznosti.

Priklad (Rozesilani dopisUl - obecné)

Redme stejnou Ulohu, kde rozesilame n dopisu.
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Princip inkluze a exkluze — finale

F’I’OA,’1 ﬁA,’2 ﬂ---ﬂA,’k mame |A,‘1 ﬂA,’2 ﬂ---ﬂA,’k‘ = (n— k)!
Pocet vSech k-prvkovych podmnoZzin je (}).
Proto je hledana velikost mnoziny (A U Ax U --- U Ap)€ rovna

n—n-(n—1)+ (Z)(n—Z)!— (’37>(n—3)!+...(—1)”(g>0!

n

n n nl n (_1)k
— kz_;)(—nk(k)(n_ k) = Z(—1)kH — .kz_o(_1)k !

k=0

Nasledné pravdépodobnost, Ze nikdo nedostane dopis je

1 1 1 1 1 1 1 1 0
it m e s T2 672 g 68N

Konverguije k hodnoté 1.
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Shrnuti, pozadavky

@ Pravdépodobnost: elementarni priklady.

@ Podminéna a geometricka pravdépodobnost: obtiznost
prikladu z prednasky.

@ Princip inkluze a exkluze: pfiklady typu rozesilani dopisu
(n<5).
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Princip inkluze a exkluze — pridavek

Priklad (Studenti u zkousky)

Ke zkouskam ze tfi predmétl pfislo 100 stejnych studentd,
pfiCemz zndme nasledujici statistiku. U pfedmétu A uspélo 60
studentd, u pfedmétu B uspélo 50 studentl a u predmétu C 70.
Dale 35 studentl uspélo zaroven u predméta A i B, 30 zvladlo
BiC,a40AiC. Kone¢né 20 studentt uspélo u vSech tfi
zkousek. Kolik je studentu, ktefi neuspéli ani u jedné zkousky?

VyfeSte samostatné.

Piiklad (Rozesazovani s omezenim)

Kolika zplsoby mizeme posadit do fady 3 Némce, 3 Francouze
a 3 Anglicany tak, aby zadni tfi krajané nesedéli vedle sebe?
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Rozesazovani s omezenim — reSeni

Vlastnosti podle kterych délime vSechna rozesazeni jsou tfi: 3
Angli¢ani (resp. Francouzi, resp. Némci) sedi vedle sebe.

@ Celkovy pocet vSech rozesazeni je 9!.

@ Pocet v§ech rozesazeni, kdy sedi vedle sebe 3 Angli¢ani:
(i) pro pofadi Anglicant mame 3! moznosti, (ii) pro
rozesazeni 6 osob a jednoho bloku (trojice Anglicant)
mame 7! moznosti. Tzn. celkem 3! - 71.

Stejné pro trojici Francouzu (resp. Némcu).

@ Pocet v8ech rozesazeni, kdy sedi vedle sebe 3 Angli¢ani a
zaroven 3 Francouzi: pocet pofadi Angli¢ana, krat pocet
poradi Francouzu, krat poCet rozesazeni 3 NémcUl a dvou
trojic (tedy 5 osob/bloku); celkem (3!)2 - 5!.

@ Rozesazeni, Zze sedi vedle sebe 3 Angli¢ani, zaroven 3
Francouzi a zaroven 3 Némci je (3!)*.

@ Celkem podle principu inkluze a exkluze dostavame
91— (%) -3171 + (3) - (8)2 - 5! — (31)* = 283824.
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