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Osnova prednasky

@ Mnoziny: kartézsky soucin mnozin, podmnoziny
@ Zobrazeni: injektivni, surjektivni, bijektivni
@ Relace: usporadani, relace ekvivalence

@ Matice
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@ Intuitivni definice: mnozina je soubor prvk.
Pouze nahrazujeme jedno slovo druhym.
Formalné se teorie mnozin buduje jinak.

@ My si potfebujeme rozumnét, kdyz fekneme, Ze:

a jeprvek mnoziny X ... aeX.

@ Kdy jsou dvé mnoziny stejné?
Kdyz maji stejné prvky.
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Kartézsky soucin mnozin

@ Kartézsky soucin mnozin A x B: prvky usporadané dvoijice.
Dvé usporadané dvojice se rovnaji, kdyz maji stejné obé
slozky.

@ Formalni z4pis:

AxB={(x,y)|x€AyeB}

o Priklady: R x R, {1,...,6} x {1,...,6}.

@ Obecnéji Ay x Ax x -+ x Ap, prvky a = (ay, ao, . .., an).
Priklad: R" (n = 3).
‘A1 ><A2><--- XAn’:|A1"A2"An’
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Systém vSech podmnozin: pro X klademe P(X) = {A| AC X}.

Pro pocet prvku plati: je-li | X| = npak |P(X)| = 2". Vime, ze k
prvkovych podmnozin n-prvkové mnoziny je (). Tedy

P =§nj(,’(’) (1412

k=0

dle Binomické véty.

Jde i pfimo. Kdyz ,vyrabime“ podmnozinu, prochazime
mnozinu X a pro kazdy prvek zvlast se rozhodujeme, zda jej
do budované podmnoziny ddme nebo ne. Pro kazdy prvek z
mnoziny X tedy mame dvé moznosti. Proto celkem 2”.

Pozn.: Predvedli jsme kombinatoricky dukaz rovnosti 3i_, () = 2.
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Zobrazeni

@ Zobrazeni f z mnoziny Ado mnoziny B, f: A— B, je
predpis, ktery pro kazdy prvek a € A jednoznacné urCuje
jeden prvek b = f(a) z mnoziny B.

@ Definujeme Im(f) = {f(a) | a € A}C B, tzv. obor hodnot.

@ Nékdy se zobrazeni chape obecnéji: pro kazdé a € A
urCuje f nejvyse jeden prvek b = f(a) z mnoziny B.
(Potom se také definuje Dom(f) = {ac A| 3 f(a)}.)

@ Priklady:

e transformace roviny — shodnosti (rotace, translace),
podobnosti, promitani (projekce)

konjugovani (sdruzenost): a: C — C, a(2) = Z

operace namnozingé: + : Z x Z — 7

vol : A — R, zde A C P(R?)

e pravdépodobnost P: A — R, Im(P) =< 0,1 >.

@ Formalné: f je podmnozina A x B — graf zobrazeni.

3. prednaska Pojmy z teorie mnozin



Skladani zobrazeni

@ Mame-li zobrazeni f: A— Bag: B — C, pak jejich
slozeni g o f je definovano takto:

pro ac A klademe (gof)(a)=g(f(a)).

Tedy g o f je zobrazeni z Ado C.
Skutecné je, pro libovolné a € A, jednoznacné uréeno
(gof)(a) e C.
Pozn.: Anglicka literatura ¢asto pouziva zapis skladani zleva doprava.
@ Piiklad: f,g: R — R, f(x) = x2 + 2, g(x) = x3 + 3.
Pak (f o g)(x) = f(g(x)) = f(x* + 3) =
=(x3+3)2+2=x%+6x3+11.
(9o f(x) = g(f(x)) = g(x* +2) = (x* +-2)° + 3
= x% +6x* +12x2 4+ 11.
Tedy fog#gof.
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Injektivni, surjektvni a bijektivni zobrazeni

Rikame, Ze zobrazeni f z mnoziny A do mnoziny B je
@ surjektivni, jestlize Im(f) = B,
@ injektivni, jestlize pro kazdé b € Im(f) existuje prave jeden
vzor a € A, tak ze f(a) = b,
(Alternativné: pro libovolna a, a8 € Az f(a) = f(d) plyne
a=4a.)

@ bijektivni, jestlize je surjektivni a injektivni zaroven.

Bud' n > 0 prirozené Cisloa X = {1,..., n}. Uvazme
a: P(X)— {0,1}", daneé takto: f(B) = (ay, ..., an), kde pro
kazdé 1 < i< nplatiagi=1 < /e B. Dokazte, ze a je
bijekce.

Pozn.: Funguije i pro nekoneéné mnoziny.
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Bijektivni zobrazeni — ptiklad

Pro kone¢né mnoziny A, B existuje bijekce f : A — B pravé
tehdy, kdyz maji stejny pocCet prvka.

Bud ¢ : N x N — N\ {0} dané vztahem ¢(x,y) = 2% - (2y + 1).
Dokazte, ze ¢ je bijekce.
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Inverzni zobrazeni

Identita na mnoziné A je zobrazeni ids: A — A, dané predpisem
ida(x) = x, pro vSechna x € A.

Jestlize zobrazeni f z mnoziny A do mnoZziny B je bijektivni, pak
Ize definovat zobrazeni g : B — A predpisem

glb)=a < f(a)=b, kdeac A,becB.

Toto zobrazenim se nazyva inverzni zobrazeni a znadi se .
Existence inverzniho zobrazeni je ekvivalentni s bijektivitou f:
pokud k zobrazeni f : A — B existuje zobrazeni g : B — A,
takové, Zze go f =idpa fo g =idg, pak f i g jsou bijekce.

Pro zobrzeni a: C — C, a(a+ b.i) = a— b.i, mame a o a = idc.

Shodné zobrazeni v roviné.
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Relace

@ Intuitivné Ize relaci chapat jako ,vicehodnotové zobrazeni®“.
Formalné: naopak — zobrazeni je specialni pfipad relace.

@ Binarni relaci mezi mnozinami A a B rozumime
podmnozinu R kartézského soucinu A x B.
Casto piseme a ~pg b pro vyjadreni skute¢nosti, ze
(a,b) € R, tj. Ze prvky ac Aa b € B jsou v relaci R.

@ Definicnim oborem relace je mnozina
Dom(R) C A, Dom(R)={ac A|3be B,(a,b) € R}.
Podobné oborem hodnot relace je mnozina

Im(R)C B, Im(R)={beB|3acA€ (ab)ecR}.

@ Obecné: n-arni relace, tj. podmnoziny Ay x --- x Ap.
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Relace — priklady

@ Databaze: A; kddy predmétll, A, vyucuijici, As semestr, ...

Nas zajimaji nejvice binarni relace, a to jednak zobrazeni, a
dale relace na mnozinég, tj. situace, kdy A = B.

ida={(a,a) e Ax A|ac A},

R. ={(a,b) e Nx N | a < b}, relace ,mensi“

R ={(a,b) e NxN|(3ceN) (b=a-c)},relace ,deli.
C na mnoziné P(X)

R={(A B) | |A = |B|} na P(X), ,stejnd mohutnost*
grafy ...

3. prednaska Pojmy z teorie mnozin



Skladani relaci, inverzni relace

@ Skladani relaci se definuje podobné jako u zobrazeni, jen
je tfeba uvazovat ,vic hodnot*.

@ Prorelace RC Ax Ba S C B x C. Definujeme
So R C A x C takto:

SoR={(a,c)|(3be B)((ab)c R, (bc)e S)}.

@ Pro kazdou relaci R C A x B definujeme inverzni relaci
R ={(b,a)|(a,b)c R} CBxA.

@ Pozor, pro kazdé zobrazeni médme takto definovanu jeho
inverzni relaci, ta v8ak nemusi byt zobrazenim!

@ Pro zobrazeni f : A — B plati: f je bijekce prave tehdy,
kdyz inverzni relace je zobrazeni. V tom pfipadé je inverzni
relace inverznim zobrazenim.

@ Obecné Ro R~ neni identita. Napi: RZ" o R. = N x N,
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Zakladni vlastnosti relaci

O relaci R na mnoziné A fekneme, ze je:
@ reflexivni, pokud ida C R,
tj. pokud pro vSechny a € A plati (a,a) € R,
@ symetrickd, pokud R~ = R, tj. pokud pro vdechny a,b € A
plati (a,b) e R = (b,a) € R,
@ antisymetricka, pokud R~' N R C ida, tj. pokud pro
v8echny a,b € Aplati ((a,b) € R,(b,a) e R) = a=b,
@ tranzitivni, pokud R o R C R, tj. pokud pro vSechny
a,b,ce Aplati ((a,b) € R,(b,c) € R) = (a,c) € R.
Relace se nazyva ekvivalence, pokud je sou¢asné reflexivni,
symetricka i tranzitivni.
Relace se nazyva usporadani jestlize je reflexivni, tranzitivni
a antisymetricka.
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Relace ekvivalence a usporadani — priklady

@ id, relace ekvivalence i usporadani.

@ R. neni usporadani (neni reflexivni).

@ A< ={(a,b) e Nx N |a< b} je usporadani.

@ R je uspofadani.

@ C na mnoziné P(X) je usporadani.

@ R={(A B)||A =|B|} naP(X) je relace ekvivalence.
Priklad

Bud' n > 1 pfirozené Cislo. Definujeme relaci ~, na mnoziné Z
takto: pro libovolna a, b € Z mame

a~pb < nla-b.

Potom ~, je relace ekvivalence.

4
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Rozklad podle relace ekvivalence

Kazda relace ekvivalence R na mnoziné A zadava tzv. rozklad
mnoziny A na disjunktni podmnoziny vzajemné ekvivalentnich
prvku (tzv. tfidy ekvivalance). Klademe pro a € A libovolné

[alg={bec A|(ab) € A}.
Potom A/R = {[a]g | a € A}.

Priklad
Pro n=4 arelaci R =~,=~4 mame

[0l = {0,4,8,....,-4,-8,...} = {4k | k € Z}
s = {1,59,...,-3,-7,...} = {4k +1 | k€ Z}
2l = {2,6,10,...,-2,-6,...} = {4k + 2| k € Z}
Bls = {3,7,11,...,-1,-5,...} = {4k + 3| k € Z}

7] ~4= {[04,[1]4,[2]4,[3]a} )




Matice — definice

@ Co je matice? Neformalné: Obdélnikové schéma s prvky
z R (pole skalaru).

@ Matice typu m x n ma m fadkud a n sloupcl:

ayr a2 ... ain
az dp ... @aop
A=
am dm2 .- @mn
@ Formalné: A{1,...myx{1,...,n} = R

@ My budeme pracovat s maticeminad R € {Z,Q,R,C}.
Obecné se nékdy hodi i jiné mnoziny R:
napf. R = {0, 1} v teorii grafu.
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Scitani a nasobeni matic

@ Maty,(R) mnozina véech matic typu m x nnad R.
@ Pro A, B € Matu,(R) definujeme matici A+ Be Matmn(R),
vztahem

A+ B=(cj), kdecj=aj+bj,1<i<m1<j<n.

@ (R,+) (kom.) grupa, pak (Matms(R), +) je (kom.) grupa.

@ Nulova matice, opa¢na matice ...

@ Pro A € Mat,n(R) a r € R definujeme nasobek r - A jako
matici (c;) € Matmn(R), kde ¢ = r - aj.

@ Pro matici A = (a;) typu m x na matici B = (by) typu nx p
definujeme soucin A - B jako matici (cst) typu m x p, kde

n
Cst = Z asjbﬁ.
=1
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Vlastnosti nasobeni matic

@ Nasobeni matic je asociativni: Je-li Atypu m x n, B typu
nxpaCtypupxqg,pak(A-B)-C=A-(B-C).
@ Pro Matn,(R) — Ctvercové matice — je - operaci na této

mnozing.
o Neutralni prvek vzhledem k ndsobeni — jednotkova matice
10 ... 0
01 ... 0
00 ... 1

o Nasobeni matic neni obecné komutativni
0 1) (0 0) _ 1
0 0 o 1) 0
0 0\ (0 1) _ 0
0 1 0 0 /) 0
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Shrnuti, pozadavky

@ Skladat zobrazeni.
@ Poznat injektivni, surjektivni a bijektivni zobrazeni.

@ Poznat relaci ekvivalenci a uspofadani (tj. zakladni
vlastnosti: reflexivni, . ..).

@ Maticovy pocet: s€itani, nasobeni a dalSi operace s
maticemi (bude Casem vic: inverzni matice).
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