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Osnova prednasky

Soustavy linearnich rovnic

Gausova eliminace

Inverzni matice

Determinanty matic

Parita permutace (mozna, neni nezbytné)
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Motivacni priklad

Vyfeste soustavu linearnich rovnic (v oboru Z, Q, R, C).

2x + 3y + 5z = 0
X + 2y — z = 4
y + 2z = -1

@ Resgeni[x,y,z] =[1,1,-1].
@ Maticovy zapis soustavy

23 5| 0
12 —1| 4
01 2|-1

V nasledujicim se omezime na pole skalaru (napf. Q, R, C).
| kdyz nékteré idee Ize bez potizi aplikovat v oborech integrity.
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Maticovy zapis systému linearnich rovnic

@ Soustava
atXy + apxe + a;xs = by
a1Xy + apXo + axnxs = b
Xy + azpXe + assxs = bs

@ Zapis pomoci nasobeni matic:

arir a2 as X1 b
ay apo as || x | =| b
a3y asp ass X3 b3

@ Struéné pideme A- x = b, kde xc K23, b € K2 (sloupce).

@ Obecné x € K", b € K" atedy A € Maty, n(K).
Presnéji x € Mat, 1(K) a b € Maty, 1(K).
@ A matice soustavy, (A | b) roz8ifena matice soustavy.
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Postup — elementarni fadkové Upravy

@ Dvé soustavy (rozSifené matice) jsou ekvivalentni, pokud
maji stejna feseni.

@ Postup — pfevod soustavy na ekvivalentni jednodussi
soustavu.

@ Realizace — pomoci elementarnich fadkovych Uprav.

Elementarni fadkové transformace:
@ zameéna dvou radku;
@ vynasobeni vybraného fadku nenulovym skalarem (POLE);
@ pficteni fadku k jinému fadku.

Systematicky mGzeme pouzit elementarni fadkové Upravy k

postupné eliminaci proménnych. Postup je algoritmicky a
vétSinou se mu fikd Gausova eliminace proménnych.
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Schodovity tvar matice

Véta
Nenulovou matici nad libovolnym polem skalaru K [ze konecné

mnoha elementarnimi fadkovymi transformacemi pfevést na
tzv. (fadkove) schodovity tvar:

® Je-liaj =--- = a; =0, potom ay; = 0 pro vSechna k > i.

@ Je-li aj_4 j prvni nenulovy prvek na (i — 1)-tém fadku, tzv.
pivot, pak a; = 0.

Matice v fadkové schodovitém tvaru vypada takto

0...0 arj a1 - Ak @k - - .. Am
0...0 0 0 0 ok o .. ... @m
0.0 0 0 ... 0 0 .. ap .. am

a matice muze, ale nemusi, koncit nékolika nulovymi radky.



Priklad

Priklad
Vyfeste soustavu linearnich rovnic.

2 415 —1|1
1202 0|0
1203 1|2
2 4 25 3|0

Reseni [-4,0,—1,2,0] + t(—2,1,0,0,0) + s(2,0,2, —1,1).

MnozZina feSeni soustavy (nad nekonec¢nym polem K) je:
jednoprvkova, prazdna nebo nekonecna.

Pro homogenni soustavy (pravé strany nulové) je mnozina
feSeni jednoprvkova nebo nekonecna.
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Algoritmus — Gausova eliminace

Algoritmus pro feSeni systému linearnich rovnic:

@ Zaménou fadka docilime, ze v prvnim fadku bude v
prvnim nenulovém sloupci nenulovy prvek, necht je to j-ty
sloupec.

@ Proi=2,..., vynasobenim prvniho fadku prvkem ajj,
i-tého fadku prvkem a;; a odectenim vynulujeme prvek a;;
na i-tém fadku.

© Opakovanou aplikaci bodu (1) a (2), vzdy pro zbytek fadku
a sloupcl v ziskané matici dospéjeme po kone¢ném poctu
kroku k pozadovanému tvaru.

Algoritmus Ize dale dokondit i tak, ze matici vyeliminujeme do
tzv. redukovaného schodovitého tvaru, kde pivot je jediny
nenulovy prvek v prislusném sloupci.

(Mluvime o zpétné eliminaci.)
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Inverzni matice

Rikame, Ze B je matice inverzni k ¢tvercové matici A, kdyz
A-B=B-A=E.Piseme pak B= A", pficemz matice B je
Ctvercova stejného rozmeéru n. Matici, k niz existuje matice
inverzni, fikdme invertibilni matice.

Pokud feSime soustavu A - x = b s invertibilni matici A, pak
x=A".b.

Postup vypoctu: snazme se urcit matici X splnujici A- X = E
postupné po sloupcich.
Prvni sloupec je feSenim nasledujiciho systému:

2 3 5|1 100 2
12 10|~ ... ~|010|-5
o1 2|0 001%
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Inverzni matice — algoritmus

Algoritmus pro nalezeni inverzni matice

@ Vedle sebe napiSeme puvodni matici A a jednotkovou
matici E.

© Matici A upravujeme fadkovymi elementéarnimi Gpravami
nejprve na schodovity tvar.

© Nasledné zpétnou eliminaci na diagonalni matici.

© V té nasobime fadky inverznimi prvky z K, abychom
dostali jednotkovou matici E.

@ Tytéz Upravy soub&zné provadéné s vedle napsanou
matici E vedou k hledané inverzi A=,

© Pokud tento algoritmus narazi na vynulovani celého fadku
v puvodni matici, znamena to, ze matice inverzni
neexistuje.
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Determinant — o¢ekavani, plan

@ Motivace — objem.

@ Obecné (korektni) definice |A| (pro Ctvercovou matici A).
@ Determinant a elementarni fadkové Upravy.

@ A~ existuje pravé tehdy, kdyz |A| # 0.

@ Pouziti pro pfimy vypocet feSeni soustavy.

@ Vypocet determinantu.

@ Determinant a sou€in matic — |A- B| = |A| - |B|.
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Determinant — matice typu 2 x 2, 3 x 3

>
I

( a1 agpe )
as1 a2
|A| = ay1a22 — ar2apy

ayr a2 ag
A= | axy ax ax
das1 ds2 dass

|A| = @11a002833 + @12a23831 + @138214832
— day3dppd31 — ay2d21d33 — d11d23d32

Pozor, pro vétsi rozmeér nelze pocitat takto ,uhlopfFicné*.
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Determinant — definice

Bud' A = (aj) Ctvercova matice fadu n nad polem K.
Determinant matice |A| je prvek z K definovany pfedpisem:

Al =) sgn(0) - A1e(1) - B2o(2) - 8no(n)-

oc€Sh

Zde S, je mnozina véech permutaci mnoziny {1,2,..., n}.
A sgn(o) je parita permutace o (pficemz sgn(o) = +1).
Pozn.: Formalni definice parity — viz dodatek na konci slajd.

Vypocet |A| z definice neni efektivni. Naucime se jinak.
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Determinant — zakladni poznatky

Pro jednotkovou matice mame |E| = 1.
Specialni vzorce n =2, n = 3.

Horni trojuhelnikova matice — soucin prvku na diagonale.

°
°
@ Pokud A obsahuje nulovy fadek, pak |A| = 0.
°
@ Pro transponovanou matici A" plati |Aj=|A"|.

Pro kazdou matici A = (a;) typu m/n definujeme A” = (&;) s

i
prvky aj-j = aj; typu n/m.

Ctvercova matice A s vlastnosti A = A7 se nazyva symetricka.
Jestlize plati A= — AT, pak se A nazyvéa antisymetricka.
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Determinant a elementarni radkové Upravy

@ Vznikne-li matice B pfehozenim dvou fadkl Ctvercové

matice A, pak|B| = —|A|.

Jsou-li dva fadky Ctvercové matice A stejné, pak |A| = 0.
Vznikne-li matice B vynasobenim nékterého radku
Ctvercové matice A konstantou c, pak |B| = ¢ - |A|.

Necht matice A = (a;), B = (bj) a C = (¢j) jsou ffi
Ctvercové matice fadu n, které se od sebe liSi pouze prvky
k-tého radku, pficemz k-ty fadek matice A je souctem k-ty
fadku matic Ba C, tj. ax = by + ¢ proj € {1,2,...,n}.
Potom |A| = |B| + |C|.

Vznikne-li matice B z Ctvercové matice A pfictenim
nasobku nékterého fadku k jinému fadku, pak |B| = |A|.

Metoda vypoctu determinantu pomoci Gaussovy eliminace.
Pozor: obecné neplati |B+ C| = |B| + |C]|.
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Determinant — priklad vypoctu

Uréete determinant matice

23 5
A=|1 2 —1
01 2

Eliminace: |A| = 9. Nebo z definice: |A| =8 +5—(—-2) -6 =9.

Priklad

Urcete determinant matice

NO o =
o 01w o
oo~ O
0O oM

Vysledek |B| = 12.



Vypocet determinantu — Laplacelv rozvoj

Bud' A = (a;) Ctvercova matice fadu n > 1. Pro zvolené indexy
i,j ozname Aj Ctvercovou matici fadu n — 1, ktera vznikne z A
vynechanim j-tého fadku a j-tého sloupce. Pak prvek

Aij = (_1 )i+j ’ ‘Aij’
nazyvame algebraicky doplnek prvku a; v matici A.

Véta (Laplacelv rozvoj)

Bud' A = (aj) Ctvercova matice fadu n > 1. Pak pro libovolny
index i plati

n
Al = ajAjt + @Az + -+ + anAin = Y _ ajAj.
=

Hovofime o rozvoji podle i-tého fadku.
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Laplaceulv rozvoj — priklad

Priklad

Urcete determinant matice
1 00 2
0 3 40
B=1056 0
7 0 0 8
340 0 3 4
Bj=1-(-1)"1.]5 6 0[+2-(-1)"*.]0 5 6|=
0 0 8 7 00
3 4 3 4 3 4
=8 5 6‘_2'7"5 6‘_(8—14)-‘5 6‘_( 6) (—2)=12
VSiméme si, Zze
Bl 1.2]]3 4
1Bl = 7 8|5 6
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Inverze pomoci adjungované matice

@ Laplaceuv rozvoj pomoci sloupce — dikaz
transponovanim.

@ Definujeme A = (Aj;) matici fadu n sloZzenou z
algebraickych doplfiku. K ni transponovanou matici
A* = AT nazyvame adjungovanou matici k matici A.

Bud' A Ctvercova matice fadu n > 1 takova, Ze |A| # 0. Pak

AT = AT A

@ Dusledek: A~ existuje pravé tehdy, kdyz |A| # 0.
@ Praktické pouziti je diskutabilni. Pro vypocet determinantu
|Ajj| je zapotfebi stejné eliminovat.
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Cramerovo pravidlo

Resime rovnici Ax = b, kde A je &tvercova matice takova, ze
|A| # 0. Tudiz feSeni je x = A~ 'b.

Véta
Bud' A ¢tvercova matice fadu n > 1 takova, Ze |A| # 0. Pak
soustava Ax = b m4 jediné fedeni x = (x1,Xa,...,Xn)", kde

|Ajl
Xj= —-,
T A

pficemz A; je matice vznikla z matice A nahrazenim jejiho
j-tého sloupce sloupcem b.
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Cramerovo pravidlo — priklad

Ptiklad (Motivacni priklad)

Vyfeste soustavu linearnich rovnic

2x + 3y + 5z = 0
X + 2y — z =
y + 2z = -1
0 3 5
2 —1
—t 2 9 1, X0, X sami
Xy = =—-=1, , - .
1 5 3 5 9 2,X3
1 2 —1
0 1 2
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Cauchyova veéta

Pro libovolné dvé Ctvercové matice A a B stejného fadu plati

|A-B| = |A]-|B].

Dusledek: |A~1| = |A|7".

Dlkaz: ukazka matematické rafinovanosti.

Bloky v matici (submatice): jsou-li A a C ¢tvercové matice (ne
nutné stejného rozméru) potom

A 0
C B

‘ 1Al 1B
Ddlkaz: idea stejna jako u trojuhelnikové matice.
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Cauchyova véta — dukaz

Pro matice A a B stejného fadu uvazujeme matici F
dvojnasobného fadu:

A0
F=(_2 5) IFI=1A1181

Tento determinant Ize spocitat obvyklym zpisobem:
1. Prohazovani radkl mezi horni a dolni polovinou:

—-E B
_(_1\n.
Fl=(0" "3 ol
2. nasobeni —1 v horni poloviné:
E -B
LR A
3. Eliminace matice A v levém dolnim rohu:
E -B
FI=| 5 g |-1a-81
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Pozadavky

@ Vyresit zadany systém linearnich rovnic.
@ Spocitat inverzni matici (dle algoritmu).

@ Spocitat determinant matic (i matic s parametrem).
Ovladat obé metody a umét je kombinovat

@ Znat zakladni vlastnosti determinantt (Cauchyova véta).

@ Znalost adjungované matice a Cramerovo pravidlo se
nezkousi.
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Dodatek — parita permutace (slajdy prof.Slovaka)

Rikame, Ze dvojice prvkil a,b € X = {1,..., n} tvoti inverzi v
permutaci o, je-lia < ba o(a) > o(b). Permutace o se nazyva
suda (resp. licha), obsahuje-li sudy (resp. lichy) pocet inverzi.
Parita permutace o je (—1)Peetinverzi 3 znagime ji pravé
sgn(o). Tolik definice, chceme ale védét, jak s paritou pocitat. Z
nasledujiciho tvrzeni uz je jasné vidét, ze Saarusovo pravidlo
skute¢né pocita determinant v dimenzi 3.

Na mnozZiné X = {1,2,...,n} je pravé n! riznych permutaci.
Tyto Ize seradit do posloupnosti tak, Ze kazdé dvé po sobé
jdouci se lisi pravé jednou transpozici. Lze pfi tom zacit
libovolnou permutaci a kazda transpozice méni paritu.
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Dodatek — parita permutace |l

Zjistili jsme, Ze provedeni libovolné transpozice zméni paritu
permutace a ze kazdé poradi Cisel {1,2,...,n} Ize ziskat
postupnymi transpozicemi sousednich prvkui. Dasledkem
tohoto popisu je, ze na kazdé mnoziné X = {1,...,n},n>1,je
pravé n! sudych a $n! lichych permutaci.

Jestlize slozime dvé permutace za sebou, znamena to provést
napred vSechny transpozice tvofici prvni a pak druhou. Proto
pro libovolné permutace o,n : X — X plati

sgn(o o7) = sgn(v) - sgn(n), sgn(o~') = sgn(o).
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