Linearni modely - 6. prednaska

Vektorové prostory, baze, dimenze, ortogonalizace

Ondfrej Klima

28.3.2013

6. pfednaska Vektorové prostory



Osnova prednasky

@ Vektorové prostory
@ Baze a dimenze podprostor(
@ Soufadnice vektora

@ Skalarni soucin, ortonormalni baze
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@ Vektory — sc€itani, nasobky.

@ Uvazujme systém m linedrnich rovnic pro n proménnych a
predpokladejme, ze jde o soustavu tvaru A - x = 0, {j.

a1 ... Qain X1 0
am1 amn Xn 0
@ Soucet dvou feSeni x = (x1,....xa)ay = (V1,.--,Vn)

spliuje
A(x+y)=A-x+A-y=0
a je tedy také reSenim.
@ Stejné tak zUstava feSenim i skalarni nasobek a - x.
@ Mame tedy podmnozinu K" sestavajici ze vSech reseni
soustavy M = {x € K" | A- x = 0} se sc¢itanim a nasobky.
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Vektorové prostory

Definice

Vektorovy prostor V nad polem skalarl K je mnozina s operaci
sCitani, pro kterou jsou spinény axiomy komutativni grupy, a
nasobeni skalary takové, ze plati

a-(v+w)y=a-v+a-w
(a+b)-v=a-v+b-v
a-(b-vy=(a-b)-v
1.v=v

Pfipomennme, Zze ,axiomy komutativni grupy“ jsou:
@ pro vSechna u,v,wplati (u+ Vv)+w =u+ (v + w),
@ pro v8echna u,v platiu+ v =v +u,
@ existuje vektor 0 tak, ze pro vSechna u je u+ 0 = v,
@ pro v8echna u existuje (—u) tak, ze u+ (—u) = 0.
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Vektorové prostory — priklady

Rozumné (zndmé) priklady:
@ Vektory v roviné: R?.
@ Prostory vy$Si dimenze: R”".
@ Matice nad polem: Mat, m(R).
@ Polynomy omezeného stupné:

Ra[x] = {@ax* + a3x® + @pX® + ajx + @ | as, a3, @, ar, a € R}

Obecné Rp[x].
@ Mnozina feSeni homogenni soustavy linearnich rovnic.
@ C vektorovy prostor nad R.
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Vektorové prostory — priklady |

Ponékud slozitéjsi priklady:
@ Polynomy: R[x].
@ Funkce: F(R) = {f : R — R}.
@ R vektorovy prostor nad Q.
Posledni dva jsou trochu divoké.

Priklady mnozin, které netvofi vektorovy prostor.
@ 7 x Z nad R.
@ M={xecK"|A-x= b}, pro bnenulové.
o Ctvercové matice s detrminantem 1.
@ Polynomy stupné n.
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Vektorové prostory — vlastnosti

Necht V je vektorovy prostor nad polem skalard K, dale
uvaZme skalary a, b, a; € K a vektory u, v, u; € V. Potom

® a-u=0pravé kdyza=0nebou =0
@ (-1)-u=-u

®oa (u—-v)y=a-u—a-v

@ (a—b)-u=a-u—->b-u

o (X&) (2/21 NEDIE Z/‘m:1 a; - Uj.
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Vybér optimalnich zakladnich vektor(

@ Cil: najit vhodnou, co nejmensi, zakladni mnozinu vektora,
tak aby bylo mozné ostatni vektory pomoci nich vyjadfit.

@ Vyrazy tvaru a; - vy + - - - + ax - V¢ hazyvame linearni
kombinace vektord vq,...,vx C V.

@ Mnozina vektord M C V ve vektorovém prostoru V nad K
se nazyva linearné nezavisla, jestlize pro kazdou k-tici
vektor(l vy, ..., vx € M a kazdé skalary ay, ..., ax € K plati:

@ M je linearne zavisla, jestlize neni linearné nezavisla.

@ Pokud je M zavisla, pak aspon jeden z jejich vektoru je
vyjadritelny jako linearni kombinace ostatnich.
(Plati i opak, pro M # (.)
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Linearni kombinace — priklad

@ Prostor n—tic skalari R™ se scitanim a nasobenim po
slozkach je vektorovy prostor nad R, ale také vektorovy
prostor nad Q.

@ Napf. pro m = 2, jsou vektory (1,0),(0,1) € R? linearné
nezavislé, protoze z a- (1,0) + b- (0,1) = (0,0) plyne
a=b=0.

@ Dale, vektory (1,0), (v2,0) € R? jsou linearné zavislé nad
R, protoZe v2 - (1,0) = (v/2,0).

@ Ovsem stejna dvojice vektort (1,0),(v/2,0) € R? je
linearné nezavisla nad Q!
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Odstranovani prebytecnych vektoru

Zakladni mnozina vektor(, aby byla co nejmensi, musi byt
linearné nezavisla. Jak to pozname?

Rozhodnéte, zda jsou vektory v = (1,1,1), vo = (—1,0,1) a
v = (1,2, 3) linearné nezavislé (v realiném prostoru R3).

1 -1 1]0
1 0 2|0
1 1 3|0

Soustava ma feSeni x; = —2t, xo = —t, x3 = t. Nas zajima
nejaké konkrétni vyjadfeni. Volme tedy t = 1. Potom
—2-Vi—Vo+v3=0,1zn. v3 =2 - v4 + Vo.

Zkouska: 2vi + v = (2,2,2) +(—1,0,1) = (1,2,3) = vs.
Odpovéd’: zadané vektory jsou linearné zavislé.
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Odstranovani prebytecnych vektoru |l

Rozhodnéte, zda jsou vektory x® — x + 1, 2x3 + x% — 2x,
x* 4+ x3 — x a x* — x2 + 1 linearné& nezavislé.

x* o 0 1 110
x3 1 2 1 0
X2 o 1t 0 —-1]0
x': -1 -2 -1 0]0
x0: i 0 0 1|0

Odpovéd’: jsou linearné zavislé.
Postup (obecné): vektory dame do (sloupcll) matice a feSime.

Pozn.: Jde i jinak. Dava se do fadku, ale pak musite umét interpretovat.
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Podprostory

Umime se zbavovat prebyteénych vektor(i z potencionalni
zakladni mnoziny. Mame jich ale dost? Tj. staci na vyjadfeni
v8ech vektord? K tomu definujeme dalsi uzitecny pojem.

Podmnozina U C V se nazyvéa vektorovym podprostorem
jestlize spolu se zUzenymi operacemi scitani a nasobeni
skalary je sama vektorovym prostorem. Tzn. poZadujeme

VabeK, Vv,we U, a-v+b-weU.

Priklady:
@ Rp[x] C R[x].
@ RCC.
@ M={xecK"|A-x=0} CK".
@ Sudé funkce/polynomy {f € Ry[x] | f(x) = f(—x)} C Ry4[x].
Presngji: {f € R4[x] | (Vc € R)(f(c) = f(—c))}.
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Generovani podprostor(

@ Necht W;, i € I, jsou podprostory ve V, a,b € K,
u,v e (e W. Pakprovsechnyic l,a-u+b-ve W,
coz znamena,zea-u-+b-ve () W.

@ Tzn. prinik podprostort je opét podprostor.

@ Zejména je tedy podprostorem pranik vSech podprostord
W C V, které obsahuji danou mnozinu vektord M C V.

@ Rikame, ze M generuje podprostor (M), nebo Ze prvky M
jsou generatory podprostoru (M).

Pro kaZdou podmnozZinu M C V plati
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Baze vektorového prostoru

® Podmnozina M C V se nazyvéa baze vektorového prostoru
V, jestlize (M) = V a M je linearné nezavisla.

@ Vektorovy prostor, ktery ma kone¢nou bazi nazyvame
konecnérozmerny, mohutnost baze nazyvame dimenzi V.

@ Nema-li V kone€nou bazi,V je nekonecnérozmeérny.

@ PiSeme dim V € N, resp. dim V = oc.

@ Je-li V konecnérozmérny, pak bazi rozumime
usporadanou k-tici a = (v4, ..., V) bazovych vektora.

Pozn.: V§imnéme si, Ze trividini podprostor je generovan prazdnou mnozinou, kterd je

"prazdnou"bazi. M4 tedy trivialni podprostor dimenzi nulovou.

Radné si promysleme, co znamena (M) = (N), kde M, N jsou
konec¢né mnoziny generatora.
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Baze — zakladni poznatky

@ Z libovolné konec¢né mnoZiny generatoru vektorového
prostoru V Ize vybrat bazi.

@ VsSechny baze VV mayji stejny pocet vektoru.
@ Predchozi defince dimenze je korektni.

Zapamatujme si:

@ Ma-li V konecnou bazi, Ize kazdou linearné nezavislou
mnozinu doplnit do baze.

@ Baze konecnérozmérnych vektorovych prostord jsou prave
maximalni linearné nezavislé mnoziny.

@ Baze prostoru s kone€nou dimenzi jsou pravé minimalni
mnoziny generatoru.
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Baze — priklady

@ R2:baze ((1,0),(0,1)); dimenze 2.
@ R™ baze (ey,e,...,6€n), kde e; = (0,...,0,1,0...,0);
dimenze n.
@ Maty m(R): dimenze nm.
@ Ry[x]: baze (x*, x3, x?, x,1); dimenze 5.
(R4[X] = {a4x4 + 83X3 + 32X2 +a1X +ag | as, az, a, as, a <€ R})
@ C:baze (1,i); dimenze 2. (nad R)
OvSem pokud uvazujeme C jako vektorovy prostor nad C,
pak méa dimenzi 1.

° <{(17171)7(_17071)7(17273)}> :<{(17171)7(_17071)}>

dimenze 2.
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Baze — priklad s polynomy

Je dan vektorovy prostor V = Ry4[x]. UrCete bazi a dimenzi
podprostort P, Q, PN Q, kde

P = {f € Ra[x] | (Vc € R)(f(c) = f(~¢)) },

Q=({x®—x+1, 2x3 + x® — 2x,

x4+ x3 —x, x* = x24+1}).

@ Uz jsem spocitali bazi a dimenzi Q: dimenze je 3 a baze
(x®—x+1, 2x3 + x2 - 2x, x* + x® — x).

@ P ma bazi (x* x?,1) a dimenzi 3.

@ Hledame skalary a, b, c, p, g, r tak, aby
ax* + bx? + ¢ = pvy + qvs + rvs.

@ To vede na feSeni nasledujici soustavy.
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Baze — priklad s polynomy — pokracovani

OO OO —
[eNei N eNe)
O - O = —
¢
OO OO =
O OO —= 0O
[N e N eNe)
o = = OO0
o O = O
o - 0O =

@ Reseni: g, r volné promnéné, p = —r — 2q.
@ V priniku jsou tedy vektory tvaru
(—=r—2q9)- (3 —x+1)+qg-@F+x2-2x)+r-(x* +x3 - x)

=q-(x*-2)+r-(x*-1).

@ Proto PN Q mabazi (x? — 2, x* — 1) a dimenzi 2.
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Soucet podprostort

Necht V;, i € I, jsou podprostory ve V. Pak podprostor
(Uies Vi), nazyvame souctem podprostort V;. ZnaCime  _;, V..

@ Pro Vy,..., V, CV,
V1—|-"'—|-Vk:<V1UV2U"'U Vk>:

:{V1+"'+Vk; Vi € \/,,121,,k}

Pro U, W podprostory v konecnérozmérném V plati
o dmU<dmYV,
® U =V pravé kdyZ dimU = dim V,
@ dim U+ dim W = dim(U + W) +dim(U n W).
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Priklad s polynomy — soucet podprostort

UrCete bazi a dimenzi podprostoru P + Q.

@ Sjednotime baze a dostaneme mnozinu generatoru.

@ Z ni vybereme bazi P + Q.

@ Protoze to uz mame mimodék spocitano: baze P + Q je
napfiklad (x*, x2,1,x3 — x + 1) a dimenze je 4.

@ Zkouska: dim P +dim Q = dim(P + Q) + dim(P N Q).

@ Zaver: Baze adimenze P+ Q a PN Q Ize pocitat
soucasne.
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Souradnice vektoru

@ KdyZje a = (v,...,V,) baze V, miZzeme kazdy vektor
v € V psét jako linearni kombinaci v = ayvy + - - + apVvp.
@ Pokud to Ize udélat dvéma zpusoby

V:a1v1++anVn:b1V1++ann7

potom 0 = (a1 —by) - vy +---+ (@ —bn) - v
a proto a; = bj provSechnai=1,...,n.

@ Zaver: kazdy vektor Ize zadat prave jedinym zpusobem
jako linearni kombinace bazovych vektora.

Koeficienty této jediné linearni kombinace, vyjadfujici dany
vektor v € V ve zvolené bazi o = (v, ..., vy), Se nazyvaji
soufadnice vektoru v této bazi. Pideme (v), = (ai, ..., an).
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Souradnice vektoru — priklad

UrCete soufadnice vektoru u = (3,1, 2) bazi
a=((1,1,1),(1,1,0),(2,0,0)) prostoru R3.

@ Hledame skalary a, b, c takové, ze
a(1,1,1)+ b(1,1,0) + ¢(2,0,0) = (3,1,2).
@ Tudiz potfebujeme vyresit soustavu

11 2|3 100
1101 ]~[010
1002 00 2

2
—1

2
° Tedy (U)Oz = (27 —1 ) 1)
@ Tzn. opét davame vektory do sloupct a eliminujeme.
@ Oznacime-lie =((1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)), tzv.

kakonickou bazi, pak (u). = (3,1, 2).

@ Transformace souradnic pro rtizné baze — priste.
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Reprezentace kone¢nérozmeérnych prostoru

@ UvaZme zobrazeni ¢, které vektoru u = ajvqy + -+ - + anpvp
pfifadi jeho soufadnice v bazi o = (vq, ..., vp). Tj.
0o V= K" p.(u) = (u).. Zfejme je ¢, bijekce.
@ Ma tyto vlastnosti:
o Vu,weV: po(U+ W)= pu(U)+ @a(w)
e VacK,Vue V: gy(a-u)=a-p.(u).
@ Tedy ¢, nam reprezentuje vektorovy prostor V jako K”.

@ O vektorech ve V muzeme smysSlet jako o n-ticich.
Coz jsme jiz vidéli, napt. v pfikladu o polynomech, kde
jsme namisto s vektory pracovali s jejich soufadnicemi v
bazi (x*, x3,x2, x,1).

@ Mozna interpretace je, Ze neexistuji jiné kone¢nérozmérné
vektorové prostory nez K”.
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Skalarni soucin

Skalarni soucin na vektorovém prostoru V nad realnymi Cisly je
bilinearni symetricka forma (, ) : V x V — R takova, Ze
(v,v) >0 ajeroven 0 pouze pfi v = 0.

@ Termin ,bilinearni symetricka forma“ znamena:
° <U, V> = <V7 U>
o (Ut v,w) = (UV)+(w,v)
° <a' u, V> =a- <U7 V>

@ My budeme pracovat s klasickym pfipadem, kdy V = R" a
<(X1>X27---aXn)>(Y1aY2>---a}/n)> =X1y1+ -+ Xn¥Yn-

@ Zajimavéjsi pfiklady jsou V = F(R) a (u,v) = f01 u-vdt.
@ Pfedchozi Ize uvaZzovat napt. v R3[x].
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Ortogonalni a ortonormalni baze

@ Velikost vektoru v se definuje jako

VIl = v/ (v, V).

@ Vektor v se nazyva normovany, jestlize ||v|| = 1.

@ Vektory v, w € V se nazyvaji ortogonalni, jestlize
(v,w)=0.

@ Baze prostoru V sloZzena z ortogonalnich vektor( se
nazyvéa ortogonalni baze.

@ Jsou-li bdzové vektory navic i normované, je to
ortonormalni baze.
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Ortogonalni baze — priklad

Naleznéte ortogonalni a ortonormalni bazi podprostoru
P =({(1,1,1,1),(1,0,0,3)}) vektorového prostoru R* s
obvyklym skalarnim soucinem.

@ Radi bychom zaménili u, = (1,0, 0, 3) néjakym vhodnym
vektorem v», ktery by byl kolmy k vektoru vy = (1,1,1,1).

@ Chceme ({vq, vo}) = P, proto v» = auy + bup = avy + bus.

@ Zfejmé nemuze vyjit b = 0.

@ KdyZz mé v, vlastnosti ({vi, v2}) = P, vo» L vy pak mé tytéz
vlastnosti i libovolny nenulovy nasobek v». Proto Ize hledat
Vo ve tvaru avq + buo, kde b = 1.

® Z (avqy + Up, vi) = 0 dostaneme a- (vq, vy) + (Uo, v4) = 0.

Odtud a = % V nagem pripadé a = —1.

@ Tedy vo = —vy + U = (0,—1,-1,2).
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Ortogonalni baze — priklad — pokracovani

Naleznéte ortogonalni a ortonormalni bazi podprostoru
R=({1,1,1,1),(1,0,0,3),(1,2,1,0)}) vektorového prostoru
R4,

@ Uzvime R = ({vy, vo,u3}) a zaménime uz = (1,2,1,0)
vektorem v3 = uz + avy + bvs.

® Z (us + avq + bvo, v4) = 0 s vyuzitim v» L v4 dostaneme
(us,vi) +a-(vy,v4) =0.

@ Podobné (us, vo) + b (v2, Vo) = 0.

@ Zde konrétné vyjde a= —1, b = }, tzn.
v =(1,2,1,0)+ (=1,-1,-1,-1) + (0, — 3, - 3,1) =
0.5.-1.0)

@ Na zavér normujeme, pokud chceme ortonormalni bazi.
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Existence ortonormalni baze

Grammuv—Schmidtav ortogonalizacni proces:

Véta
Necht (uy, ..., uk) je linedrné nezavisla k-tice vektora prostoru
V se skalarnim soucinem. Pak existuje ortogonalini systém
vektort (v1, ..., vk) takovy, Ze vi € (uy,...,up), i=1,... K.
Ziskame je nasledujici procedurou:

@ Z nezavislosti vektoru u; plyne uy # 0. PoloZime vy = uy.

@ Mame-li jiz vektory v, ..., v, potfebnych viastnosti
klademe

(Ups1, Vi)

Virr = Uppr +aqvy + -+ aVy, aj= — e
I

Kdykoliv mame ortogonalni bazi vektorového prostoru V, staci
vektory vynormovat a ziskame bazi ortonormalni.
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PoZadavky

Typické pfiklady:
@ Urcit bazi a dimenzi podprostoru. (uzite¢né dovednosti:

vybér baze zezadané mnoziny generatord, doplnéni
mnoziny vektort na bazi).

@ Pranik a soucet podprostorli — opét baze a dimenze.
@ Urcit souradnice vektoru v bazi.
@ Najit v podprostoru ortogonalni, resp. ortonormalni bazi.
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