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Osnova prednasky

@ Definice linearniho zobrazeni
@ Matice linearniho zobrazeni
@ Matice pfechodu

@ Vlastni Cisla a vektory
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Pripomenuti definic a pojmu

Definice
Necht U a V jsou vektorové prostory nad polem skalard K.
Zobrazeni ¢ : U — V se nazyva linearni zobrazeni
(homomorfismus) jestlize plati:

Q vVu,veU : pu+v)=p)+pv),

Q vacK,Yuec U : g(a-u)=a-o(u).

@ v :R? =R, o((x,
® v :R2 R, o
® v :R2 =R, o((x,
0 ¢ :R? 5 R?, o((x

Zde ¢((x,y)) = <i 3)<;>
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= xy — neni linearni zobrazeni.
= x? 4+ 3y — neni linearni zobrazeni.
= 3x + 1 —neni linearni zobrazenl’



Priklady linearnich zobrazeni

Nasledujici zobrazeni jsou linearni z R? do sebe:
@ Prodlouzeni nebo zkraceni vektoru La((x,y)) = a- (x, y).
@ Rotace o 5 v kladném smyslu L/((x,y)) = (—y, ).
@ Obecnéji, rotace o Uhel ¢ v kladném smyslu

o= (320 (;)

@ Projekce vektoru na osu y, napt. Ly((x, y)) = (0, y).

= (g 3 ) W=7 75).

L= (g 7 )-

7. prednaska Linearnich zobrazeni



Matice linearniho zobrazeni

@ U vektorovy prostor s bazi o = (uy, s, ..., up), dimU = n,
V vektorovy prostor s bazi g = (vi, Vo, ..., Vp), dmV = m.

® ¢ : U — Vlinearni zobrazeni.
@ Prou=ajuy + asls ... apu, mame

o(u) = ayp(uq) + azp(uz) + - - - + anp(un).

® Tedy ¢ : U — V je zadano hodnotami na vektorech z «.
@ Mame (ay, ap,...,an) = (U), a tedy

()] = ai(e(u))j + ax(e(w)} + - + an(e(un))3,

()] = ((e(wn))s (2(U2)s, - (p(un)s ) - (W),

® (p(u)] =A-(u)l, kde A matice m x n.
® A= (¢)p.o — matice linedrniho zobrazeni (od a k ).
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Linearni zobrazeni pfi reprezentaci prostoru

c
AS)
<

Priklad

Necht ¢ : R® — R? je pro dano pfedpisem:

o(U) = x4 vi + (X3 — X2) Vo,

kde u = (x1, X2, X3),v1 = (2,—1), vo = (1, —2). UrCete matici

linearniho zobrazeni ¢

a) v bazich e3 = (ey,e0,€3) a epr = (€, €5)

(standardni baze prostort R3 a R?),

b) v bazich ez = (e1,e2,€3) a = (v1, Vo).
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Priklad — matice zobrazeni — a)

@ Definice: p(u) = X1 vi + (X3 — X2) vo,, kde
u=(xy,%,x3),vy =(2,-1),vo = (1,-2).
@ Z definice zobrazeni

X1
2X1 — Xo + X 2 —1 1
T _ 1= X2+ X3 ) _ ]
w(u) _<—x1+2x2—2x3>_<—1 2 —2) (j‘f)
3

@ Dle konstrukce matice zobrazeni, potfebujeme urcit
(v(e1))e, = ple1) = vi = (2, 1),

(¢ (92))62 =p(e2)=—V2 = (—1,2),

(v(€3))e, = p(e3) = V2 = (1,-2).

@ P¥iobou postupech jsme dostali

2 -1 1
(@)62,63 - < _1 2 _2 >
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Priklad — matice zobrazeni — b)

Regeni &asti b):
@ Podle druhého postupu potfebujeme urcit
(p(er))s = (v1)s =(1,0),
(v(€2))s = (—v2)s = (0,-1),
(v(e3))s = (v2)5 = (0,1).
@ Dame do soufadnice do sloupcl

=5 5 7)
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Priklad — matice zobrazeni — polynomy

UvaZme zobrazeni ¢ : Ry[x] — Rg[x] dané pfedpisem
©(g) = g’ + x - g. Naleznéte matici zobrazeni v obvyklych
bazich a = (x2,x,1) a 8 = (x3,x%,x,1).

@ Pro g = ax? + bx + ¢ mame
©(g) = (2ax + b) + (ax® + bx? + cx) =
ax® + bx? + (2a+c)x + b.
o Tj (g)a = (37 b, C) a (@(g))ﬁ = (37 b,2a+c, b)
® Tzn. hledan& matice A mé vlastnost
A-(a,b,c)’ = (ab,2a+c,b)".
@ Proto

0
1
1

oOnN O =
o =00
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Priklad — matice zobrazeni —

@ Zadani:p(g) =9 +x-g,a=(x?,x,1)ap = (x3,x2,x,1).
Druhy postup:

@ o(x?) =2x+ x3,1j. (p(x?))s = (1,0,2,0).

@ o(x) =1+ x21. (¢(x))s = (0,1,0,1).

@ o(1) =0+ x, 1. (¢(x))s = (0,0,1,0).

@ Opét

0
1
(@)B,a = 0
1

oOnN O =
o =00
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Transformace souradnic — matice prechodu

Bud' dan vektorovy prostor dimenze n a jeho dvé baze « a .
Matice pfechodu od baze « k bazi j je takova matice A, Zze

(u)s = A- ().

@ Z pfedchoziho vime, ze A = (id)s,, a umime ji spogitat.

@ Matice pfechodu od 3 k « je matice B, pro kterou plati
A-B=B-A=E.Tj. B=(id),s = A~' — umime spocitat.

@ Obecngji: ¢ : U — Vavy : V— W linearni zobrazeni. Déale
a baze U, 5 baze V, v baze W. Pak

(w o 90)"/,04 = (1/})%5 ’ (‘p)ﬂ,a .
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Skladani linearnich zobrazzeni

Jako ptiklad skladani linearnich transformaci R? — R? uvedme
sloZeni dvou rotaci. Jak jsme dfive ukazali, rotace o Uhel §
v kladném smyslu je (ve standardni bazi) reprezentovana matici

R.— ( ©oS d —siné
9=\ sin§ cosd )
podobné pro matici R,, rotace o Uhel w.

Jejich slozeni (v libovolném poradi) ziejmé odpovida rotaci
o uhel § + w, proto

(cos(6+w) —sin(5+w)>:<005w —sinw)(cosé —sin5>'

sin(d + w) cos(d + w) Sinw cosw sind cosé

Odtud mj. dostavame platnost znamych souctovych vzorcl pro
goniometrické funkce.
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Priklad

@ Definice: p(u) = x1 vi + (X3 — X2) V2, kde
u=(xy,%,x3),vy =(2,-1),va =(1,-2).

o Spocitali jsme ()., = < _f ; _; )
@ Matice pfechodu od baze g = (v4, o) k bazi e, je

(@) = (50 =) = (F 3 ).

@ Proto 1
. PN 2 1
(id)see = (id);, )5 = 5 < 1 2 )

o= @Dralac =5 ( 5 5) (5 5 2)
')

@ Vynéasobenim opét (¢)s., = ( 0 —
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Priklad — geometrické zobrazeni

Napiste matici zobrazeni ve standardni bazi, které je
transformaci prostoru R a to symetrii podle p¥imky se
smérovym vektorem (1,1,1).

1 —1 2 2
3 2 —1 2 1.
2 2 -1

Vysledek:
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Vlastni Cisla a vektory

V ptedchozim pfikladé byly uzite¢né vektory spliiujici rovnici
o(u) = X - u pro néjaké skalary \. (konkrétné A =1,\ = —1).

Skalary A vyhovuijici rovnici ¢(u) = X - u pro nenulovy vektor
u € V nazyvame vlastni Cisla (hodnoty) zobrazeni ¢
(eigenvalues), prislusné vektory u pak vlastni vektory
zobrazeni ¢ (eigenvectors).
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Vlastni Cisla a vektory — priklad
Piklad

Uvazujme matici A a vektory u a v, kde

=(55) =(5) = (6)
$) (1) =(5) -0 (5) -

a1 w

Au=( -

-3 2 2 4 2
A= (5 5)(5)-(0)-2(5)-2x
Jsou tedy\; = —1 a A\ = 2 vlastni hodnoty matice A a jejich
prislusné vlastni vektory jsou pravé vektory u (prox; = —1)av
(pro \o = 2).

ot
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Vlastni Cisla a vektory — jak na né?

: —1
Matice B = < 10

prostoru R?. (V prostoru C? vlastni &isla a vektory ma.)

1 , i
_g ) nema vlastni Cisla a vektory v

@ Bud ¢ : V — V linearni zobrazeni na vektorovém prostoru
dimenze n nad skalary K.
@ Rovnost ¢(u) = A - u zapsana s vyuZzitim matice zobrazeni:

Ax—X-x=(A-X-E)-x=0.

@ Takové soustava rovnic ma netrivialni feSeni x # 0 prave
tehdy, kdyz det(A— \- E) = 0.

@ det(A — X - E) je ve skuteCnosti polynom stupné n —
hleddme jeho kofeny. (Pfiklad: (=1 — A\)(=3 —\) + 10 =
A2 + 4) + 13 nem4 realné kofeny. )
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Charakteristicky polynom

Pro matici A dimenze n nad K nazyvame polynom
|A — AE| € K[\] charakteristicky polynom matice A. Kofeny
tohoto polynomu jsou vlastni hodnoty matice A. Je-li A matice
zobrazeni ¢ : V — V v jisté bazi, pak |A — A\E| nazyvame také
charakteristicky polynom zobrazeni .

Z definice vlastnich Cisel je zfejmé, ze jejich vypocCet nemuze
zaviset na volbé baze. Skute€né, jako ptrimy dusledek
trasformacnich vlastnosti a Cauchyovy véty pro vypocet
determinantu soucinu dostavame jinou volbou soufadnic
(podobnou) matici A’ = P~' AP s invertibilni matici P a

IPTAP — \E| = |P~1(A— AE)P| = |P~1[|(A— AE)||P| = |A — AE|,
protoze nasobeni skalard je komutativni a [P~'| = |P|~".
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Podprostor vlastnich vektoru

Je-li u vlastni vektor matice A p¥isluSejici vlastni hodnoté ),
potom je také libovolny jeho (nenulovy) ndsobek viastni vektor
prislusejici téze vlastni hodnoté, protoze

A(au) =a(Au) =a(Au) = X(au).

Podobné, jsou-li u, v vlastni vektory matice A pfislusejici vlastni
hodnoté ), potom je také jejich soucet vlastni vektor prislusejici
téZe vlastni hodnoté, protoze

Alu+v)=(Au)+ (Av) = (Au)+ (Av) =Ax(u+v).

Vlastni vektory pfislusejici téZe vlastni hodnoté tedy tvori
(spole¢né s nulovym vektorem) podprostor vektorového
prostoru K”. To také zdUvodruje terminologii ,vlastni prostor*.
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Podprostor vlastnich vektorl — priklad

UrCete vlastni hodnoty a vlastni vektory matice A = <

- N T R
|A—)\E|_‘ 0 2_A‘_(2 N

@ Proto je Ay = 2 (ndsobnosti 2) jedina vlastni hodnota.
@ Vypocet vlastniho prostoru pro Ay = 2:
@ Vlastni prostor pro Ay = 2 je ((1,0)).
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(A—ME|0)=(A—2E|0) = < 0 3‘

0 0

o



Obecné poznatky

Vlastni vektory linedarniho zobrazeni o : V — V pfislusné
rdznym vlastnim hodnotam jsou linearné nezavisle.

Véta

Jestlize existuje n navzajem ruznych kofenu \;
charakteristického polynomu zobrazeni ¢ : V — V,dimV = n,
pak existuje baze V sloZena vyhradné z viastnich vektort a

v této bazi ma p diagonalni matici (s viastnimi ¢isly na
diagonadle). Prislusnou bazi obdrzime fesenim n systému
homogennich linearnich rovnic o n neznamych s maticemi
(A— )i - E), kde A je matice .

- -
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Obecné poznatky |l

Symetrické matice nad R maji vSechna viastni Cisla realna.

Pro ortognormalni matici A nad R (resp. C), {j. sloupce tvofi
oronormalni bazi, maji vlastni ¢isla absolutni hodnotu 1.

Pro ortognormalni matici A plati, ze A~' = AT.
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Shodna zobrazeni

Odtud Ize analyzovat geometricka zobrazeni (shodnosti) v R3.
@ Polynom stupné tfi méa vzdy redlny kofen.

Trojnasobny kofen 1 — identita.

Trojnasobny kofen —1 — stfedova soumernost.

Kofen 1 a dvojnasobny kofen —1 — osova soumeérnost.

Kofen —1 a dvojnasobna 1 — soumeérnost podle roviny.

Jednoduchy kofen 1 a dva komplexné sdruzené nerealné
kofeny — otaceni kolem osy vlastniho vektoru pfislusnému
vlastnimu Cislu 1, o argument komplexniho vlastniho €isla.

@ Jednoduchy kofen —1 a dva komplexné sdruzené neredlné
kofeny — slozeni dvou pfedchozich zobrazeni.
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Priklad na ortonormalni matici

Priklad
Ve standardni bazi je dana nasledujici matice zobrazeni.
UrCete o jaké zobrazeni se jedna.

1 1 -2 -2
3 -2 1 =2 .
-2 -2 1

@ Vlastni vektory: dvojnasobna 1 a jednoducha —1.

@ Vlastni prostor pro 1: rovina kolma k (1,1, 1).
@ Vlastni vektor pro —1: (1,1, 1).
@ Zaveér: soumérnost podle zminéné roviny.
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Pozadavky

@ Urcit matici linearniho zobrazeni ve standardni bazi.
® Zména baze — matice prechodu.
@ Vypocet vlastnich Cisel a vektor(.

o Identifikovat v R? a R® geometrické zobrazeni analyzou
vlastnich Cisel a vektoru.
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