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Osnova prednasky

@ Afinni (pod)prostory

@ Parametricky a implicitni popis

@ Soustavy rovnic — revize

@ Praniky a dal$i standardni priklady
@ Afinni kombinace bodl

@ Konvexni mnoziny
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Geometrie ve vicerozmérném prostoru

@ Cil: geometrie v R® (obecné R").

@ Potfebujeme kromé vektoru také body, tj. uvazujeme
(B, V), kde B je mnozina bodu, V vektorovy prostor.

@ Navic mame operaci ,pficteni vektoru k bodu*:
+:BxV — B.

@ Dale operaci ,rozdil bodd“: — : Bx B — V,
(A.B)— B— A= AB.
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Afinni prostory

Bud' V = R" vektorovy prostor. Standardni afinni prostor
»= R je mnozina v8ech bodl v R" spolu s operaci, ktera

bodu A= (ay,...,an) € Apavektoruv =(vq,...,vy) € V

prifadibod A+ v = (a; + vq,...,an+ Vp) € Ap.

Tato operace spliuje nasleduijici tfi vlastnosti:
@ A+ 0= Aprovsechny body A € A, a nulovy vektor 0 € V,
Q A+ (v+w)=(A+v)+ wprovSechny vektory v, w € V, a
body A € Ap,
© pro kazdé dva body A, B € A, existuje pravé jeden vektor
v € V takovy, ze A+ v = B. ZnaCime jej B — A, nebo AB.
Vektorovy prostor V nazyvame zaméreni afinniho prostoru Ap,.
Pozn.: Abychom pfedesli nejasnostem, tak oddélime formalné mnozinu A, a V tak, ze
body z A, piSeme do hranatych zavorek: A = [ay, ..., an] € An.
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Afinni prostory — poznamky

@ Obecné Ize misto R" vzit jakykoli vektorovy prostor.
Pozn.: Pak nelze pouzit konvence s hranatymi zavorkami a musi se davat vetsi
pozor ve formalnich detailech.

@ Nebo jesté obecnéji Ize postupovat zpusobem
naznac¢enym na prvni strané: (5, V) ....
Pozn.: Zde je pak opét potieba zvy$ené opatrnosti, protoZze stejny symbol +
pouzivame pro dvé rizné operace: priéteni vektoru ze zaméfeni V k bodu v
afinnim prostoru A, ale také séitani vektorl v zaméreni V.

@ Z definice standardniho afinniho prostoru okamzité plyne
pro libovolné body A, B, C v afinnim prostoru A,

A-A=0¢cV
B-A=—(A-B)
(B—A)+(C—B)=(C - A).
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Afinni souradna soustava

Pokud zafixujeme jeden pevny bod Ay € A, a pevnou bazi a ve
V tak dostavame pro kazdy bod A € A jednoznacné vyjadreni

A=A+ XUy + - + XpUp.

Hovofime o afinni soustavé soufadnic (Ag; U1, ..., Un) zadané
pocatkem afinni soufadné soustavy Ag a bazi zaméreni a.
Afinni soufadnice bodu A v soustavé (Ap; ) jsou soufadnicemi
vektoru A — Ag v bazi o zaméreni V.

Afinni soufadnice bodu A = Ag + XUy + - - - + XpUp V SOUStaAVE
(Ao; Ui, ..., Up) jSOU [Xq,. .., Xp].
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Afinni podprostory

Neprazdna podmnozina M afinniho prostoru A, se zaméfenim
V' se nazyva afinni podprostor v A, je-li podmnoZina
W={B—-Ac V|A Bec M} vektorovym podprostorem
prostoru V a pro libovolné Ac M,ve Wije A+ v e M.

@ Pro afinni podprostor M v afinnim prostoru se zaméfenim
V' znacime vektorovy podprostor

Z(M)={B—A|B,Ac M} C V

a hovofime o zaméreni afinniho podprostoru M.

@ Dimenzi afinniho (pod)prostoru rozumime dimenzi jeho
zameéreni.

@ Afinni podprostor zapisujeme M = A+ Z(M).
@ Prunik afinnich podprostoru je afinni podprostor nebo (.
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Parametricky popis

Necht M = A+ Z(M) je afinni podprostorv A, a (uy, ..., Uk)
je baze Z(M) C R". Pak vyjadfeni podprostoru

M={A+tus+ -+ kU | b,..., % € R}

nazyvame parametricky popis podprostoru M.

Parametricky vyjadrete rovinu p : 2x +3y —z+1 =0V As.

@ Redeni: p={(x,y,2x+3y+1) | x,y € R}
= {[0,0,1] + x(1,0,2) + y(0,1,3) | x,y € R}.
@ Vsimnéme si, Ze vektory tvorici bazi zaméreni (1,0,2) a
(0,1, 3) jsou kolmé na vektor (2,3, —1) koeficientd v rovnici
pro p. Tento vektor nazyvame normalovy vektor roviny.

@ Podobné to dopada, kdyz uvazujeme jednu rovnici v R".
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Priklad z prednasky o soustavach rovnic

Priklad
Soustava linearnich rovnic.

2 415 —1]1 1 20 2 0
1202 0/0 0011 —1/1
1203 12777l oo0oo01 1|2
2 4 25 -3|0 0000 0|0

Reseni: [-4,0,—1,2,0] + #(—2,1,0,0,0) + 5(2,0,2, —1,1).
Jak Ize urcit dimenzi afinniho prostoru feSeni?

8. prednaska Afinni geometrie



Hodnost matice

Bud' dana matice A's nfadky a m sloupci, tj. kazdy z m sloupct
je prvek R a kazdy z nfadku je prvek R™.
@ Hodnost matice A je pocet nenulovych fadkd po Gaussové
eliminaci.

@ Sloupcova hodnost matice A je dimenze podprostoru R"
generovaného sloupci.

@ Radkova hodnost matice A je dimenze podprostoru R™
generovaného fadky.

-

@ Pro libovolnou matici se vSechny uvedené hodnosti rovnaji.

@ Soustava A- xT = b ma feSeni pravé tehdy, kdyz hodnost
matice A je rovna hodnosti rozSifené matice (A | b).

@ Pokud mé soustava A - xT = b fedeni, pak se jedna o
afinni podprostor dimenze m — k, kde m je pocet sloupcu v
matici A a k je hodnost této matice.
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Od parametrického vyjadreni k implicitnimu

@ Kazda soustava zadava tedy néjaky afinni podprostor.

@ Plati to i naopak? Je libovolny afinni podprostor Aj,.
feSenim néjaké soustavy?

Naleznéte néjakou soustavu linearnich rovnic, jejiz feSeni je
[—4,0,—-1,2,0] + {(—2,1,0,0,0) + s(2,0,2,—1,1).

@ Ano, vzZdy to jde. Hovofime o implicitnim vyjadreni afinniho
podprostoru.

@ PovS§imnéme si, Ze jeden afinni podprostor ma vice
implicitnich a vice parametrickych vyjadreni.

@ V pripadé nadrovin, tj. podprostord dimenze n — 1, kde nje
dimenze celého prostoru, staci najit normalovy vektor.
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Od parametrického vyjadreni k implicitnimu Il

Necht (Ag; o) je afinni soufadny systém v n-rozmérném
afinnim prostoru A. Afinni podprostory dimenze k v A,
vyjadrené v danych souradnicich, jsou pravé mnoZiny reseni
resitelnych systému n — k linearné nezavislych linearnich
rovnic v n proménnych.
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Pranik afinnich podprostor(

Metoda vypoétu praniku afinnich podprostorti M a N zavisi na
vyjadreni prostoru. (Totozné s tim co jsem jiz délali v geometrii
Vv roving.

@ Oba implicitné: vytvori se velka soustava.

@ Jeden implicitné a druhy parametricky: dosazeni.

@ Oba parametricky: porovnanim prarametrickych vyjadfreni
vznikne soustava.

Parametricky vyjadrete pranik nasledujicich rovin v As:

0:2Xx+3y—z+1=0 a p: x—-2y+5=0.

VyfeSte samostatné.

Reseni: pfimka [-5,0, —9] + #(2,1,7).
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Standardni priklady na afinni podprostory |

Najdéte pricku primek (Usecku, jejiz jeden koncovy bod lezi na
jedné z pfimek, druhy pak na druhé z nich)
p:[1,1,1]+t2,1,0), q: [2,2,0]+ t(1,1,1), takovou, ze
pfimka ji ur€ené prochazi bodem [1,0,0].

Hledany bod Q € q najdeme jako prinik pfimky g s rovinou
[1,1,1] + t(2,1,0) + s(0,1,1).
Jde o Usecku s krajnimi body [5,5,3] € g, [7/3,5/3,1] € p.

Najdéte pricku pfimek p: [1,0,0] + £(0,0,1)

g: [0,1,0] + t(1,0, 1), takovou, ze pfimka ji urCené prochazi
bodem [0, 1, 1].

Nema feseni.
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Standardni priklady na afinni podprostory |l

UrCete osu mimobézek (priCku, ktera je kolma k obéma
zadanym pfimkam)

p:  [3,0,3]+(0,1,2)t
g: [0,-1,-2]+(1,2,3)t.

Regeni: isecka ([2,3,4],[3,1,5]).

Zjistéte, zda lezi body [0,2,1], [-1,2,0], [-2,5,2] a [0,5,4] z
Agz v jedné roviné.
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Standardni priklady na afinni podprostory |l

Libovolna dvojice zadanych bodu z afinniho prostoru A3 urcuje
vektor (jeho soufadnice jsou dany po slozkach rozdily
soufadnic danych dvou bodu). To, Ze dané Ctyfi body lezi v
roviné je ekvivalentni tomu, Ze jsou tfi vektory dané jednim
vybranym bodem a vzdy jednim ze tfi zbylych linearné zavislé.
Vybereme napt. bod [0, 2, 1] (na vybéru nezélezi), pak
uvazujeme vektory [-1,2,0] — [0,2,1] = (—1,0,—1),

[-2,5,2] —[0,2,1] =(-2,3,1)a[0,5,4] — [0,2,1] = (0,3, 3).
Vidime, Ze soucet dvojnasobku prvniho vektoru s tfetim
vektorem je roven druhému vektoru. Vektory jsou tedy linearné
zavislé. Dané body tedy lezi v roviné.

Obecny postup: dame vektory do matice a ur¢ime eliminaci,
jakou ma matice sloupcovou hodnost, tj. dimenzi.
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Vzajemna poloha afinnich podprostort

Méjme podprostory M a N .

@ Jsou si rovny, pokud M NN # () a Z(M) = Z(N).

@ Jeden je podprostorem druhého, napf. M C N, pokud
MNON #£DazZ(M)C Z(N).

@ Podprostory jsou rovnobézné pokud M NN = () a plati
bud Z(M) C Z(N) nebo Z(N) C Z(M).

@ Podprostory jsou riznobézné pokud M NN # () a neplati
ani Z(M) C Z(N) ani Z(N) C Z(M).

@ Podprostory jsou mimobézné pokud M N A = () a neplati
ani Z(M) C Z(N) ani Z(N) € Z(M)

Umime pocitat, nebot vSechny podminky umime proveéfit.
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Afinni obal mnoZiny

@ Pranik libovolného systému afinnich podprostoru je bud
afinni podprostor nebo prazdna mnozina.

@ Afinni podprostor (M) v A generovany neprazdnou
mnozinou M je pranik vSech afinnih podprostora, které
obsahuji M.

@ Hovofime také o afinnim obalu mnoziny bodi M v A.

@ Priklad: afinni obal dvou pfimek A+t-uaB+t-vje
A+ ({u,v,AB}).
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Afinni kombinace bod

@ Necht Ay, ..., Ak jsou body v afinnim prostoru A. Jejich
afinni obal ({Ao ..., Ac}) miZeme zapsat jako

{Ao +ti(Ar —Ag) + - + t(Ax — Ao) | By, ... Bk € R}

@ V A, nebo v afinnich souradnicich (j. A; je vyjadien
sloupcem skalarl) mizeme tutéz mnozinu zapsat jako
k
(Ao, .., Ak) = {bAo + AT + - + Ak | li € R,Zl’,’ =1}
i=0

@ Obecné vyrazy fhAg + AT + - - - + LAk, kde Ef'(:o =1
rozumime body Aj + ZL ti(A;j — Ap) a nazyvame je afinni
kombinace bodu.

@ Rikame, Ze body Ao, ..., A jsou v obecné poloze, jestlize
generuji k-rozmérny podprostor.
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Usecky a trojuhelniky

@ Dle pfedchoziho, pfimka prochazejici body A a B je
{tA+sB|t,secR,t+s=1}.

o Usecka dana krajnimi body A a B je potom
{tA+sB|t,secR,t+s=1,t>0,s> 0}, tzn.
{tA+sB|t,sc[0,1],t+s=1}.

@ Trojuhelnik dany vrcholy A, B, C:

@ ,Nekonecny rovnobéznik*:
A+8(B—A)+1t(C—A),kdes, t>0

@ UsecCka BC je dana podminkou s + t = 1, a body
trojuhelnika musi tedy splfiovat s + t < 1.

@ Zavedenim r =1 — s — t dostaneme mnozinu
{rA+sB+tC|r,s,teRr+t+s=1,r,s51t>0}.
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Simplexy

Definice

Necht Aq, ..., Ak je k + 1 bodu afinniho prostoru A v obecné
poloze. Pak k-rozmérny simplex A = A(Ao, ..., Axk)
generovany témito body je definovan jako mnozina vSech
afinnich kombinaci bodl A; s pouze nezapornymi koeficienty,
tzn.

k
A ={toAo+ h A+ + kA | €[0,1],) =1},
i=0

Jednorozmérny simplex je Usecka, dvourozmeérny trojuhelnik.

vvvvvv

télesa. Pristé.
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Pozadavky

@ Pfechod od implicitniho popisu k parametrickému a
obracené

@ Pranik afinnich podprostoru
@ Afinni obal mnoziny bodu.
@ Nalezeni afinniho podprostoru danych vlastnosti.

Zde konci pozadavky na 2. vnitrosemestralni test.

@ Priklady na simplexy budou p¥isté (kdy plynule navazeme).
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Transformace souradnic

Dveé libovolné zvolené afinni soustavy soufadnic (Ag, ), (By, )
se obecné lisi posunutim pocatku o vektor (By — Ap) a jinou
bazi zaméreni. Transformacni rovnice tedy vyCteme ze vztahu
pro obecny bod X € A

X =By+xjvi + -+ X,Vp = By + (Ag — By) + Xy Uy + - - - + XpUp.

Oznaéme y = (y1,...,¥n)" sloupec soufadnic vektoru
(Ao — Bp) v bazi 5 a M = (a;) bud matice prechodu od baze o
k bazi 3. Potom

Xp =Yy1+ax +-- + ainXn

Xpn=Yn+amXy + -+ annXn

tj. maticove
X =y+M-x.
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