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Osnova prednasky

@ Euklidovské prostory
@ Velikost vektor( a vzdalenost podprostort
@ Odchylky podprostoru

@ Objem
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Euklidovské prostory

Jiz jsme se vzdalenostmi pracovali s pomoci skalarnich soucint
ve vektorovych prostorech. V analytické geometrii Ize takto:

Definice

Standardni bodovy euklidovsky prostor &, je afinni prostor Ap,
jehoz zamérenim je standardni euklidovsky prostor R” se
skalarnim soucéinem

x,yy=x-y'.

Kartézska soufadna soustava je afinni soufadna soustava
(Ao; @) s ortonormalni bazi «.

Vzdalenost bodu A, B € &, definujeme jako velikost vektoru
IAB|, budeme ji znagit p(A, B).

Euklidovské podprostory v &€, jsou afinni podprostory jejichz
zaméreni uvazujeme spolu se zzenymi skalarnimi souciny.

-
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Vzdalenost bodu

Pro body A, B, C € &, plati
@ p(A,B) =p(B,A),
@ p(A,B) =0 prave, kdyz A= B,
® p(AB) + p(B.C) > p(A.C).
V kazdé kartézke soufadné soustave (Ag; €) maji body

A:A0+a1e1+"'+anen, B:A0+b1e1++bnen

vzdalenost /> (a; — by)2.

UrCete vzdalenost bodu A = [1,0, 1] a roviny
p:[0,0,0] +t(1,1,0) + s(0,1,1).
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Vzdalenost bodu od roviny — pfiklad

Vzdalenost A=[1,0,1] od p: [0,0,0] + ¢(1,1,0) + s(0,1,1)
@ Zakladni idea: spustime kolmici z bodu A na rovinu p.
@ Formalné hovofime o kolmé projekci vektoru PA, zde
P=

[0,0, 0], do podprostoru zaméfeni roviny p, {j
({vi,v2}),kde vy =(1,1,0)a vo = (0,1, 1).

@ Tzn. pro vektor z = PA — (1,0, 1) hledame vektor
zp=a- vy + b-wtak, aby 2/ = z — zp byl kolmy k
zameéfeni roviny p, tj. k obéma vektorim vq, v»

0=(Z,v1) =(z,vy) —a-(vy,vy) — b(va, vy)
0=(Z,vo) =(z,v2) —a- (v1,v2) — b(va, o) .
@ V nasem prikladé dostaneme soustavu (pro a, b)
2-a+1-b=1
1.a+2-b=1

,dava zp = (;, g, ;) adale

zdalenost A od roviny p je ||Z/|| =
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Ortogonalni doplnék

Predchozi priklad Sel také pocitat tak, ze bychom spocitali
kolmou projekci z na pfimku (jednodimenzionalni
vektorovy podprostor) se smérovym vektorem
u=(1,—1,1) coz je vektor kolmy k roving p.

Obecné, kdyz hledame vzdalenost bodu od podprostoru,
se postupuje stejné. Misto jednoho smérového vektoru u
mame ale k dispozici vice vektord kolmych na podprostor.
Bud' U podprostor standardniho euklidovského prostoru
R", pak definujeme ortogonalni doplnék jako

Ut={veR"|VueU:ulv}.

Obvykle U dano bazi a U* se spoéita z matice.

Plati dim U + dim U+ = n, nebot hodnost matice je dim U.
Je-li (uy, ..., ux) ortogonalni badze U a (uk1, ..., upn) ort.
baze U+, pak (uy, . .., us) je ortogonalni baze R”.

Pro libovolné v € R” existuji jednoznacné urené vektory
weUaweU-tak, 2e v=w+Ww.
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Vzdalenost bodu od podprostoru

Je-li dan bod A a podprostor Q v &,, pak existuje bod P € Q

minimalizujici vzdalenosti bodi Q od A. Vzdalenost bodi A aP

je rovna velikosti kolmého prumeétu vektoru BA A— Bdo
Z(Q)* pro libovolny B € Q.

Duakaz:

@ Vektor BA se jednoznacné rozklada na BA=w + w,
weZ(Q),we Z(Q)" .

@ Prfitom w nezavisi na volbé B € Q.

@ P=A+(—wW)=B+weQa
|A—B|? = [[w]? + W] > [[w][* = |A— P

@ Odtud jiz vyplyva, ze minima je skute¢né dosazeno, a to
pro bod P. Vypoctena vzdalenost je tedy skutecné ||w||.
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Vzdalenost podprostoru

Pro podprostory P a Q v &, existujibod P € P aQ € Q
minimalizujici vzdalenosti bodi A € P a B € Q. Vzdalenost
bodu Q a P je rovna velikosti kolmého prumétu vektoru A — B
do Z(P + Q)* pro libovolné body Bc Q aA c P.

Pokud chceme dopocitat body P € P a Q € Q v nichz se
vzdalenost realizuje, postupujeme takto:

@ Pricteme vektor w (onen kolmy prumét vektoru A — B) k Q,
¢imz dostaneme Q' = {X +w | X € Q}.

@ Ur¢ime prunik P N Q" a néjaky bod P € PN Q.
@ Protoze w = Q? dopocCitdme Q = P + (—w).
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Priklad — vzdalenost pfimek

Urgete vzdalenost pfimek v R3

p:[1,-1,0]+t-1,2,3), a qg: [2,5 —1]+s(—1,-2,1).

@ Ortogonalni doplnék je:
((—1,2,3),(—1,-2,1))* = ((8,-2,4)); v = (4,-1,2).
@ Spojnici pfimek p, g je napfiklad UseCka AB, kde
A=[1,-1,00ep, B=[2,5,-1] € q.
@ Promitneme tedy vektor
z=[1,-1,0]-[2,5,—-1] = (-1, -6, 1). Hleddme tudiz
zp=a-vtak, ze (z—av,v) =0.
@ Protoa= &% g pro vzdalenost pfimek pak dostavame:

(v,v)
— 7. _ ‘<(_17_671)7(47_172)>‘ _ 4
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Priklad — vzdalenost podprostoru

Urdete vzdalenost podprostorti v RS:

o:[3,3,5,4,1] + a(0,1,0,2,-1) + b(1,—1,1,0,—-1)
p:[2—-1,2,2,3]+s(1,—-1,1,—1,1).

U:((0,1,0,2,—1),(1,—1,1,0,—1),(1,—1,1,—1,1))
Ut =((1,0,-1,0,0),(1,3,1,-2, 1))
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Odchylka

Plati 0 < i) < 1, mé tedy smys| nasledujfci definice.

Odchylka ¢(u, v) vektord u, v € V v readlném vektorovém
prostoru se skalarnim soucinem je dana vztahem

{u,v)

, 0<p(u,v) <m.
[ullllv]]

cos p(u,v) =

@ V roviné R? pro odchylku vektord skute¢né plati
cos ¢ = v
Y= Tl
@ Ve vicerozmeérnych prostorech je odchylka dvou vektord
vzdy méfena v roviné, kterou tyto vektory generuji (nebo je

nula).
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Odchylka — obecna definice

Definice

Necht Uy, U jsou podprostory v euklidovském prostoru V.
Odchylka podprostort Uy, Us je realné Cislo

a = p(Uy, Us) € [0, 5] spliujici:

(1) Je-lidmU; =dim U, =1, Uy = (u), U> = (v), pak

[{u, V)|

lulllivi

CoOS ax =

(2) Jsou-li dimenze U, U kladné a U; N U, = {0}, pak je
odchylka minimem vSech odchylek jednorozmérnych
podprostoru

a = min{p((u), (V)) |0 £ u e Us,0 £ v e Us).

Je ovSem nutné ukazat, ze takové minimum skutec¢né vzdy
existuje.

-
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Odchylka — obecna definice — pokracovani

(3) Je-li Uy C U> nebo U, C U; (zejména je-li jeden z nich
nulovy), je a = 0.

(4) Je-li Uy nUs # {0} a Uy # Uy N Us # Uy, pak

a=o(Us N (Ur N )", Us 0 (Ur N Uo)7Y).

Odchylka podprostorti Q4, Q> v bodovém euklidovském
prostoru &, se definuje jako odchylka jejich zaméfeni Z(Q1),
Z(Q2).

VS§imnéme si, ze odchylka je vzdy dobfe definovana, zejména v
poslednim pfipadé je

(U1 N (U1 N UQ)L) N (U2 N (U1 N UQ)L) = {0}

muzeme tedy opravdu odchylku urcit podle bodu (2).
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Odchylka primky a podprostoru

Lemma

Necht' v je vektor v euklidovském prostoru V. a U C V libovolny
podprostor. Oznaéme vy € U, vo € U* (jednoznacné uréené)
komponenty vektoru v, tj. v = vy + Vo. Pak pro odchylku ¢
podprostoru generovaného v od U plati

cos p((v), U) = cosp((v), (v1)) = T+

@ Navic pokud « je odchylka v a U*, pak ¢ + o = 3.
@ Toho Ize vyuzit pfi vypoctu, napriklad v pfipadée kdy
podprostor V je napfiklad nadrovinou.

@ Vypocet odchylek v obecnych dimenzich je spocitatelny
pomoci vypocCtu zkracovani vlastnich vektora pfi dvou
kolmych projekci mezi prostory, viz texty k pfednaskam.
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Odchylka podprostort — priklad

Je dana krychle ABCDA'B'C'D’ (ve standardnim oznaceni, tj.
ABCD a AB'C'D’ jsou stény, AA’ pak hrana). Uréete odchylku
vektor AB’ aAD'.

Uvazujme krychli o hrané 1 a umistéme ji v RS tak, ze bod A
bude mit ve standardni bazi soufadnice [0, 0, 0], bod B pak
soufadnice [1,0,0] a bod C souradnice [1, 1, 0]. Potom mé& bod
B’ soufadnice [1,0,1] a bod D’ soufadnice [0, 1, 1]. Pro
vySetfované vektory tedy mizeme psat

AB =B -A=11,0,1]-[0,0,0] = (1,0,1),

AD'=D - A=10,1,1]-10,0,0] = (0,1, 1). Podle definice
odchylky  téchto vektoru je pak

B (1,0,1)-(0,1,1) _1
Cos(e) = A0 D) [T 0.1, 1) ]~ 2
tedyp = 60°.




Odchylka podprostort — priklad Il

Priklad
UrCete odchylku rovin

o [1,0,2] + (1,—1,1)t+ (0,1,—-2)s
[3,3,3]—|—(1,—2,0)t+(0,1,1)3

Prasecnice mé smérovy vektor (1, —1, 1), kolma rovina na ni
ma pak s danymi rovinami priiniky generované vektory
(1,0,—1) a(0,1,1). Tyto jednorozmérné podprostory sviraji
uhel 60°.
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Objem rovnobéznosténu

Podobné jako v roviné, Ize objem pocitat pomoci determinantu.

UrCete objem rovnobéznosténu daného vektory
(a,b,c),(d,e,f),(g,h,i)

® Znaménko determinantu ma opét jistou geometrickou
interpretaci souvisejici s tim, zda uvazovana trojice ma
souhlasnou orinetaci jako baze.

@ U Ctyfsténu musime pouzit koeficient §.
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Rovnobéznostén

Necht uy, ..., ug, jsou libovolné vektory v zaméreni R”, A € A,
je libovolny bod. Rovnobéznostén Py (A; uy,...,ux) C A, je
mnozina

73k(Av U17...,Uk) =

={Atcu+ -+ |0< ¢ <1,i=1,... .k}

Jsou-li vektory uy, ..., ux nezavislé, hovofime o k-rozmérném
rovnobéznosténu P (A; uq, ..., ux) C Ap.

Tj. rovnobéznik v R3 je rovnobéznostén (dimenze 2).
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Pozadavky

Umét pocitat:
@ Vzdéalenost bodu a podprostoru
@ Vzdalenost pfimek (osa mimobézek)
@ Projekci vektoru do podprostoru
@ Ortogonalni doplnék
@ Odchylku dvou pfimek

@ Odchylku dvou rovin majici jednodimenzionalni pranik
zameéreni

@ Objem rovnobéznosténu
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