
Poznámky ke cvi£ením

N¥které poznámky k prob¥hlým cvi£ením:

• Ozna£me I = R \ Q mnoºinu v²ech iracionálních £ísel, tj. reálných £ísel, které
nelze vyjád°it jako podíl dvou celých £ísel. Studujme strukturu (I,+), kde + je
klasické s£ítání reálných £ísel.

1. Nejprve je t°eba ov¥°it, zda je mnoºina I prázdná. Pokud by totiº byla prázdná,
dvojice (I,+) by formáln¥ byla grupoid. Ukáºeme, ºe

√
2 není racionální. P°ed-

pokládejme, ºe ano a ºe lze psát
√
2 = a

b pro n¥jaká a, b ∈ N a bez úhony na

obecnosti, ºe (a, b) = 1, tj. a a b jsou nesoud¥lná. Potom 2 = a2

b2 a tedy a2 = 2b2.
Odtud plyne, ºe 2 | a2 a protoºe 2 je prvo£íslo, platí 2 | a. Potom ale 4 | a2 a
z rovnice a2 = 2b2 plyne, ºe 2 | b2 a tedy 2 | b. Potom ale (a, b) ≥ 2 a £ísla a a
b nejsou nesoud¥lná, coº je spor s p°edpokladem. Platí tedy

√
2 ∈ I.

2. Je-li
√
2 ∈ I, musí také −

√
2 ∈ I, nebo´ pokud by nastalo −

√
2 = a

b pro n¥jaká

a, b ∈ Z, potom
√
2 = −a

b a
√
2 by bylo racionální, coº je spor s p°edchozím

argumentem. Potom uº sta£í jen uvést, ºe
√
2 + (−

√
2) = 0 /∈ I, jestlikoº 0 je

z°ejm¥ racionální £íslo. Proto (I,+) nem·ºe být grupoid.

• Uvaºme mnoºinu GL0 (n,R) v²ech reálných singulárních £tvercových matic °ádu
n a · klasické násobení matic. Matice se nazývá singulární, má-li nulový determinant.
Studujme strukturu (GL0 (n,R) , · ):

1. Je grupoid. Plyne z Cauchyho v¥ty:

|A ·B| = |A| · |B|

Pokud totiº A,B ∈ GL0 (n,R), potom |A · B| = |A| · |B| = 0 · 0 = 0 a tedy
A ·B ∈ GL0 (n,R).

2. Je pologrupa, násobení matic je asociativní (p°edpokládejme, ºe je obecn¥
známé).

3. Pro n > 1 není monoid, jelikoº |In| = 1 a tedy In /∈ GL0 (n,R).
4. Nemusím nyní uvád¥t, ºe tato struktura pro n > 1 není grupa, jelikoº není

monoid.

5. Anihilujícím prvkem je nulová matice 0n, platí totiº z°ejm¥ 0n ∈ GL0 (n,R) a
0n ·A = 0n = A · 0n pro libovolnou matici A ∈ GL (n,R).

6. Pro n > 1 není komutativní. Protip°íklad pro n = 2:(
1 1
0 0

)
·
(

1 0
1 0

)
=

(
2 0
0 0

)
(

1 0
1 0

)
·
(

1 1
0 0

)
=

(
1 1
1 1

)
P°itom ob¥ matice na levé stran¥ mají nulový determinant. Protip°íklady pro
n > 2 jsou analogické.

7. Pro n = 1 mnoºina GL0 (n,R) splývá s mnoºinou {0} a dvojice ({0}, · ) tvo°í
dokonce komutativní grupu s jednotkovým prvkem 0.
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Úkoly

Charakterizujte následující struktury. O kaºdé rozhodn¥te, zda jde o grupoid, po-
logrupu, monoid, grupu, a zda je daná struktura komutativní, v p°ípad¥ negativní
odpov¥di uve¤te p°íslu²né protip°íklady. Popi²te, pokud existují, neutrální, anihi-
lující a (v p°ípad¥, ºe je daná struktura monoid) v²echny invertibilní prvky t¥chto
struktur.

• (nZ,+) pro dané n ∈ N, kde nZ = {nu | u ∈ Z}, Z je mnoºina v²ech celých £ísel
a + je klasické s£ítání. M·ºete p°edpokládat, ºe asociativita a komutativita s£ítání
celých £ísel je obecn¥ známý fakt a nemusíte jej dokazovat.

• (R (A) , ◦), kde A je libovolná mnoºina, R (A) je mnoºina v²ech binárních relací
na mnoºin¥ A:

R (A) = 2A×A

a ◦ : R (A) × R (A) → R (A) je operace skládání relací de�novaná p°edpisem pro
R,S ⊆ A×A:

R ◦ S = {(a, c) ∈ A×A | ∃b ∈ A : (a, b) ∈ R ∧ (b, c) ∈ S}

• (S2,×), S2 ⊆ R3 je mnoºina v²ech vektor· s jednotkovou normou:

(x, y, z) ∈ S2 ⇔ x2 + y2 + z2 = 1

a × je operace vektorového sou£inu, tj:

(x1, y1, z1)× (x2, y2, z2) = (y1z2 − y2z1, z1x2 − x1z2, x1y2 − x2y1)

Ozna£ení S2 znamená, ºe jde o tzv. dojrozm¥rnou sféru, £ímº máme na mysli plá²´
koule.

• (N, 〈 , 〉), N je mnoºina kladných p°irozených £ísel a 〈a, b〉 je nejmen²í spole£ný
násobek £ísel a a b. M·ºete vycházet z následující de�nice nejmen²ího spole£ného
násobku (m·ºete si v²ak zvolit kteroukoli jinou de�nici):

〈a, b〉 = a · b
(a, b)

kde · je klasické násobení p°irozených £ísel a ( , ) je operace nejv¥t²ího spole£ného
d¥litele. U obou t¥chto operací m·ºete p°edpokládat asociativitu a komutativitu
jako jiº známou v¥c, tj. nemusíte ji dokazovat.

• Speciáln¥ pro Petra (ostatní ne°e²te). (Set,×), Set je t°ída v²ech mnoºin, ×
operace kartézského sou£inu dvou mnoºin de�novaný svou univerzální vlastností.
P°edpokládej, ºe pojem univerzální algebry relaxujeme vzhledem k libovolné t°íd¥
a axiomy zadaných struktur ov¥°ujeme pouze aº na izomor�zmus.
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